ORTAOGRETIM

FEN LISESI
MATEMATIK

12

DERS KITABI

YAZARLAR
Dr. Bayram KEMANCI
Arda BUYUKOKUTAN
Serkan CELIK
Zekiye KEMANCI

DEVLET KITAPLARI
IKINCI BASKI



MILLT EGITIM BAKANLIGI YAYINLARI .....cocviviiiiieeeeceeeeie et sansesesenenennn. BBT3
DERS KITAPLARI DIZISI ....coviiiiiiiiieecee st 1748

Her hakki saklidir ve Milli EQitim Bakanligina aittir. Kitabin metin, soru ve sekilleri
kismen de olsa hicbir surette alinip yayimlanamaz.

HAZIRLAYANLAR

Editor
Dr. Bayram KEMANCI

Dil Uzmani
Mehmet ATCI

Program Gelistirme Uzmani
Zekiye KEMANCI

Olgme ve Degerlendirme Uzmani
Yrd. Dog. Dr. Serkan ARIKAN

Rehberlik ve Gelisim Uzmani
Canan DURSUN

Gorsel Tasarim Uzmani
Sibel Derin OZTEMEL

Grafik Tasarim Uzmani
Gungor KAPLAN

ISBN 978-975-11-4551-2

Milli Egitim Bakanhgi, Talim ve Terbiye Kurulunun 28.05.2018 giin ve 78 sayil karari
ile ders kitabi olarak kabul edilmis, Destek Hizmetleri Genel Midurliginin 28.05.2019
glin ve 10443977 sayili yazisi ile ikinci defa 55.669 adet basiimistir.



ISTIKLAL MARSI

Korkma, sonmez bu safaklarda yiizen al sancak;
Sonmeden yurdumun iistiinde tiiten en son ocak.
O benim milletimin yildizidir, parlayacak;
O benimdir, o benim milletimindir ancak.

Catma, kurban olayim, ¢ehreni ey nazli hilal!
Kahraman irkima bir giil! Ne bu siddet, bu celal?
Sana olmaz dokiilen kanlarimiz sonra helal.
Hakkidir Hakk’a tapan milletimin istiklal.

Ben ezelden beridir hiir yasadim, hiir yasarim.
Hangi ¢ilgin bana zincir vuracakmig? Sasarim!
Kiikremis sel gibiyim, bendimi ¢igner, agarim.
Yirtarim daglari, enginlere sigmam, tagarim.

Garbin afakini sarmigsa gelik zirhli duvar,
Benim iman dolu g6gstim gibi serhaddim var.
Ulusun, korkma! Nasil bdyle bir iman1 bogar,
Medeniyyet dedigin tek disi kalmis canavar?

Arkadas, yurduma algaklar1 ugratma sakin;
Siper et gdvdeni, dursun bu hayasizca akin.
Dogacaktir sana va’dettigi giinler Hakk’1n;
Kim bilir, belki yarin, belki yarindan da yakin.

Bastigin yerleri toprak diyerek gegme, tani:
Diisiin altindaki binlerce kefensiz yatani.
Sen sehit oglusun, incitme, yaziktir, atant:
Verme, diinyalar1 alsan da bu cennet vatani.

Kim bu cennet vatanin ugruna olmaz ki feda?
Siiheda figkiracak topragi siksan, sitheda!
Cani, canani, bitiin varimi alsin da Huda,
Etmesin tek vatanimdan beni diinyada ciida.

Ruhumun senden 11ahi, sudur ancak emeli:
Degmesin mabedimin gégsiine namahrem eli.
Bu ezanlar -ki sehadetleri dinin temeli-

Ebedi yurdumun iistiinde benim inlemeli.

O zaman vecd ile bin secde eder -varsa- tagim,
Her cerihamdan 1ahi, bosanip kanli yasim,
Figkirir ruh-1 miicerret gibi yerden na’sim;

O zaman yiikselerek arsa deger belki bagim.

Dalgalan sen de safaklar gibi ey sanli hilal!
Olsun artik dokiilen kanlarimi hepsi helal.
Ebediyyen sana yok, irkima yok izmihlal;
Hakkidir hiir yasamis bayragimin hiirriyyet;
Hakkidir Hakk’a tapan milletimin istiklal!

Mehmet AKkif Ersoy



GENCLIGE HITABE

Ey Tirk gencligi! Birinci vazifen, Tiirk istiklalini, Tiirk Cumhuriyetini,
ilelebet muhafaza ve miidafaa etmektir.

Mevcudiyetinin ve istikbalinin yegane temeli budur. Bu temel, senin en
kiymetli hazinendir. Istikbalde dahi, seni bu hazineden mahrum etmek
isteyecek dahili ve harici bedhahlarin olacaktir. Bir giin, istiklal ve cumhuriyeti
miidafaa mecburiyetine diisersen, vazifeye atilmak i¢in, i¢inde bulunacagin
vaziyetin imkan ve seraitini diisiinmeyeceksin! Bu imkan ve serait, ¢ok
namiisait bir mahiyette tezahiir edebilir. Istiklal ve cumhuriyetine kastedecek
diismanlar, biitiin diinyada emsali goriilmemis bir galibiyetin miimessili
olabilirler. Cebren ve hile ile aziz vatanin biitlin kaleleri zapt edilmis, biitiin
tersanelerine girilmis, biitiin ordular1 dagitilmis ve memleketin her kosesi bilfiil
isgal edilmis olabilir. Biitiin bu seraitten daha elim ve daha vahim olmak iizere,
memleketin dahilinde iktidara sahip olanlar gaflet ve dalalet ve hatta hiyanet
icinde bulunabilirler. Hattd bu iktidar sahipleri sahsi menfaatlerini,
miistevlilerin siyasi emelleriyle tevhit edebilirler. Millet, fakr u zaruret i¢inde
harap ve bitap diismiis olabilir.

Ey Tiirk istikbalinin evladi! iste, bu ahval ve serait i¢inde dahi vazifen,
Turk istikladl ve cumhuriyetini  kurtarmaktir. Muhta¢ oldugun kudret,
damarlarindaki asil kanda mevcuttur.

Mustafa Kemal Atatiirk
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Alt 6grenme alani

Alt 6grenme alaninin

Konu

tanitildigi bélim

Alt 6grenme
alaninda
neler 6gre-
nileceginin
bulundugu
boélim

Konu icinde
gecen te-
rimlerin ve
kavramlarin
bulundugu
bolim

Konu ile
ilgili Gnemli
tanimlarin
verildigi
bolim

KIiTABIN TANITIMI

GEOMETRI

4. DONUSUMLER

4.1. ANALITIK DUZLEMDE TEMEL DONUSUMLE!

Topkapi Sarayrnin kapisinda kullanilan siislemeler geometrk sekillerden olusmaktadir. Dikcortgen sek-
lindeki kapinin merkezinde bir tam ve ksselerinde de seyrek on kollu yildiz bulunmaktadr. Yidiz diizgiin

besgenin igine yerlestiiimistir. Kapidaki kaplama yatay ve dikey yonde tekrar ettirilerek periyodik olarak

B sisslemenin benzerleri Kayseri Hatun

Q Hazirlik Galismast

Anadolu & &
ler kullanilmistrr. Bu desenlerde haliyi dokuyan; sevgi, ask, 6zem gibi ruh
\ hallerini haliya yansiti. Baz1 yorelerde yeni evlenen giftlere bindalli kiimi

hediye
Ve ne anlama geldigini biliyor musunuz?

187

Konu baghgi

Ogrenme alani

Karekod okuyucu ile
taratilarak resim, video,
animasyon, soru, soru
¢b6zimleri vb. ilave kay-
naklara ulasabilecek
barkod.

Detayl bilgi icin «http://
www.kitap.eba.gov.ir/
karekod» adresine
bakiniz.

Bilgi ve iletisim teknolojilerinden
faydalanilarak konunun daha iyi
6grenilmesini saglayan bélim

|
——

—

1.1. USTEL FONKSIYON

Bu Bolimdo Nolor Ggrenecokiniz?

+ stelfonksiyon
+ Ustelforksiyorun SzeRiier
+ Ustelforksiyon giofigi

Bir kabin

tuvar kosularinda bakteri sayisinin boldnerek her bi saatte iki katina
ikt goralmekedir

Terimler ve Kavramiar

+ Ostelfonksiyon

2 2 2 2 2' Bakterisaysi

sona 2 oldugu gordldr. Omegin 10 saat sonra kaptaki bakter sayis:
2= 1024 tane olacaktr.

X saat sonraki baideri sayisina f(x) denilse f(x)= 2" sekinde
Gosert1 olacaktir

TANIM
a, 1 den farkl pozi bi reel sayiolsun. £:R R, 1(x) = a* sekinde
tanimianan fonksiyona Ustel onksiyon denir. Burada a saytsi Ustel
fonksiyonun tabani ve x 0s olarak adiandinir.

2.5 veya = gibiherhangibir grgek saymn st fonksyonda
‘gorantasa vardr.

Biimsel bir hesap makinesi kullaniarak 1(x)= 2" fonksiyonunda
1(%).1(/5) veya f(x) degereri hesapianabili.

Nafus artisimin, bilesik faizin, radyoakif bozunum miktaninin, yeni gikan
bir rting Kullananlanin sayisinin ve bir soylentinin yayldigr Kisi sayisi-

e Ustel fonksiyonlara intyag duyulur.

12 éb

10x)= 2" fonksiyonunda {($ ) (/) veya f(x) gibi degerler bilmsel hesap makinesi le hesapianabilr

imse hesap makinesi ktanarak ({3 2% dogeii hesapi-

gortinam mendstnden biimsel alan segilp
DOROEOE

i ((3) 2% = 1,58 buonur

Benzer sekide (/5) = 2" degern hesapiamak i akil tle-

yardaki hesap makinesi uygulamasinda
@

DOEOO®

yazilr 1(/5) =2/ = 4,71 bulunur.

f(=2°
bigisayardaki hesap makinesi uygulamasinda
2

DO

yazilr, 1(x)=2" = 8,82 bulunur.

Asag
tabloya yaziniz.

* 2 | 3| o |3 1B 2 x
Gstel Fonksiyon

100=3"
1)

1(x)=(0,01F

S N — s



Orta nokta formulii

SONUG

n,m € N* ve a, b € R olmak lizere "ax+b veVax+b kokll ifade-
sini igeren fonksiyonlarin integrallerini hesaplamak icin Ekok(m, n) =k

Teoremlerin
verildigi bolum

f(x) fonksiyonu [a, b] kapall araliginda integrallenebilen bir fonk-
siyon olsun. Vx € (a, b) igin F'(x)=f(x) olacak sekilde stirekli bir

M(a, b . o - .
_Map) olmak iizere ax+b = u* degisken degistirmesi yapilir.

A(X4, Y1) B(xz, ¥2) Onceden

_XitX Yitye . -
a="3 2 islenmig Bulunan sonuglarin
Bir Noktanin Bir Dogruya konularin Vel’l|dlgl bélim
En Kisa Uzakhigi hatirlatildi-

A(Xy, ¥4) g' b0|um

TEOREM
ax+by+c=0
H
 Jax, +by, +¢|

IAHI= =

2 b
F:[a, b]~ R fonksiyonu varsa / fO0dx = FO)| = F(b)—F(a) olur.

SRASHD3

Asagida tabloda verilen bosluklari érnekte oldugu gibi integral bulunabilecek sekilde doldurunuz.

[udv u ve dv duve v uv — [vdu

u=Inx du=

x
© x|

o
+
x

_/4(x2+1)lnxdx

dv=(x3+1)dx v=

[ xd
I Sinix

/-x:‘lnxdx

Gelenbevi ismail Efendi (1729-1790)

Gelenbevi ismail Efendi; matematik, gék bilimi ve fizik alaninda galismis-
tir. 33 veya 34 yaglarindayken medreseler igin agilan muderrislik sinavini
kazanmistir.

Hakkinda anlatilan su olay Gelenbevi'nin nasil bir bilgin oldugunu goster-
mektedir. 1780 yilinda istanbul’a gelen bir Fransiz miihendis, logaritma ko-
nusunu bilen bir bilginin olup olmadigini sorar. Onu Gelenbevi’ye gétarar-

Gorsel 1.3 ler. Fransiz mihendis yaninda getirdigi bir logaritma cetvelini Gelenbevi'ye
Ge'e';evz!sma" takdim eder. Gelenbevi kendi yazdigi logaritma eserini Fransiz’a gosterince
fendi

Fransiz hayli sasirmis halde Gelenbevi'nin evinden ayrilir. Ayrilirken de su
sozleri soyledigi nakledilir: “Bu adam Avrupa’da olsaydi agirliginca altinla édullendirilirdi.”

Gelenbevi'nin logaritma ile ilgili Serh-i cedavili’l-enséab (Logaritma Cetvellerinin Agiklanmasi)
ve Us0l-i cedavi’l-insab- sittint (Altmislik Sisteme Goére Logaritma Dlzenlemesi) olmak tzere
eserleri mevcuttur.

Konu aralarinda égrencilerin ce-
vaplandiracagi bélim

Tarihi kisiliklerin anlatildigi bolim

=

B ALISTIRMALAR

1. Asagida verilen egri ve dogrularin belirti-
len sinirlarda alanlarini bulunuz.

Konu ile ilgili alistirma sorularinin
bulundugu bélim

|
-~ __ —.a OLCME VE DEGERLENDIRME 6 b -~
A) Asagida verilen integ in esitini bulup 1n1 karsilarindaki bosluklara yaziniz.
b 3x+7
I tens ™
2 3
[ sec®(2x)dx

Unite sonunda degerlendirme soru-
larinin bulundugu béluim




SEMBOL VE GOSTERIMLER

f:A - B f, A dan B ye bir fonksiyon /f(x)dx f(x) fonksiyonunun x e gére
integrali
logx 10 tabaninda logaritma p f(x) fonksiyonunun a dan b ye
| 1x0dx
@ kadar x e gore integrali

logax a tabaninda logaritma v her, batin

Inx e tabaninda logaritma 3 bazi, en az

e yaklasik degeri 2,718 olan sabit = ise
bir sayi

e* e tabaninda Ustel fonksiyon o ancak ve ancak

a* a tabaninda Ustel fonksiyon S elemanidir

(a,) a, dizisi & elemani degildir

> toplam simgesi 2,{} bos kiime

S, ik n terim toplami c alt kiimesidir

—0 eksi sonsuz N Dogal sayilar kimesi

lim f(x) y=1f(x) fonksiyonunun x = a Z Tam sayilar kimesi

X—a
daki sagdan limiti

lim f(x) y=f(x) fonksiyonunun x =a 7 Negatif tam sayilar kiimesi

X—a
daki soldan limiti

lim f(x) y =f(x) fonksiyonunun x = a 7" Pozitif tam sayilar kiimesi

X—a
daki limiti

f(Xo) y = f(x) fonksiyonunun x, nok- Q Rasyonel sayilar kiimesi
tasindaki tlrevi

' (Xo) y = f(x) fonksiyonunun x, Q* Pozitif rasyonel sayilar kiimesi
noktasindaki ikinci mertebeden
tarevi

dy y nin x e gore tirevi Q- Negatif rasyonel kimesi

dx

f(x) y = f(x) fonksiyonunun n. merte- Q irrasyonel sayilar kiimesi
beden tlrevi

d"y y nin x e gbére n. mertebeden R Gergek sayilar kimesi

dx” tarevi

f(a") f fonksiyonunun x = a noktasin- R* Pozitif gercek sayilar kimesi
daki sagdan turevi

f(a) f fonksiyonunun x = a noktasin- R Negatif gercek sayilar kimesi

10

daki soldan tlrevi




| SAYILAR VE CEBIR

.

1. USTEL VE LOGARITMIK FONKSIYONLAR

1.1. USTEL FONKSIYON

1.2. LOGARITMA FONKSIYONU

1.3. USTEL, LOGARITMIK DENKLEMLER VE
ESITSIZLIKLER

Oldiikten sonra canlilarin viicutlarina karbon girisi duracagindan viicutlarinda zamanla karbon-14 yogun-
lugu azalir. Bu nedenle bir fosilin yasini hesaplamak icin fosile karbon-14 testi uygulanir. Fosildeki karbon
azalmasi Ustel fonksiyon ile modellenir ve Ustel fonksiyonun tersi olan logaritma fonksiyonu yardimi ile
fosilin yasi bulunur.

i CX Hazirlik Caligmasi

Ortalama 5715 yilda miktari yariya diisen 3200 gr bir maddenin dogada
200 gr kalmasi igin gegen slireyi asagidaki gibi bulunur.

3200 gr—3715¥1 4600 qr 8715Vl 5715wl 500 o

=

11



1.1. USTEL FONKSIYON

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

o Ustel fonksiyon
« Ustel fonksiyonun &zellikleri
« Ustel fonksiyon grafigi

Bir kabin icerisinde sadece bir tane bakterinin oldugu ve uygun labora-
tuvar kosullarinda bakteri sayisinin bélinerek her bir saatte iki katina
ciktigr géralmektedir.

» 4

Terimler ve Kavramlar

«  Ustel fonksiyon

G e .y 21 22 28 2 Bakteri sayisi
O Ef% ’ Buradan bakteri sayisinin dogru orantili artmadigi ve bu sayinin x saat
- sonra 2% oldugu gériliir. Ornegdin 10 saat sonra kaptaki bakteri sayisi
& ) 2'°=1024 tane olacaktir.
x saat sonraki bakteri sayisina f(x) denilirse f(x)=2* seklinde
Gorsel 1.1 olacaktir.

TANIM

a, 1 den farkli pozitif bir reel sayi olsun. f:R — R", f(x) = a* seklinde
tanimlanan fonksiyona ustel fonksiyon denir. Burada a sayisi Ustel
fonksiyonun tabani ve x Us olarak adlandirihr.

Tanimda da goéraldigi gibi x degerinin tam sayi olmasi gerekmez.

%, V5 veya m gibi herhangi bir gercek sayinin tistel fonksiyonda
gOruntusu vardir.

Bilimsel bir hesap makinesi kullanilarak f(x)=2* fonksiyonunda
f(%) f(v/5) veya f(7) degerleri hesaplanabilir.

Ndfus artisinin, bilesik faizin, radyoaktif bozunum miktarinin, yeni ¢ikan
bir Grind kullananlarin sayisinin ve bir s@ylentinin yayildigi kisi sayisi-
nin hesaplanmasi gibi bircok gercek hayat probleminin modellenmesin-
de Ustel fonksiyonlara ihtiya¢ duyulur.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

12 —
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=

~ TEKNOLO.

e o e e e e S B

Bilimsel hesap makinesi uygulamalari akilli telefon ve bilgisayarlarda da bulunmaktadir.

—— = =]
=Er = |||
T

f(x) =2 fonksiyonunda f(%) f(y/5) veya () gibi degerler bilimsel hesap makinesi ile hesaplanabilir.

Bilimsel hesap makinesi kullanarak f(%) = 2% degerini hesapla-

mak icin akill telefonlarda veya bilgisayardaki hesap makinesinin
g6rinim menusunden bilimsel alan secilip

QXWOLWLEROLE

yazilir. f<%)=2%; 1,58 bulunur.

Benzer sekilde f(y/5)= 25 degerini hesaplamak icin akilli tele-
fonlardaki bilimsel hesap makinesi uygulamasinda veya bilgisa-
yardaki hesap makinesi uygulamasinda

QWOBLOLW

yazilir. f(y/5) = 2% =~ 4,71 bulunur.

f(7r)=2" degerini hesaplamak icin akill telefonlardaki bilimsel hesap makinesi uygulamasinda veya
bilgisayardaki hesap makinesi uygulamasinda

QW@

yazilir. f(7r)=2" = 8,82 bulunur.

Asagidaki tabloda belirtilen Gstel fonksiyonlarin degerlerini bilimsel hesap makinesi kullanarak hesaplayip

tabloya yaziniz.

X

no|—
no|—

Ustel Fonksiyon

f(x)=3*

(2]

f(x)=(0,01)

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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B ORNEK 1

Asagidaki ifadelerin Ustel fonksiyon olup olmadigini inceleyiniz.

a) f(x)=7* b) g(x)=3x"> «¢) h(x)=(%>7X c) t(x)=5"

Sboont

a) f fonksiyonu, tabani 7 olan Ustel bir fonksiyondur.

5
b) g(x)= 3(%) fonksiyonu, tabani gercek sayi olmadigindan

Ustel bir fonksiyon degildir.
c) h(x)= <%>_X = (%)X fonksiyonu, tabani % olan Ustel bir fonksiyon-

dur.

¢) t(x)=5" fonksiyonunda n degisken olmayip sabit bir say1 oldugun-
dan bu fonksiyon Ustel bir fonksiyon degildir.

Ustel Fonksiyonun Ozellikleri

Uslii ifadelerin asagidaki dzellikleri bulunmaktadir.
Xx#0,y#0 ve m, n, x, y e R olmak lizere

- e

b) x™-x"=x"" f) x"= %

c) (x™)"=xm g) x# 1 ve x #—1 olmak lUzere
c) ))((r: =xm" x™=x"e m=n bulunur.

d) (x-y)"=xm-y"

Bu &zellikler kullanilarak f(x)=a* Ustel fonksiyonu icin asagidaki
Ozellikler gosterilebilir.

a#1,aceR" ve f(x)=a* olmak lizere
a) f(0)=a’=1

b) f(1)=a'=a
) f(x+y)=a*"

=a%a’ f(x+y)="f(x)-f(y)
=f(x)-f(y)

¢) ke R—{0}, f(kx)=a*
=(a") f(kx) =[f(x)*
=[f(x)]*

d) f(—x)=a™*

seklinde gdsterilebilir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

q




B ORNEK.2

ne Z" olmak Gzere f(x)=3""2 ve f(1)-f(2)-f(3)
olduguna gdre n degeri kagtir?

Socont

f(1)-f(2)-f(3)-...-f(n)=38°%.3*.....3""2

— 33+4+...+(n+2)

(n+2)(n+3)
_ plnF2intd) g
n®+5n+6—6
= 2
n?+5n
=3 2 olur.
Buradan
3n2455n _ 273n
SﬂTsn — 39n
2
+
n 25n —on
n?+5n=18n

n?—13n=0 = n(n—13)=0 olur.

n =0 olamayacagi icin n =13 bulunur.

B ORNEK.3

. f(n)=27%"

14+2+3+...4+n=

f(x)=3" olsun. f(x+5) in f(x—5) tlrinden degerini bulunuz.

oozt

I. Yol
f(x—5)=3*"°
f(x—5)=3%.3°
f(x—5)=§—: - 3=3°f(x—5)
f(x+5) =3
= 3%.3% olur.

3* degeri f(x+5) fonksiyonunda yerine yazilirsa
f(x+5)=(3%f(x—5)) 3°
=3"-f(x—5) bulunur.

Il. Yol

f(x+5) _ 3x*5
f(x—5) 3*°
f(x+5) — gx+5xts
f(x—5)

f(X+5) :310
f(x—5)

f(x+5)=3"-f(x—5) bulunur.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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BuwORNEK 4

f(x+y)=1f(x)-f(y) ve f(3) =81 olduguna gére f(5) kactir?

f(x+y)=1(x)-f(y) oldugundan f(x)=a* biciminde bir listel fonksi-
yon olarak alinabilir.

f(3) = a® = 81 oldugundan

a®=3*
3 4
as =33
4

a = 33 bulunur.

Buradan f(5)=a®=(3%)" = 3% elde edili.

Ustel Fonksiyonun Grafigi

f(x)=a* Ustel fonksiyonunun taniminda a, 1 den farkl pozitif bir ger-
cek sayidir. Pozitif bir sayinin tim kuvvetleri de pozitif oldugundan
f(x) = a* fonksiyonunun goruntt kimesi R* kimesidir.

Ornegin f(x)=3" ve g(x)= (%)X fonksiyonlarinin grafigini gizmek

icin x e degerler verilip bulunan noktalar analitik dizlemde g&sterilir.

X ‘—OO —2 —1 0 1 2 —+o0
f(x)=3* 1 11
9 / 3




X ‘—OO —2 —1 0 1 2 —+o00
1 \x
900 =(3) 9 3 1\ F N\ E O\

TANIM

aeR"—{1} olmak tizere f:R - R", f(x) = a* fonksiyonuna
a > 1 icin artan fonksiyon, 0 < a <1 i¢in azalan fonksiyon denir.

Artan fonksiyon

y=a,0<a<i1 : Y

Azalan fonksiyon

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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a;rzE:K,Nzg !;:Q;;fﬁﬁiﬁi-i_-iiingl---l-..!===iiill.

Bilgisayarinizda www.geogebra.org Genel Ag adresinden indireceginiz GeoGebra matematik programiyla

a=2
1. minimum: 0.1 ve maksimum: 10 olan bir stirgl tanimlayiniz.

1. airig: f(x)=a”x bigiminde f(x)=a* fonksiyonunu girise yaziniz.

Ill. Slirglyu artinp azaltarak fonksiyondaki degisimi test ediniz.

[2] (4, LA B B0, 0] 1<) [N] =2 (] B
» Cebir Penceresi X~ Grafik X
Sayisal W~~~
i.lzv=2 14
:f(x) - _ a.*2 ;
T 4 -3 2 1 . 0 1 2 3x
Girig:
f(x)=a* ve a> 1 iken a degeri f(x)=a* ve 0 <a <1 iken a degeri
buyuduikce grafigin kolu y eksenine blyudukge grafigin kolu y ekseninden
yaklasir. uzaklasir.
_ (1Y
Y*(g) y
41—-— ‘ = —_—————
: : : O X
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, RS SRS RIS SRS S

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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s ORNEK 5

f:R - R, f(x) = a* seklinde verilen Ustel fonksiyonun bire bir ve
Orten olup olmadigini inceleyiniz.

f:R — R, f(x) = a* seklindeki Ustel fonksiyonun bire bir olup olmadigi
iki farkli sekilde incelenebilir.

l. Yol
f:R — R, f(x) = a*fonksiyonunun bire bir oldugu grafik Gzerinde yatay
dogru testi ile gdsterilebilir.

f:R-R" f:R-R"

Oy v

a>1 0<a< 1

x eksenine cizilen paralel her dogru f(x) = a* fonksiyonunun grafigini

en ¢ok bir noktada kestiginden f bire birdir.

Il. Yol
< f:R -~ R" fonksiyon
f(x)=a* i¢in olmak Uzere
f(x;)=f(x,) = a“=a* = x,=Xx, oldugundan f bire bir fonksiyon- -
1 T2 VX; X, € R i¢in
dur. f(x1)=f(x2) iken x1 =Xz

oluyorsa f bire bir fonksi-
f:R — R, f(x) = a* seklindeki Ustel fonksiyonun orten olup olmadigi

iki farkli sekilde incelenebilir.

yondur.

l. Yol
y =f(x) olmak Uzere her y € R" icin y = a* esitligini saglayan en az
bir x € R sayisi oldugundan f:R — R", f(x) = a* fonksiyonu 6rtendir.

Il. Yol
Yatay dogru testi ile deger kiimesinin i¢inde cizilen yatay dogrular her

noktada y = a* fonksiyonunu kestiginden f(x)=a* ortendir.

O halde f:R - R", f(x)=a* Ustel fonksiyonu bire bir ve értendir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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asagidaki tabloyu doldurunuz.

Laboratuvar ortaminda bulunan bir kap icerisinde 200 bakteri bulunmaktadir. Popilasyondaki bakteri sa-
yisini veren fonksiyon f(t)=200-2' olarak modelleniyor. Buna gére bilimsel hesap makinesi kullanarak

Saat (t)

Yaklasik Bakteri Sayisi
(f(t) = 200-2")

0

200

Yukarida elde edilen sonuca gdre bakteri sayisinin zamana bagli olarak diizenli arttigr séylenebilir mi?

Aciklayiniz.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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s ALISTIRMALAR

1. f(x)=5* ve g(x)=<%)x olmak lizere asa-

gidaki degerleri bilimsel hesap makinesi
kullanarak hesaplayiniz.

a) 1(%) ¢) g(—7)
b) f(v/3) d) (2, 5)
o) (%) e) g(~2, 5)

. f(x)=a* olsun. f(x+y) nin f(x—y) tariin-
den ifadesini yaziniz.

. f(x)=3-5" ve g(x)=2-7* fonksiyonlari

veriliyor.

a) GeoGebra programi kullanarak fonksi-
yonlarin grafiklerini ¢iziniz.

b) Asagidaki degerleri kiiciikten biliylige
siralayiniz.
f(—1,2), g(—1,2), 1(0,4), g(0,4)

f9h y

A

\J
Yukarida grafigi verilen f, g ve h listel fonk-

siyonlarini agagidaki tGistel fonksiyonlar ile
eslestiriniz.

a) y=(0,3)=..
0 y=(2) =..

c)y =<%)X =..

il
|

5. Asagida grafigi verilen f(x)=a* bigciminde-
ki ustel fonksiyonlarin kuralini bulunuz.

a)

b)

¢)

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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1.2. LOGARITMA FONKSIYONU

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

e Logaritma fonksiyonu

o Logaritma fonksiyonunun grafigi

e esayisl

e Dogal logaritma fonksiyonu
e 10 tabaninda logaritma fonksiyonu
e Logaritma fonksiyonunun &zellikleri

Terimler ve Kavramlar

22

Logaritma fonksiyonu

Dogal logaritma

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

Logaritma fonksiyonu gunlik hayatta
karsilasilan bircok durumun ¢ézimdin-
de kullanilir.

Fosil yaslarinin tayini, bir bilgisayar is-

lemcisinin transistér sayisini bulma, pH ] J&_
degerinin hesaplanmasi, ses siddetinin Gorsel 1.2: Ses siddeti
Olciim, deprem siddetinin élcimu,

bazi maddelerin soguma sirelerinin hesaplanmasi gibi birgcok alanda
logaritma fonksiyonu kullanilir.

a>0vea# 1olmak lzere f:R — R", f(x) = a* Ustel fonksiyonu
bire bir ve 6rten oldugu icin bu fonksiyonun tersi vardir.

TANIM

f:R - R, f(x)=a*, a>0 ve a # 1 Ustel fonksiyonunun tersi

f:R" - R seklinde bir fonksiyondur. Bu ters fonksiyona

logaritma fonksiyonu denir ve f'(x)=y = log,x biciminde yazilir. Bu
ifade a tabanina gdre logaritma x seklinde okunur.

x>0 igcin y=log,x < x=a’ olur.

f:R — R", f(x) =a* fonksiyonunun grafiginin y = x dogrusuna gore
simetrigi f":R" - R, f'(x) =log,x fonksiyonunun grafigi olur.

y=aa>1

y y =X y=a,0<a<1 y =X
y
]
< 7 >

y = logax

iy




Logaritmanin tanimi kullanilarak logaritmik bicimde veya Ustel bicimde
verilen ifadeler birbirine donustirulebilir.

Logaritmik Bicim
Us
log,x =y

Taban

Ustel Bicim
Us
a’=x

Taban

Logaritmik Bicim

Ustel Bigim

log,,10000 = 4
log,32 =5

o0 () -4
log,x =k

B ORNEK 1

10* =10000
25=32

S
37 =31

7F=x

Asagida logaritmik bicimde verilen esitlikleri Ustel bicimde yaziniz.

a) log,243=5
b) |0910m = %

c) Iog%% =2

1 _ 14
¢) 109, , 908 =3

d) log, 31—2 =-5
e) log;,1=0

f) logs8 =

g) 109y 3243=-5

ooz

=log,x & x=a’ oldugundan

a) 109,243 =5 o 3°=243

b) Iowa:% o 102=4,/10

c) Iog%%zz & <%>2=%

1 _14
¢) |092¢2@ = (2/2) 3=

1 _ 5_ 1
e)log;1=0 & 7°=1
f) logg8=1 < 8'=8
9) 10g,3243=-5 « (0,3)°=243

olarak bulunur.

T
(/B ¥ =-ls
14
3y3 1
(22)° =453

71
2 =928
)_=243
35 =243

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Asagida Ustel bicimde verilen esitlikleri logaritmik bicimde yaziniz.

a) 5*=625 c) 6°=1

b) /64 =8 d) ¥125=5
o1

°)72:E e)5'=5

“boout

a) 5* =625 o log625 = 4
b) V64 =8 = loge8 =3
o1 1
c)7 2=E@I097E=—2

c) 68°=1elogs1=0

d) 4125 =5 & 109,55 = &

e) 5'=5clogs5 = 1

‘ SIRAYSIZDE

Asagidaki tabloda Ustel bicimde verilen esitlikleri logaritmik bicimde, logaritmik bicimde verilen esitlikleri

Ustel bicimde yaziniz.

Ustel Bicim Logaritmik Bicim
(0,1)=10"
3-%
78y 119
(V2y=y82
log,,5=—1
log,, /8 =3

091 (5)=%

|Ogs(0,§) =-—1

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Logaritma Fonksiyonunun En Genis Tanim Kiimesi

f(X) = logyx h(x) fonksiyonunun tanimh olabilmesi igin
. gx)>0

. g(x)#1
. h(x)>0

sartlarini saglamasi gerekir.

B ORNEK 3

f(x) = log y:3,(—Xx*+5x —6) fonksiyonunun en genis tanim kiimesini
bulunuz.

Sboont

f(X) =109 y+3)(—x*+5x—6) fonksiyonunun tanimli olmasi igin

. x+3>0
II. Xx+3#1 = x#-2
ll. x®+5x—6>0 = x2—5x+6<0 = (x—2)(x—3)<0

olmalidir.

2 3
(x—=2)(x—3)<0 + + Jﬁ — (L +

x+3>0 | — + + +

Cozum
Burada f(x) fonksiyonunun en genis tanim kiimesi (2, 3) olur.

B ORNEK 4

f(x)=

3 — . . ——
T—log, (x+2) ++/4 —x fonksiyonunun en genis tanim kime

sini bulunuz.

Sbeon

f(x)= + 44 —x fonksiyonunun tanimli olmasi igin

3
1—logs(x+2)
1-logs(x+2)#0, x+2>0 ve 4—x=>0 olmaldir.
logs(x+2)#1 = x+2+#5" = x#3olur.

Buradan x # 3, x > —2 ve x < 4 elde edilir.

En genis tanim kimesi (-2, 4]—{3} bulunur.

_—

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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b ORNEK 5

f(x) =logs(2x*—(m+2)x +2) fonksiyonu vx € R icin tanimh oldu-
guna gére m nin deger araligini bulunuz.

é@ cOZUM

f(x) fonksiyonu vx € R igin tanimli oldugundan vx € R igin
2x2—(m+2)x+2 > 0 olmalidir. Bunun icin de denklemin gergek
kokuntn olmamasi gerekir. Buradan

A=Db*—4ac <0

[-(m+2)f-4-2.2<0
m2+4m—12 < 0 olur.

m?+4m—12 =0 denkleminin kékleri my =—6 ve m, =2 olur.
m?+4m—12 < 0 esitsizliginin isaret tablosu yapilirsa

2
m?+4m—12<0 + % - + +

m nin deder araligi (—6, 2) seklinde bulunur.

Logaritma Fonksiyonunun Grafigi

f:R - R", f(x) =a* a # 1 kurali ile verilen Ustel fonksiyon grafi-
gi Uzerindeki noktalarin y = x dogrusuna gdre simetrigi alinarak
f71(x) =log,x fonksiyonunun grafigi cizilir.

TANIM

aeR"—{1} olmak tGzere f:R" - R, y = f(x) = log,x logaritma fonk-
siyonuna a > 1 igin artan fonksiyon, 0 <a <1 igin azalan fonksiyon
denir.

a>1=y=log,x 0<a<1=y=log,x
Artan fonksiyon Azalan fonksiyon




Ornegin
f(x)=2* artan bir fonksiyondur.
f71(x) =log,x fonksiyonu da artan bir fonksiyondur.

Bus.ORNEK 6

y =2 ve y =log,x fonksiyonlarinin grafigini ¢iziniz.

‘\' I

y =X
X|l-oo =2 -1 0 1 2 4o

EL SR SRS

y = log,x
Bu noktalarin y = x dogrusuna gére simetrigi

1 1
X ‘—oo T o 1 2 4 oo .

y = log,x \ 2/1/0/f1 /2] 4 X
seklinde bulunur. =)

B ORNEK 7

f:R - R, f(x)=<%>x ve f:R" =R, f'(x)=log;x fonksiyonlarinin
3

grafigini giziniz. Bu fonksiyonlar artan mi yoksa azalan midir? Gdste-

riniz.
X| oo 1 0 1 Yoo
0=(3) 3N 1T NCE N\

f(x)= (%)X azalan bir fonksiyondur.

1
X ‘—oo 3 1 3 1o

7 (x) = logx ‘ 1 \ 0 \_1 \

1 (x)= log1x fonksiyonu azalan bir fonksiyondur.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar




Bilgisayarinizda GeoGebra pragramini kullanarak

a=2
. minimum: 0.1 ve maksimum: 10 olan bir a strglsua tanimlayiniz.

Il. Girig: f(x)=1log(a, x) yazip f(x)=logax fonksiyonunu olusturunuz.

Ill. Srguyu saga ve sola ¢ekerek a tabani degistikce y =logax fonksiyonunun degisimini test ediniz.

[&] A L7 By OO 4N 2, ) [R] A A0 OO 4] N =2 (4]

* N
& n

» Cebir Penceresi X' ~ Grafik X » Cebir Penceresi X ~ Grafik X]
Sayisal [Hlac~ Sayisal [LH1lsrc~
®a-06 0a-2 shy

islev a=2

0 f(x) = logy(x) | e

5

islev a=056
® f(x) = logo,(x) O

4

Giris: NG Giris:

y =logax ve a > 1 iken taban y =logax ve 0 <a <1 iken
arttikca grafigin kolu x ekseni- taban arttikga grafigin kolu x
ne yaklasir. ekseninden uzaklasir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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y = log.x + k Fonksiyonunun Grafigi

y =logax +k fonksiyonunun grafigi y = logax fonksiyonunun grafi-
ginin y eksenine goére k pozitif ise k birim yukari, k negatif ise k birim
asagl 6telenmesi ile elde edilir.

B ORNEK 8

Asagidaki fonksiyonlarin grafigini ¢iziniz.
a) f(x)=log,x+2 b) g(x)=log,x —3

é@ cOZuM

a) y =logsx fonksiyonunun gra- b) y=log,x fonksiyonunun

figi 2 birim yukari 6telenerek grafigi 3 birim asagi 6telenerek
f(x) = log,x + 2 fonksiyonu- g(x)=log,x —3 fonksiyonu-
nun grafigi elde edilir. nun grafigi elde edilir.
y y =logsx+2 y = l0g,x
21 \ y:|093X O y:|092X*3
X
~—5 /1 —x
y = log, (x+ k) Fonksiyonunun Grafigi
y =log, (x+k) fonksiyonunun grafigi y = log,x fonksiyonunun gra-
figinin x eksenine gore k pozitif ise k birim sola, k negatif ise k birim
saga Otelenmesi ile elde edilir.
. ORNEK 9
Asagidaki fonksiyonlarin grafigini giziniz.
a) f(x)=log,(x—3) b) g(x)=log,,(x+2)
a) y=log,x fonksiyonunun b) y =log,,x fonksiyonunun
grafigi 3 birim saga 6telenerek grafigi 2 birim sola 6ételenerek
f(x) =log,(x—3) fonksiyonu- g(x) =log,,(x+2) fonksiyo-
nun grafigi elde edilir. nunun grafigi elde edilir.
X=3 xX=-2
y | y=log,x : }Y
; / y =log,,(x+2)
: : —
S VAR X ‘—25%10/1 X
| | =10goX
: | y 10
'y =log,(x—3) :

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar




n>0, y=n-log,x Fonksiyonunun Grafigi

y =log,x fonksiyonununda her x degerinin gorintisindn n kati alina-
rak y =n-log,x fonksiyonunun grafigi elde edilir.

B ORNEK 10

Asagidaki fonksiyonlarin grafigini ciziniz.

a) f(x)=3log,x b) g(x) = 2logix
a) y =log,x fonksiyonununy b) y= Iog%x fonksiyonunun y

degerlerinin 3 kati alinarak
f(x) = 3log,x fonksiyonunun
grafigi elde edilir.

degerlerinin % kati alinarak
g(x)= 2logzx fonksiyonunun
grafigi elde edilir.

y:3|092x ,y“ .......................
...................... y=logx |
‘X
> -

y = 2Iog%x

y = —log.,x Fonksiyonunun Grafigi

y =—f(x) fonksiyonunun grafigi y = f(x) fonksiyonunun grafiginin x
eksenine gore simetrigi oldugundan y = log,x fonksiyonunun grafi-
ginin x eksenine goére simetrigi alinarak y = —log,x fonksiyonunun
grafigi elde edilir.

M. ORNEK 11
Asagidaki fonksiyonlarin grafigini ciziniz.
a) f(x)=—log,x b) g(x)=—log1x

_\% i

a) y=log,x fonksiyonunun gra- b) y=log1ix fonksiyonunun gra-
5

1i|g|n|n X ekseTne gore S|met.r|- figinin x eksenine gére simetri-
gi alinarak :_IOQZX f_o_nks" gi alinarak y = —log 1 x fonksi-
yonunun grafigi elde edilir. 5

yonunun grafigi elde edilir.

.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar




y =n-log,(x £ b)+ c Fonksiyonunun Grafigi

y =log,x fonksiyonunun grafigi b birim saga veya sola 6telenerek
ve y degerlerinin n kati alinip ¢ birim yukari veya asagi 6telenerek
y=n-log,(x +b)+c fonksiyonunun grafigi elde edilir.

b ORNEK12
Asagidaki fonksiyonlarin grafigini ciziniz.
a) f(x)=3log,(x+4)—1 b) g(x)=—log,(x—1)+3

s\l _—

a) y =log,x fonksiyonunun gra- b) y=log,x fonksiyonunun

figinin 4 birim sola ételenip y grafiginin x eksenine gbre
degerlerinin 3 katinin alinmasi simetrigi alinip 1 birim sagda,
ve 1 birim agagi 6telenmesi ile 3 birim yukari 6telenmesi ile
f(x) = 3log, (x +4)— 1 fonksi- g(x) = —log,(x—1)+3 fonksi-
yonunun grafigi elde edilir. yonun grafigi elde edilir.

y y=-log,(x—1)+3

y = log,x

Gelenbevi ismail Efendi (1729-1790)

Gelenbevi ismail Efendi; matematik, gk bilimi ve fizik alaninda ¢alismig-
tir. 33 veya 34 yaslarindayken medreseler icin acilan muderrislik sinavini
kazanmistir.

Hakkinda anlatilan su olay Gelenbevi’nin nasil bir bilgin oldugunu géster-
mektedir. 1780 yilinda istanbul’a gelen bir Fransiz miihendis, logaritma ko-
nusunu bilen bir bilginin olup olmadigini sorar. Onu Gelenbevi’ye goturir-
Gorsel 1.3 ler. Fransiz miihendis yaninda getirdigi bir logaritma cetvelini Gelenbevi’ye
Gelenbevi Ismail takdim eder. Gelenbevi kendi yazdi§i logaritma eserini Fransiz’a gésterince
Efendi Fransiz hayli sasirmis halde Gelenbevi’nin evinden ayrilir. Ayrilirken de su
sozleri soyledigi nakledilir: “Bu adam Avrupa’da olsaydi agirliginca altinla édullendirilirdi.”

Gelenbevi’nin logaritma ile ilgili Serh-i cedavili’l-ensab (Logaritma Cetvellerinin Agiklanmasi)
ve Us(l-i cedavi’l-inséb-i sittini (Altmislik Sisteme Gore Logaritma Dizenlemesi) olmak Gzere
eserleri mevcuttur.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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e = =
e e ===
= ==

y =n-log,(x+b)+c bicimindeki fonksiyonlarin grafiklerini GeoGebra

programi yardimi ile gizmek igin

a=2
1.

layiniz.

a strgist minimum: 0.1, maksimum: 10 ve artis: 0.1
b stirglisi minimum: -5, maksimum: 5 ve artis: 1

¢ surglsit minimum: -5, maksimum: 5 ve artig: 1

n sdrgdsd minimum: -5, maksimum: 5 ve artis: 1

IIl. Giris: f(x)=n*log(a,x+b)+c yazarak
f(x)=n-log,(x+b)+c biciminde bir f fonk-

siyonu olusturunuz.

lll. Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini test ediniz.

y=.Iogz.x+3. | y=_|ogzx+1

y = 73-5Iogz>:(

y=|ogz($<+1)

y=log,(x+2)+3

==sESERE

Asagidaki 6zelliklere sahip 4 adet slrgu tanim- > Cebir Penceresi =1 - Grafik

A . 2 o la=2 =
[R][:A1 50 B O, 10 4 N =), .
X
Sayisal N1 [c~
®a=2 y
®b=2 a=2
®c=3 —_— "
®en=1
islev b=2
® f(x) = 1 log, (x+ 4
c=3
L e
n=1 ?
. e
2
4
1
0 X
A3 3 1 [) 1 2 3
a1
-2
3
T
Giris:

T -
y =log,x

v : :
y =log,Xx

y=log,(x—4)+2

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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s ALISTIRMALAR

1. Asagida logaritmik bicimde verilen ifadele- 5. Asagida verilen fonksiyon grafiklerindeki
ri Ustel bicimde yaziniz. a, b ve c degerlerini bulunuz.
a) log,32=5 y
b) log} 81 = —4 A R S R
o lbg,(y7)=% S ey =logax
U S S S S s SUUUR S

¢) log125=-2

2. Asagida ustel bicimde verilen ifadeleri
logaritmik biciminde yaziniz.

Se (3
b) (%)5 =243

c)7°=1

o (2) o

3. Asagidaki x degerlerini bulunuz.
a) log,x=7

b) Iog%x =-2
c) log,27 =3
¢) log, (logsx) =5

4. Asagidaki logaritmik fonksiyonlarin gra-
fiklerini ¢iziniz. Bu grafiklerin artan veya
azalan olma durumlarini belirtiniz.

a) y =logsx
b) y= Iog%x

©) y = loge(x=3) B T o y=logx+o
)y =logy(x)+1 ol 1t 3

d) y =2logsx P — X

e) y=—log,x+2 _1 A

) y=loge(x+1)-3 A

9) y=-log,(x—=3)+5 SR T O S S A

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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e Sayisl

Bilesik faiz hesaplari, karbon testi, nufus artisi, ilaglarin etki streleri gibi
matematik ve muhendislikte karsilasilan pek ¢cok problemin ¢é6zimanun

modellenmesinde e sayisi kullaniimaktadir. n degeri arttikga (1 +%)n

ifadesinin yaklastigi degere e sayisi veya Euler sayisi denir.

n (1 +%)n

1 2
5 2,48832
10 2,59374
100 2,71692
1000000 2,71828

Buradan e = 2,71828182845904523536... biciminde irrasyonel bir
say! elde edilir.

e sayisina ilk kez iskogyall matematikci John Napier (Can Napier) de-
ginmistir. 1618’de logaritma Uzerine yayimladigi bir kitabin ekinde bu
saylya deginmistir. Fakat sabitin kendisi ile fazla ilgilenmemistir. e sayi-
sini gercek anlamda ilk kesfeden matematikci Jocob Bernouilli (Yakop
Bernovli) olmustur. Bernouilli bilesik faiz problemlerini incelerken bu
sayly! kesfetmis ve bu sayinin yaklasik degerini hesaplamistir. isvecli
matematikci Leonhard Euler (Lionhard Edler) e sayisina ismini vermis-
tir. Euler e sayisinin irrasyonel bir say oldugunu da ispatlamistir.

..... yzexustelfonkswo-
©nunun grafigi y =2 ile
y =3* fonksiyonunun
grafigi arasindadir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Dogal Logaritma Fonksiyonu

TANIM
Tabani e sayisi olan logaritma fonksiyonuna dogal logaritma fonk-

siyonu denir. :R" - R, y=f(x)=log, x = Inx bigiminde gosterilir.
Inx=y & e’=x olur.

f(x) = Inx fonksiyonunun grafigi artandir.

B ORNEK 13

Asagidaki fonksiyonlarin grafigini ¢iziniz.

a) y=Inx—2 b) y=In(x+2) c)y=e”*
A gy S p) V)
: : y =1nx :
’ ' y=in(x+2
Ty =lnx =2 /y'n(x )
s - 1 /
O| /1 X
y = Inx in grafigi 2 bi- y=Inx
rim asag! ételenmistir. v
C) y :e7X i Y L y:ex y= II:'X n gr.afl_gl Al
Co\G A sola ételenmistir.

'y =e* iny eksenine gére
simetrigidir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Gorsel 1.4

John Napier

Gorsel 1.5
Mirifici

John Napier (1550-1617)

Matematik¢i John Napier logaritmanin kurucusudur. 1614 yilinda
“Mirifici Logaritmorum Canonis Deseriptio” (Mirifisi Yograitmorum
Ganoniz Dizeriptio) adli kitabini yayimladi. iki Yunanca kelimeyi bir-
lestiren Napier, “orantili sayilar’ anlamina gelen “logaritma” s6zcu-
gunu ilk kullanan kisidir. Kitabinda “Wonderful Table of Logarthms”
(Vandirful Teybil of Lagridims) adi altinda trigonometri hesaplamalari
kullaniimig bir béliim ile logaritma tablolari yer almaktadir. Napier,
kitabinin 6n sdzinde matematikte blyik sayilarla islem yapmanin
zaman alici ve yanhs yapma olasiliginin ylUksek olduguna deginir.
Logaritma kavramini aritmetik ve geometrik dizileri kargilagtirarak
elde etmistir.

Logaritma, matematik hesaplamalarinda biyik kolayhk saglamakta-
dir. e tabanl logaritmalara “dogal logaritma” ya da “Napier logarit-
masi” denir.

10 Tabaninda Logaritma Fonksiyonu

TANIM

Tabani 10 olan logaritma fonksiyonuna 10 tabaninda logaritma
fonksiyonu (adi logaritma veya bayagi logaritma) denir. 10 tabaninda
logaritma fonksiyonu f:R" — R, f(x)=log;,x = logx bigiminde goste-
rilir. Buradan logx =y < 10Y=x olur.

y =10*
y=10 V= x
1 y = logx
1 X

y

y = logx fonksiyonu artan bir fonksiyondur.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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BwORNEK 14

Asagidaki logaritmik ifadelerin degerlerini bulunuz.

a) og10000 c) logy10
b) Iog1o1w ¢) log0,0001

o cont

logx =y < 10Y=x oldugundan

a) 1og10000 = a ¢) logy/10 =log10% =¢
10000 =10 10% = 10°
104 = 10a 1
C=5
a=4 2
b) I°9101W ~10g10°=b ¢) log0,0001 =log10™*=d
1074=10°
107°=10° Od——ib I
b= _3 = ulunur.
B ORNEK 15
Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.
a) y=log(x+1) b) y=—logx
a) y

..................... 'y"ig‘ldg'(g'XJr 1) y = logx fonksiyonu 1
: = birim sola ételenmistir.

b)

y = logx fonksiyonunun
x eksenine gore simetrigi
alinmistir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Esitligin her iki tarafinin a
tabaninda logaritmasi alinir.

38

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

Logaritma Fonksiyonunun Ozellikleri

Logaritma fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri bulunmaktadir.

ac R’ ve a# 1 olmak Uzere
1. log,1=0

loga1 = x olsun.
log,1 =x & a*=1 oldugundan x =0 bulunur.

Ornegin
+logs1=0
. Iog%1 =0
+log,;31=0
+log1 =0

+In1 =0 olur.
2. log,a=1

logaa = x olsun.
log,a=x < a*=a' oldugundan x =1 bulunur.

Ornegin

* logs5 =1

+logz (5 ) =1
. |09\7\/7:1
+ log10=1

» Ine =1 olur.

3. log,a*=x

log,a*=y « a’=a* oldugundan y = x bulunur.
Ornegin
+log,3°=5
1\ _
-tog3)(3) =7
- log; /3 = I0933%=%

- log10°=3
- Ine2=-2 olur.

4. log,x"=n-log,x

log,x =y olsun.
log,x =y & x=a’ olur.

Xr‘I = any
log,x" = log,a™ _
log,x"=n -y y yerine log,x yazilir.
X'=n-

oldugundan log,x" = n-log,x bulunur.

q




Ornegin
- log,5° = 3-log,5
. Iog%24 =4-log12

* log,v/5 = log,52

=%~ log;5
* log25 = log5®
=2-log5
*In81 =1In3*
=4-In3 olur.

5. a'°%* = x

a“%* =y ve
log,x =t olsun.
a'=y & log,y=t olur.

Buradan log,y = log,x oldugundan y = x bulunur.

Ornegin
. 2I0925 =5

1 log14
() =
. (/3)%8" =7
109 =2
- e =4 olur.

6. log,(x y)=log,x+log,y

log,x=u < x=a"
log,y=v = y=a’oolur.

loga(x-y)=loga(a“ a*)
_ Ioga(a”+")
=utv
=logaXx +10gay bulunur.

Ornegin

- log,48 = log,(16-3)
=log,16 +log,3
=log,2*+l0g,3

=4+log,3
+ log10 =log2 +log5
1=1og2 +1log5
«In(5e)=1In5+Ine
=In5+1 olur.

T
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7. Ioga(§> =log,x — log.,y

log,x = Ioga(%>

= Ioga§+ log,y olur.

Buradan Ioga<§>: log,x —log,y bulunur.

Ornegin

< log(8,1)= Iog%
=log81 —log10
=log3*—1
= 4log3 — 1 olur.

. |092<%) =log21—1log23

=—log23 olur.
I .
8. log,x = Iggz: ve log,a :ﬁ (Taban Degistirme Ozelligi)

log,x=y = x=a’ olur.

Esitligin her iki tarafinin ¢ tabaninda logaritmasi alinir.

log.x = log.a’
log.x =vy-log.a

_ log.x

Y= Jog.a

=log,x bulunur.

Bu 6zellikte x = a olursa

_ log.a
~ log,b

log,a

1
m bulunur.

A 1
O hélde log,a = Tog.b olur.

Ornegin log,5 farkli tabanlarda asagidaki gibi yazilabilir.

_log,5 _log5 _ In5
" log,3 " log3 " In3

log;5 olur.

Ayrica log,a = |0ng oldugundan

_ 1
log;5 = 0953 olur.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

il




9. log,"b™ =M log,b

_logb™
" loga"

_ m logb
~ n loga

log,nb™

=%Iogab bulunur.

Ornegin
+ 109,64 = log,s2°
= %Iogaz
_6
5

+ log, 27 V3= |093%3%

I
[RITNEN
o
«
()
w

=% olur.

¥

w

10 aIogb(: — cIogbal

a'°%° = x = logca'®%° = log X

log,c-log.a = logx

Togc loga
logb Togc — logx
log,a = log.x

x = ¢'°%2 olur.
Buradan a'°%° = ¢'°%2 oldugu gériiliir.
Ornegin
. 2I0935 — 5I0932
. £09210 = 10'0%2¢ o|yr,

11. log,, X, log,,x; ... log, .x,=log, X,

Taban degistirme 6zelligi ile

logx, Togxs ~_ logx, _ logx,

logx, Togx, ~_1 _,  logx,
= log, X,
bulunur.
Ornegin
log,4 -log,8-logs16 = log,16
=log,2*
=4 bulunur.

Esitligin her iki tarafinin ¢
tabaninda logaritmasi alinir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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BwwORNEK 16

Asagidaki ifadelerin hangi ardisik tam sayilar arasinda oldugunu
bulunuz.

a) log2 c) log0,05
b) log78 ¢) loge

Socom

log,x ifadesinin degeri bulunurken x sayisi a" <x <a
olacak bicimde a nin tam sayi1 kuvvetleri belirlenir.

n+1

araliginda

a) 10°<2 <10 = logl < log2 < log10 olur.
Buradan 0 < log2 < 1 bulunur.

b) 10" < 78 <102 = log10 < log78 < log100 olur.
Buradan 1 <log78 < 2 bulunur.

€) 102<0,05<10" = log102 < log0,05 < log10~" olur.
Buradan —2 <'log0,05 < —1 bulunur.

€) 10°< e < 10" = log1 < loge < log10 olur.
Buradan 0 < loge < 1 bulunur.

B ORNEK 17

2509516 4 2710954 degerini bulunuz.

Scox

05109516 — 1 glogs25
=162 =256 olur.
o7l0gg4 — »logs27
=4°=64 olur.
Buradan 256 + 64 = 320 bulunur.

BwORNEK 18
log5 = x ise log40 ifadesinin x tiriinden degeri nedir?

g\% .

log40 = log(5-2%)

= log5 + log2® log10 = 1
=log5 + 3 log2 log5 +log2 = 1
=x+3-log2 log2 =1 —log5
=x+3(1—log5)

=X+3—3x

= 3—2x bulunur.




B ORNEK 19

log2 = 0,301 olduguna gére 10g320 nin yaklasik degerini bulunuz.

~b coz0Mm

log320 =log(32-10)
=1log32 +1log10
=log2°+1
= 5log2 + 1
=~ 5(0,301)+1
= 2,505 bulunur.

B ORNEK 20

log,5 = a ise 10g,,50 ifadesinin a tiriinden degeri nedir?

Socon

log,50
1094050 = |o§Z4o
_ log,(5%-2)
~ log,(5-2°)
_ log,5%+10g,2
log,5 + log,2°
_ 2log,5+1
" log,5+3
= 2::31 bulunur.
B ORNEK 21
1 ++ ifadesinin degeri kactir?
1~ 9¥log,5
1e—t =g
1= 11— 1+logs5 =logs3 +logs5
1+1log;5 ./Y 93 93 gs
@ =logs15 olur.
1
1 _ 4
1 “Togs15 1—1log,53
14 I091 . :|09151155_ log:53
15 =logs— = log,s5 bulunur.
= 1+1logy15 91573 915
=logs5 +log;15

=logs75 elde edilir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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B ORNEK 22

logga +log,b? =5 ve loggb +log,a® =7 olduguna gére a-b degerini

bulunuz.

b oozt

Taban degistirme 6zelliginden

loga logb®

N loga®
log8 = log4

log4

logb
log8

5 ve +

=7 olur.

Buradan iki ifadede gerekli sadelestirmeler yapilirsa
loga , Zlogb logb Zloga

3log2 + Zlog2 5 ve 3log? + Zlog2 7 bulunur.

Paydalar esitlenirse

loga + 3logb
3log2 5ve

Bu ifadeler dizenlenirse

loga +logb®=15log2 = log(a-b®)= 15log2

logb +loga®=21log2 = log(b-a®)=21log2

logb +3loga
W =7 olur.

olur. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa
log(a-b®)+log(b-a®)=236log2 = log(a* b*)=36log2
- a4 . b4 — 236

= a-b=2°% bulunur.

BuwORNEK 23
X =10952

y =loge10

z=log,,145

sayilarini kigukten blylge dogru siralayiniz.

Sooon

5% <2 < 5" oldugundan log;5° < logs2 < log;s5'
0 <'logs2 < 1 olur.
0 < x < 1 bulunur.

6' < 10 < 67 oldugundan loge6' < logs10 < log,6>
1 <loge10 < 2 olur.
1 <y < 2 bulunur.
102 < 145 < 10° oldugundan log,,10% < log,,145 < log,,10°
2 <log,,145 < 3 olur.
2 <z < 3 bulunur.
Buradan x <y < z siralamasi elde edilir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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B ALISTIRMALAR

1. Asagidaki ifadeleri hesaplayiniz.

a) logs V2 +log,,32

b) 8log,;81 —logg;,243

c) log(log10'%®)

¢) In(ine'™)

d) log,;e-In(0,001)log27

e) logy 10410410

f 3 1 1
) Tog,120 " Tog, 120 * Tog, 120

2. log9 =x ve log4d =y olmak ilizere log,135
ifadesinin x ve y tiiriinden esiti nedir?

3. x=log,,81
y =log,325
z=log,s7

sayilarini kii¢likten biiyiige dogru sirala-
yiniz.

4. log5 = 0,699 olduguna goére log160 ifade-
sinin yaklasik degerini bulunuz.

|

5. logs24! = x ise log,;25! ifadesinin x tirin-
den ifadesi nedir?

6. f(x-y)=f(x)+f(y) ve f(10)=1ise f(1000)
degerini bulunuz.

7. In(x-y)=2a
In<§>=2b

olduguna gére x ve y degerini bulunuz.

8. Xy, X,, X3 Ve X, sayilar pozitif gercek
sayilar olmak Uzere bu sayilarin geometrik

ortalamasi a olduguna goére

1 1 1 1
logy,a * logy,a * logy,a * logy,a

ifadesinin degeri kacgtir?

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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1.3. USTEL, LOGARITMIK DENKLEMLER VE ESITSIZLIKLER

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

Ustel denklemler ve esitsizlikler
Logaritmik denklemler ve esitsizlikler
Ustel ve logaritmik fonksiyonlar ile gercek hayat durumlarnni modellerme

Ustel Denklemler

Terimler ve Kavramlar

46

Logaritmik denklem

Ustel denklem TANIM
Tabani 1 den farkl pozitif gercek sayi olan ve icerisinde bilinmeyeni s

olarak bulunduran denklemlere tstel denklemler denir.

Ornegin

5% =7
3*-3*—6=0
e*—2e*+1=0
e*=4

gibi denklemler Ustel denklemlerdir.

Bazi Ustel denklemler Usli sayilarin 6zellikleri kullanilarak ¢ézuldr.

b ORNEK 1

Asagidaki Ustel denklemlerin ¢6zim kiimesini bulunuz.
a) 5> =125 c) (0,2)"" =125
b) gx2=27

Soon

a> 0 ve a+#1o0lmak lUzere a*=a’ & x=y olur.

a) 52%=5% & 2x=3 = ng

Buradan C ={%} bulunur.

b) 3x2=297 5 32=3% o x+2=3 = x=1

Buradan C ={1} bulunur.

X7 lx+7_ 3
c) (0,2)7=125 = (&) =5

N 5—)(—7:53
= —X—7=3
= x=-—10

Buradan C ={—-10} bulunur.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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5% =16 gibi ayni tabanda yazilamayan tstel denklemler Usli sayila-

rin 6zellikleri kullanilarak ¢ézilemez.

Bu tip denklemleri ¢ézmek icin

« Ustel ifade yalniz birakilir.

e Verilen Ustel ifadenin tabaninda her iki tarafin logaritmasi alinarak
bilinmeyen asagi indirilir.

o Bilinmeyen yalniz birakilarak denklemin ¢6zim kimesi bulunur.

Ornegin 5* =16 denkleminde her iki tarafin 5 tabaninda logaritmasi

alinir.,

logs5* = logs16

log,b" =n-log,b 6zelligi kullanilarak

2x-logs5=1logs16 = 2x=10g516

logs2*  4-logs2
2 2

Buradan x = = 2logs2 bulunur.

BussORNEK.2

Asagidaki Ustel denklemlerin ¢6zim kimelerini bulunuz ve grafik
Uzerinde gosteriniz.

a) e*=5 b) 253
a) e*=5 = Ine*=1In5 b) 2270 =38 = log,2*"* = log,3
= 3x=1In5 = 2x—5=10g23
:len_5 = 2x=10g23+5
3 _ 10g23+5
_[In5 CXET e
Buradan C = =3~ bulunur.
Buradan C :{M} bulunur
y =e* egrisiile y =5 dogru- 2 :
sunun kesim noktasi e* =5 y=2%"° egrisiile y =3
denkleminin ortak ¢ozim dogrusunun kesim noktasi
kumesidir. 2275 =3 denkleminin ortak
— a¥ _ _ ¢6zUm kimesidir.
y y € : . .
............ y /y:—22X5
2 3 | i y=s
S T T «
: : O log,3+5
R b L2
E E X
T 0 ﬂ
ORI A T

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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B ORNEK.3

Asagidaki denklemlerin ¢6zim kimesini bulunuz.

a) 3*%-3-6=0 b) x2e*+2xe*=0

Sboont

a) 3*-3"-6=0
3*=a olsun.
a®-a—-6=0 = (a—3)a+t2)=0 = a=23 veya a=—2 olur.
3*=8=x=1 oldugundan G, =1{1} olur.
3*> 0 oldugundan 3*=-2 = G,={ } bulunur.
Buradan C=C,UC,={1} olur.

b) x?e*+2xe*=0= xe*(x+2)=0
= X(x+2)=0
Buradan x; =0 ve xo =—2 olur.
C={-2,0} biciminde elde edilir.

BwwORNEK4
Asagidaki denklemlerin ¢6zim kimesini bulunuz.
a) 2xf1 — 3x+1 b) eC<}xf1 — 2x+1

Sboon

a) ox—1 — gx+1 |092x—1 — Iong“
= (Xx—1)log2 = (x+1)log3
= Xlog2 —log2 = xlog3 + log3
= x(log2 —log3) = log2 + log3

= xlog% = log6
I

=>X= ogg =log.6
Iog§ 8

Buradan C = {log26} bulunur.
3

b) e3x—1 :2x+1 - |ne3x—1 — |n2x+1
= 3x—1=(x+1)In2=xIn2+1n2
= X(83—In2)=1+1In2
o x=J+tIn2
3—1In2

Buradan C = { :1,’ J_F :23 } bulunur.

B ORNEK.5

8%+21-18%=8-12%+18-27* olduguna gére x degerini bulunuz.




Socon

*=a ve 3*=b olsun.
Bu durumda
a®*+21b%a=8a’b+18b® = a®+21b%*a=8a’b+ 10b°+8b®
a®—8b®=8a?b—21b2%a+ 10b®
(a—2b)(a?+2ab+4b?)=b(8a?—21ab + 10b?)
(a—2b)(a®+2ab+4b%)=b(a—2b)(8a—5b)

a®—6ab+9b*=0
(a—3by=0
a=3b

2*=3-3*

2\ _

(5)=3

= X=log,3
3

=
=
=
=

Buradan a?+ 2ab + 4b? = 8ab — 5b?

L

U

veyaa—-2b=0= a=2b

= 2¥=2-3
- (3] -2

= X= Iog%2 olur.

Buradan G ={log23, log,2} bulunur.
3 3

Asagidaki fonksiyonlari I, II, 11l ve IV numaral grafiklerle eslestiriniz. Bu fonksiyonlarin artan veya azalan
olma durumlarini belirleyiniz.

_ ax _1

a) y=4 c) Yy =&

b) y=4 c) y=2"
y Il | 1V, LI y

= NG
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B ORNEK 6

Asagidaki denklemlerin ¢6zim kimelerinin ka¢ elemanli oldugunu
fonksiyonlarin grafiklerinden yararlanarak bulunuz.

a) x*=e*" b) x3=(l>x—2

k% _— :

a) y=x°*ve y=e*" fonksiyonlarinin grafigi gizilerek incelenirse
grafiklerin A, B ve C seklinde g farkli noktada kesistigi géralir. O
halde bu denklemin ¢6ziim kiimesi 3 elemanlidir.

b) y=x*vey= (%)x —2 fonksiyonlarinin grafigi gizilerek incelenir-
se grafiklerin A noktasinda kesistigi gérulir. O halde bu denklemin
¢6zum kiimesi 1 elemanlidir.

<
Il
b
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B ALISTIRMALAR

. Asagidaki denklemlerin ¢é6ziim kiimeleri-
ni bulunuz.

a) 5% %=1
b) 2" x=5
c) (¥3)'=0,1
c) e**=8

. Asagidaki denklemlerin ¢6ziim kiimeleri-
ni bulunuz.

a) e*—e*+2=0

b) 3%—3*-6=0

c) 2x—6-2*=5

c) e*—(e+2)e*+2e=0

. Asagidaki denklemlerin ¢é6ziim kiimeleri-
ni bulunuz.
a) x?’e*—2xe*+e*=0

b) x?2*—x2*—2*"1=0

. 32=5=7° olduguna gére %+% topla-

mi kactir?

. x®=¢e*"" denkleminin ¢6ziim kiimesinin
kac elemanli oldugunu fonksiyonlarin
grafiklerinden yararlanarak bulunuz.

il
|

10.

1.

10*"'=5%"" olduguna gére x degerini
bulunuz.

e*—e*—7=2-e"+3 denkleminin ¢éziim
kiimesini bulunuz.

2% —27%=x olduguna gére 2°+27? ifade-
sinin x cinsinden esitini bulunuz.

4272 —4*—6 =0 denkleminin ¢ozim k-
mesi {1} olduguna gére a degerini
bulunuz.

e? " = x denkleminin ¢dziim kiimesini

bulunuz.

e =e*"2+2 denkleminin koki In2 oldu-
guna gore a degerini bulunuz.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Logaritmik Denklemler

icerisinde bilinmeyenin logaritmasini bulunduran denklemlere
logaritmik denklemler denir. a > 0, a & 1, f(x) > 0 ve g(x) >0
olmak Uzere log,f(x) =log,g(x) veya log,f(x)=b gibi denklemler
logaritmik denklemlerdir.

I. Logaritmik denklem log,f(x) =log,g(x) bigiminde ise f(x)=g(x)
olur.

Ornegin log, (x+14) =log,[(x+5)-(x—2)] denkleminin ¢éziim
kimesi

X+14=(x+5)(x—2)

x+14=x?+3x—10

x*+2x—24=0

(x+6)(x—4)=0

X =—6 veya x =4 olarak bulunur.

y = log,f(x) fonksiyonunun tanimli olmasi igin
a>0,a=1ve f(x) >0 olmaldir.

Xx=—6 ve x=4 i¢in

log, (x+14)=log,[(x+5)-(x—2)] denklemi tanimlidir.
Buradan C ={-6, 4} bulunur.

II. f(x) > 0 olmak Uzere log,f(x)=b denkleminin ¢dzim kiimesi
bulunurken

Logaritma fonksiyonu yalniz birakilir.
Denklem Ustel denkleme dénastaruldr.
Denklem ¢ézulerek ¢6zim kimesini f(x) > 0 yapan ¢ézUmler

alinir.

Ornegin log, (x+1)=6 denklemi Ustel bicimde yazilirsa
x+1=2°%

X =63 olur.

Bu deger

x+1>0

x> —1

kosulunu sagladigindan C ={63} bulunur.

B ORNEK 7

Asagidaki denklemlerin ¢6ziim kimelerini bulunuz.

a) log((x+2)(x—1))=1

b) log,(x+5)—log,(x+1)=log,(x+2)—log,x

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Sboon

a) log[(x+2)(x—1)]=1
log[(x+2)(x—1)]=log10
(x+2)(x—=1)=10
x?+x—2-10=0
x?+x—12=0
(x+4)(x—3)=0
x =—4 veya x = 3 bulunur.
x=—4icin (-4+2)(—4—1)>0 olur.
x=3icin (3+2)(3—1)>0 olur.
O halde C={—4, 3} olur.

b) log,(x+5)—log,(x+1)=log,(x+2)—log,x

X+5 X+2
log, 3 +71 =109,

x?+5x =x?+3x+2
2x=2
x =1 bulunur.
x=1igin log,(1+5)—log,(1+1)=log,(1+2)—log,1 esitlik
saglandigindan C =1{1} olur.

Bus.ORNEK 8

logs (6 +log;(5x+2)) =2 denkleminin ¢ézim kiimesini bulunuz.

Soon

logs (6 +logs(5x+2)) =2
6+log,(5x+2)=32
log,(5x+2)=3
5x+2=3°
5x=25 = x=5 bulunur.
Buradan x =5 igin log;(6 +1og;(5-5+2))=2 esitlik saglandigindan
C={5} olur.

B ORNEK.9

x?=Inx+ 2 nin kag farkl gercek koki vardir?

Socon

f(x) 4y
f(x) =x? ve g(x)=Inx+2 fonksiyonlarinin grafi-
gi cizilirse bu grafiklerin iki farkli noktada kesistigi g(x)
géralir. Dolayisiyla x* = Inx +2 denkleminin iki
farkli gercek koku vardir.
of X
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B ORNEK 10

logs (X +1)+4-logx+1)3 =5 denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

Socom

logz(x+1)=a = Iog(x+1)3=1§ olur.
4

a+§=5
a’?+4

a =5
a®’-5a+4=0

(a—4)a—-1)=0
a=4 veya a = 1bulunur.

log;(x+1)=4 veya log,(x+1)=1
x+1=3* x+1=3
x =80 X =2 olur.
Buradan C =1{80, 2} olur.

B ORNEK 11__

log(x—2)(6x—17) =2 denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

Sbeo

log(x—2)(6x—17)=2
Bx—17 =(x—2F =x*—4x+4
x?—10x+21=0
(x=3)(x—=7)=0 olur.

Buradan x =3 veya x =7 bulunur.

y = log,f(x) logaritma fonksiyonun tanimli olmasi igin
a>0,a#1ve f(x)>0 olmaldir.

Buradan x—2 >0, x—2 # 1 ve 6x—17 > 0 olmalidir.

x =3 igin taban 1 oldugundan x =3 degeri ¢6zim olmaz.
X=7igin x—2 >0, x—2# 1ve 6x—17 > 0saglandigindan
¢ =47} bulunur.

B ORNEK-12

Asagidaki fonksiyonlarin tersinin kuralini bulunuz.

a) f(2,+wo)-R
f(x)=2+log,(x—2)

b) R - (-,3)
f(x)=3—e*!
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Soon

a) y=2+log,(x—2) y y=38"%+2 y=x
y—2=log;(x—2)
¥ 2=x-2
¥ 2+2=x

f1(x)=3*"2+2 bulunur.

y=2+log;(x—2)

b) y=3—eg* y=3—e v y =X
e2X*1 :S_y
Ine* "=1In(3—y)
2x—1=1In(3—y)
X= 2 X
f“(x)=w bulunur. \
In(3—x)+1
y= ( . )
B ORNEK 13

In(a-b®)=7 ve In(a®-b)=4 ise a-b degerini bulunuz.

@ cozom
In(a-b%®)=Ina+3Inb=7

In(a®-b)=2Ina+Inb =4 olur.
Ina =x ve Inb =y olarak alinirsa

x+3y=7
2xty=4
denklem sistemi elde edilir.
Buradan
—2x—6y =—14
+ 2x+ty=4
—5y=-10

y =2 ve x =1 bulunur.
x=1iginlna=1=a=¢e’
y=2igin Inb =2 = b =e? olur.
a-b=e-e”*=¢e° elde edilir.
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M. ALISTIRMALAR

. Asagidaki denklemlerin ¢6ziim kiimelerini
bulunuz.

a) (10g,x)*—log,(x?)—8=0
b) 5'°92x 4 D5leg2Vx 4 xl0025 — 15
C) 3x—6 =32 oo

¢) logzx+2-log,3=3

d) log(logx)+logx =2 +log2

. Asagidaki fonksiyonlarin tersinin kuralini
bulunuz.

a) f(1,+o)-R
f(x)=3—2logs(x—1)

b) g:R—(5,+)
gx)=e*"'+5

. Asagidaki denklemlerin ¢6ziim kiime-
lerinin elaman sayilarini fonksiyonlarin
grafiklerinden yararlanarak bulunuz.

a) Inx = cosx
b) e*=Inx
c) 2=x°%-1

c) sinx—e*—1=0

- X, ¥,z € Z"igin

x-y-z=10° ve
(logx)(log(y-z))+(logy)(logz) =9

ise /(logx)?+(logy * +(logz)? degerini
bulunuz.

- f(x)=2""" ve g(x) =log,(3x+1) ise
(g7'of ')(x) fonksiyonunu bulunuz.
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10.

1.

12.

13.

f(log,3)=x%+1ise f(5) degerini bulunuz.

2logyx + 399 =4 ve x¥ =27 ise (X, y)
ikililerini bulunuz.

Inx+2 =3"log,e denkleminin kékler top-
lamini bulunuz.

y/log,x —log, vx =0 denkleminin kdkler
carpimini bulunuz.

Inx — % = 1 denkleminin ¢6ziim kiimesini

bulunuz.

2™ +3.2'"™ =5 denkleminin ¢éziim kii-
mesini bulunuz.

log,(2*—3)+x—2 =0 denkleminin ¢dziim
kiimesini bulunuz.

log,(x+a—6)+log,(x+a)=4 denkleminin
¢6zUm kimesi {3} olduguna gére a dege-
rini bulunuz.

|
il




Ustel Esitsizlikler

TANIM
Bilinmeyeni Us olarak bulunduran a > 0 ve a # 1 olmak tizere

af(x) > ag(x)’ af(x) < ag(x), af(x) > ag(x), af(x) < ag(x)1 af(x) > b, af(x) < b,

a™>b, a™ < b bigimindeki esitsizliklere iistel esitsizlikler denir.

a>1ve a™ < a%™ ise f(x) < g(x) olur.

0<a<1vea™<a'™ ise f(x)>g(x) elde edilir.

BwORNEK 14

Asagidaki esitsizliklerin ¢ézim kimelerini bulunuz.

x2—x x+8
a) 273)(,1 < 95xf2 b) (%) < <%> C) ex2_1 < ex+1

Socon

a) 273x—1 < 95x—2
(33)3)(,1 < (32)5X*2

39X*3 < 310X*4
IX—-3<10x—4
1<x

C=(1, +o0) bulunur.

b) <%)x27x < <%>x+8
x2—x>x+8
x2—2x—8>0

(x—4)(x+2)>0

x|—oo —2 4 4
x*—2x—8>0 + % - Jﬁ +
Cozim| Cozim
G =(—o0, =2)U(4, +o0) bulunur.
c) o1 < gxti
x2—1<x+1
x2—=x—2<0
x| -1 2 4o
xX?=x—-2<0 + + - + +
‘Qézﬂm‘

C=[—1, 2] bulunur.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

Logaritmik Esitsizlikler

TANIM
igerisinde logaritma fonksiyonu bulunan

a>0,a#1, f(x)>0 ve g(x)>0 olmak lizere
log,f(x) > log,g(x), log,f(x) < log,g(x), log,f(x) = log,g(x),
log,f(x) <log,g(x), log,f(x) > b, log,f(x) <b, log,f(x)>b,

log.f(x) < b bicimindeki esitsizliklere logaritmik esitsizlikler denir.

a>0,a#1,f(x)>0 ve g(x) > 0 olmak lizere
a > 1igin

log,f(x) > log,g(x) = f(x) > g(x)

log,.f(x) <log,g(x) = f(x) < g(x)

log,.f(x) = log,g(x) = f(x) = g(x)

log,f(x) = log,g(x) = f(x) < g(x) olur.

0 <a<1igin

log.f(x) > log,g(x) = f(x) < g(x)
log,f(x) < log,g(x) = f(x) > g(x)
log.f(x)=log,g(x) = f(x) < g(x)
log,f(x) <log,g(x) = f(x) > g(x) olur.

s ORNEK 15

log, (x?—x) < 1 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
g S 9 ¢

Sb ooz

log, (x*—x) < log,2
x2—x <2
x2—x—2 <0 olur.

log, (x*—x) fonksiyonunun en genis tanim kiimesi x*—x > 0 esitsiz-
ligini saglayan x degerlerinin olusturdugu kimedir.
x2—x—2<0 = (x—2)(x+1)<0

x?=x>0 = x(x—1)>0

denklem sisteminin ortak ¢6zim kimesi isaret tablosu yapilarak bulu-
nur.

x2-x—-2<0 + J” - - - J” +
x*—x>0 + + - + +
Go6zim Co6zum

C=(—1,0)u(1, 2) bulunur.

q




BuwwORNEK 16

Iog%(x2—5) = Iog%(X+ 1) esitsizliginin ¢6zim kiimesini bulunuz.

-

log1(x*—5)=log1(x+1)
x2-5<x+1
x2—x—6<0
(x—=38)(x+2) <0 elde edilir.
Logaritma fonksiyonlarinin taniml olmasi igin
x?—5>0 ve x+1 > 0 olmalidir. Bu denklemin ortak ¢ozimunii
bulmak igin isaret tablosu yapilir.

X —Too _\/g —2 —1 \/g

3 +oo
(x=3)(x+2)<0| + + L = = = L +

X*-5>0 | + -~ - - + +

x+1>0 | — | - - 0 + + +

Cozim

(v/5, 3] bulunur,

¢

B ORNEK 17

Asagidaki esitsizliklerin ¢6zim kiimesini bulunuz.

a) 1=<log,(2x—4)<3 b) 15Iog%(x—2)<2

o con

a) log,2 < log,(2x—4) < log,2°
2<2x—-4<8
6<2x<12
3 < x < 6 bulunur.

Logaritma fonksiyonu
2x—4>0
X > 2 i¢in tanimh oldugundan G =[3, 6) bulunur.

Logaritma fonksiyonu x—2 >0 = x > 2 igin taniml oldugundan

Q=(%y %] bulunur.
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BuwORNEK 18

log, (logs (2x—3)) < 1 esitsizliginin ¢dziim kiimesini bulunuz.

Sboon

log, (logs(2x—3)) < 1
log, (logs(2x —3)) < log,2
log, (2x—3) < 2
log, (2x —3) < log,;3?
2x—3 <9
2x < 12
x < 6 bulunur.

Logaritma fonksiyonunun tanimli olmasi igin

log,(2x —3) > 0 ve 2x—3 > 0 olmalidir.

log;(2x—3) >0 ve 2x—3>0
logs(2x—3) > log,1 2x >3
2x—=3>1 x>% olur.
2x > 4
X>2

Xx<6,X>2veXx> % esitsizliklerinin ortak ¢ézimuinden

C=(2,6) bulunur.

BussORNEK 19
Asagidaki esitsizliklerin ¢6zim kiimesini bulunuz.
3x 1\* 1 X __ ox+1_
a) e¥*<2 b) (§)>§ c) 4*-2 15 >0
b cozim
a) e¥<2 Her iki tarafin e tabanina goére
Ine® < In2 logaritmasi alinir.
3x < In2
x < InTZ olur.

Buradan C =<—oo, InTQ) bulunur.

b) (F) >+

2 3 Her iki tarafin 2 tabanina gore
1\ 1 i
|ogz(§) > |ng<§> logaritmasi alinir.
log,2™* > log,3"
—X > —log,3

x <log,3 olur.

Buradan C =(—o, l0g,3) bulunur.
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C) 4—2"'—15>0
2% _—22%x—15>0 2* =1 olsun.

t*—2t-15>0
(t—=5)(t+3)>0
X |—o —3 5 +oo
(t-5)(t+3)>0 4 % _ % .
Cozim| |Cozim

t < -3 veyat > 5 bulunur.
2*<-83=C,=0oveya2*>5 = l0g,2" > log,5
x-log,2 > log,5
X > log,5
C.= (|0925, °°)

C=C,uC,= (|09251 00) bulunur.

B ORNEK 20

log,(x—2) > %x— 2 esitsizliginin ¢dzUm kiimesini grafiksel ¢ozim

yaparak bulunuz.

f(x)=log,(x—2) ve g(x):%x—z fonksiyonlarinin grafikleri ayni W

analitik diizlemde GeoGebra programinda gizilirse Giris: f(x)=log(2,x—2)
A ] g(x) Girig: g(x)=(2/3)x—2
9(xs) |- ' s
f(xo) . —1(x)
f(x2) ......... i .......
g(Xz) ................................... e e (3, 6) araliginda f fonksiyo-

nunun aldigr degerler g fonksi-
: yonunun aldigi degerlerden

X 6 x, buyuk oldugundan bu aralikta
f(x) > g(x) olur.

olur. f(x) ve g(x) fonksiyonlari aldiklari degerlere gore karsilastirilirsa
2 3 6

ﬂm<gu>$«m>gu>$ﬂm<gu>

\ CozUm \

C =(8, 6) bulunur.
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BuwsORNEK.21

log; (2 —x) > Inx esitsizliginin ¢ozim kiimesini ve fonksiyonlarin grafi-
gini GeoGebra programinda gizerek bulunuz.

Soon

f(x)=log;(2—x)

Ay g(x)=Inx

Giris: f(x)=1og(3,2—x) f(x,)
Giris: g(x)=log(e,x) g(x,)

A

f(x5)

. . g(xy)
(0, 1) arahginda f fonksiyo-

nunun aldigr degerler g fonksi-
yonunun aldigi degerlerden

blyuk oldugundan bu aralikta
f(x) > g(x) olur. 0 1 )

f(x) > g(x) + (x) < g(x)

Cozim

Grafikte f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin aldiklari degerler incelenirse

C=(0, 1] olur.

BuwORNEK 22

Yandaki grafikte verilen fonk-
siyonlara gére ¢c6zim kimesi
C =(3, o) olan esitsizligi
bulunuz.

y g(x)=-x+4

(3, ) araliginda f
fonksiyonunun aldigi
degerler g fonksiyonunun
aldigi degerlerden bulylk
oldugundan bu aralikta
f(x) > g(x) olur.

0 3
(x) < g(x) # f(x) > g(x)

G6zum

Buradan esitsizlik log;x > —x+4 bulunur.
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M ALISTIRMALAR
1. Asagidaki esitsizliklerin ¢éziim kiimesini
bulunuz.

a)

a) e ¥ <et

b) 27X*2 < 9X+3
c) a®?< a olmak lizere a**3® < a*®

3x—1 X
0 (zoy) <2+
2. Asagidaki esitsizliklerin ¢é6ziim kiimesini

bulunuz.
a) log(x*—4)<5

b) log(x®—3x) > 1

c) Iog%(x2—2x+1)<—1

c) logs(x+2)+logs(4—x) <1

3. Asagidaki esitsizliklerin ¢6ziim kiimesini

bulunuz.
a) In(2x+3) <In(x+5)+In(x—1)
b) Iog%(x+1)5Iog%(x+5)—log%(x—1)

4. Asagidaki esitsizliklerin ¢cé6ziim kiimesini

bulunuz.

a) 0<log(x®+1)<1
b) —4 <log1(x*—3x—2)<-3

5. Asagidaki esitsizliklerin ¢c6ziim kiimesini
grafiksel ¢6ziim yaparak bulunuz.

a) logs(x—3) <1
b) Iog%(x+2)20

c) 0<log,(x+1)<3

y

sizlikleri yaziniz.

6. Asagida ¢c6ziim kiimesi verilmis olan esit-

b)

C=(0, 4]

¢=(3,9)
 y=a*—-3
5 y ........................ ')
i
i
i
I
1
I:
'o
I
1o
rod
1 i
S 2 3
C:(—OO,2]
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Bilimsel Hesap MAKINeaEs

§= BiimeeTEsA ek
y =100 12
-WOW©
QLW ®E
WRW®

=1050,656...

%:"Ged’is biaigsssanns

Girig: f(x)=100-e%"%
Giris: f(12)
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Ustel Fonksiyonlar ile Modelleme

Nufus artisi, radyoaktif bozunma, 1s1 yayihmi gibi dogada karsilasilan
pek cok durum Ustel fonksiyonlar ile ifade edilebilir.

TANIM

Baslangi¢ degeri n ve t zamandaki degisim miktari y ile gosterilmek
lizere y =n-eX bagintisina iistel degisim bagintisi denir. Bu baginti-
ya k > 0 ise Ustel buyume, k < 0 ise Ustel bozunma denir. k sayisina
degisim orani sabiti denir.

Ustel blyime Ustel bozunma

B ORNEK 23

Bakteri Popiilasyonu

Bir biyolog yeni kesfettigi bir bakteri tiriint uygun bir blytime ortami-
na koyarak gozlemliyor. 100 bakteriyi 8 saat sonra 480 bakteri olarak
Olcen bu biyolog, 12 saat sonra bakteri miktarini yaklasik olarak ka¢
bulmustur?

5. -

Baslangictaki bakteri sayisi n =100 adet ve t =8 saat sonraki
bakteri sayisi y = 480 adet olduguna gére bu degerler y = ne*! iistel
degisim bagintisinda yerine yazilirsa

480 =100 e* 8

4,8 =e®

In4,8 = 8k

k= # =~ 0,196 bulunur.

Buradan biiyiime sabitinin yaklagik Y (Bakteri sayisi) y =100. %1%

olarak 0,196 oldugu gorilr. 1051
12 saat sonra
y=n-eX
y=100- (0:196)-12
y = 1051

bakteri bulunur.

100

o) 12t (Saat)

GeoGebra
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Radyoaktif Bozunma

Cernobil nukleer santralinin 1986 yilinda patlamasi sonucu 10 kg
radyoaktif Cs-137 maddesi atmosfere karismigtir.

Bu radyoaktif maddenin yarilanma émrinin 30,15 yil oldugu
bilindigine gore

a) Kag yil sonra Cs-137 nin atmosferde 0,1 kg kalmasi beklenir?
b) 50 yil sonra atmosferdeki Cs-137 miktari ka¢ kilogram olur?

Soon

a) Yarilanma émriinin 30,15 yil olmasi 100 birimlik bir radyoaktif
maddenin 50 birime dismesi anlamina gelmektedir.

1
_ kt A
y=n-e (2) -(Q)( )(5)(;)
50 = 100 ek30.15 N Oe@OLOMW
1 _ k3015
z=e ®E

1 =—0,0229899562
k:In<§> 7

Bozunma sabiti yaklagik —0,023 olarak bulunur.

Buradan ‘ -
y:n.e—0,0ZS-t % @@Q
0,1=10. e 002 X))@
0,1 - .
01 _ oo DEE
In(0,01) = —0,023 -t WO
t= %_200 22 olur. MADES)
Bu durumda Cs-137 nin atmosferde 0,1 kilogram kalmasi igin yak- =200,224790695

lagik 200 yil gecmesi gerekir.

b) t=50 alinirsa 50 yil sonra
y = 3,16636 kg

— 10 . —0,023t
radyoaktif madde atmosferde bulunur. Giris: #(x)=10-e
Giris: 1(50)

y“ — —0,023t
10 \Y = 10-e

47%,—,—>

O 50 t (Yil)

Cs-137 radyoaktif maddesinin bozunumu

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Karbon-14 Testi

Antik eserlerin veya fosillerin yaslarini bulmak icin karbon-14 testi ya-
pihr. Karbon-14 bozunumu, radyoaktif bozunum gibi tstel bir fonksiyon
kullanilarak hesaplanir. Karbon-14 n yarilanma dmri yaklagik 5715

yildir.
y=n- gk'5715
n . n mg karbon-14
N . eksms n
2 5715 yil sonra >
% k5715 olur.

=5715-k
(1)
K="5715 =
k degeri karbon-14 Gn bozunma sabitidir.

)

l\)

—0,000121 bulunur.

Karbon-14 (in bozunma modeli y = n-e %" djr,

Ornegin Misir’daki piramitlerde bulunan bir mumyanin elbisesinde
yapilan teste gére %59 oraninda karbon-14 bulundugu gértimastar.
Buna gbre bu mumyanin yasini bulunuz.

y=n- o ~0.000121t
59 =100 - e*0,000121t
59 _ @ ~0.000121t
100
In(0,59)=-0,000121 -t
t—%_«m 6011

O héalde bu mumya yaklasik 4361 yasindadir.
Yizde

100 y — 100 ) e*0,000121t
80
60
40
20

2000 4000 6000 8000 t(Yil)

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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Nufus Artigi

Asagidaki grafikte istanbul’'un yillara gére nifusu verilmistir.
ANdfus (Milyon) 14.8

147 12,7

8,8
| 6,6
1 2,1 27
v 1l
[] Yil

1960 1970 1980 1990 2000 2010 2016

Buna gére Ustel bir model olusturup 2023 yilinda istanbul niifusunun
tahmini olarak kag¢ olacagini hesaplayiniz.

Soon

y=n-e" t=2016 — 1960
y=1,4'ekt =56
14,8 =1,4 €%

In( 14’8>= Ine* %8

“NWAOITONWO

1,4
Iy =k 56
In 114,48
k= 56’ = 0,0421
y =1,4-e%%"" pagintisi elde edilir. Buna gére 2023 yilinda istanbul
nufusunun

t=2023 — 1960 = 63
y=1,4-e%%%"% ~ 19 8 milyon olmasi beklenir.

N[.'I.fUS y=1,4. g0t
EMHyon)
15
10
5
1,4 .
Ol 1960 1980 2000 ')
/
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Sicaklik
(°C)

84

A

y — 24 + 60e*0,0405t

68

20 40 60 t(Dakika)
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Newton’un Soguma Yasasi

Newton’un soguma yasasina gére maddeler cevrelerindeki diger
maddelerin sicakligina bagl olarak sogur. Ornegin bir bardak sicak
cay etrafindaki havanin sicakligina bagli olarak sogur. Suya batirilmig
sicak bir demir cubuk, cubugun etrafindaki suyun sicakligina bagh
olarak sogur.

Soguma yasasi T(t)=T,+(T,—T,)-e™ denklemi ile modellenir.
T(t) : Cismin t anindaki sicakligi

T, :Cevrenin sabit sicakhgi

T, :t=0 anindaki cismin sicaklgi

k : Soguma sabiti

Ornegin sicakhdi 24 °C olan bir odada sicakhigi 84 °C olan bir kase

corba 10 dakikada 64 °C sicakhga dislyor.

Buna gore

a) Corbanin sicakhginin 84 °C tan 34°C a dismesi igin ne kadar
slire gecmesi gerekir?

b) Corba kasesi odada birakiimak yerine sicakligi —10°C olan bir
dondurucuya birakilirsa ¢corbanin sicakliginin 84°C tan 34°C a
dismesi icin ne kadar slre ge¢gmesi gerektigini bulunuz.

b eont

a) Ts: Cevrenin sabit sicaklig

T,=24°C
T, : Cismin t=0 anindaki sicakligi
T,=84°C

T(t)=24+(84—24). e
T(10)=24+60-e7'%
64 =24+60-e'%

ﬂ_ —10k
60 °©
g _ —10k
In<3)—lne
In2
2-- — 30,0405 bul
In3— 10k = k—_10=0,0 05 bulunur.

Buradan
T(t)=24+60 g %0405t
34 =24+ 60 0"
% — g 00405t
In(%) —0,0405t

n(g)

t= —0,0405 =~ 44,24 dakika olarak bulunur.

Buradan ¢orbanin sicakliginin 34 °C dlsmesi igin yaklasik olarak
44,24 dakika gegmesi gerekir.

iy




b) T(t)=T,+(T,~T,) e 00
34=-10+(84—(—10))e 00
44 = 94e70,0405t

|n<%> — |ne 00405t

|n(%)= ~0,0405t

44
n($1)
t= ~0,0405 =~ 18,7 bulunur.

Buradan ¢orbanin sicakhginin 84 °C tan 34°C a dismesi igin
18,7 dakika gegcmesi gerekir.

BuusORNEK. 28

Bilesik Faiz

Ustel fonksiyonlarin gercek hayattaki en giincel uygulamalarindan biri
de bilesik faizdir.

Belirlenmis slreye dek birikmis faizlerin anaparaya eklenmesiyle elde
edilen toplam Ustlinden 6denen faize bilesik faiz denir ve A(t) ile

gosterilir. Bilesik faiz A(t) = P(1 +%>m seklinde modellenir.

P: Anapara

r : Yillik faiz orani

n : Dénem sayisi

t : Yil sayisi

1000 TL %10 faiz orani ile 3 yilligina bankaya yatiriliyor. Buna gére
1000 TL ye yillik, aylik ve glinlik faiz uygulandiginda bu paranin 3
yilin sonunda ulastigi degerleri bulunuz.

6 eond

P =1000, r=0,1 ve t=3 olduguna gobre

0,13
Yilk A(3)=1000-<1 +:|—) — 1331 TL,
O 1 12-3
Aylik A(3)=1000-<1 +1’—2) ~ 1340 TL,
0 1 3653
Gunlik : A(3)= 1ooo-<1 +3’ﬁ) ~ 1350 TL olur.

Faizde bulunan anaparanin faizi ile her an birlestigi faize
surekli bilesik faiz denir.

Sirekli bilesik faiz A(t)=A-e"" biciminde modellenir.

A: Anapara
r : Faiz orani
t : Zaman (Y1)

Buna gére 1000 TL surekli bilesik faiz ve %10 faiz orani ile 3 yilligi-
na bankaya yatirilirsa 3 yilin sonunda toplam para ne kadar olur?
A(t)=A-e"
A(3)=1000 e*'3

= 1350 TL bulunur.

—
—
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Moore Yasasi

Moore yasasi, bir bilgisayar sirketinin kurucusu olan Gordon Earle
Moore (Gordin Orl Mor) tarafindan 1965 yilinda yayimlanan makale-
deki yasadir.

Moore’a gbre bir bilgisayar islemcisi Uzerindeki transistér sayisi her iki
yilda bir ikiye katlanir.

Buyasa Q(t)=Q, e biciminde modellenir.
Q, : Baslangigtaki transistor sayisi

Q(1):t yihndaki transistér sayisi

Her iki yilda transistér sayisi 2 ye katlandigindan

Q(2)=2Q,=Q, e*

2=e*
In2 = Ine*
In2 = 2k

_In2
k= > bulunur.

In2

Q(t)=Q.e2"
Q(t)=Q,[e"]?
Q(t)= 002% bulunur.

Buna gbre 1980 yilinda bir bilgisayar islemcisinde 29 000 transistor
varsa 2017 yilinda bilgisayar islemcisinde kag transistor olmasi
beklenir?

1 cozim

Q(t)=Q,2? t=2017—1980 =37

Q(37)=29000-27

Q(37)= 10751100402

O héalde Moore yasasina gére 2017 yilinda bir bilgisayar islemcisinde
yaklasik olarak 10751100402 tane transistér olmasi beklenir.

mlatats) i aks
R .
it o ot it |

R L
l I/lrrr:v::l

1980 yilindaki bir bilgisayar 2018 yilindaki bilgisayarlar

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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M ORNEK. 30

Ekmek israfi

Diinyada yillik 1,3 milyar ton gidanin israf edildigi tahmin edilmektedir.
Diinya Gida Orgiiti verilerine gére israf edilen gida miktari Diinya
gida Uretiminin Ggte birini olusturmaktadir. Dinyadaki gida kaybi ve
israfinin dértte birinin dnlenmesi ile bile yetersiz beslenen 805 milyon
insanin gida ihtiyaci karsilanabilmektedir.

Yandaki tabloda 2000-2015 yillar
arasinda istanbul’da israf edilen
ekmek sayisi verilmigtir. Bu verilere
gbre

a) istanbul'da israf edilen ekmek
sayisini modelleyen bir Gstel
fonksiyon olusturunuz.

b) 2023 yilinda gerekli dnlemler
alinmaz ve bilingli bir tliketim top-
lumu olusturulmazsa istanbul’da
yaklasik kac adet ekmek israfi
yapilacagini bulunuz.

Soom

a) A=A, e denkleminde
A, =3750000
A =5500000

t=2015—-2000=15
olmak Uzere

5500000 = 3750000 "

5500000 _
n'3750000 ~ oK

_ 1. (5500000
k=75 '”(3750000)

k = 0,0255 bulunur.

Ekmek Sayisi
A
5500000
4500000
4000000
3750000
_j Y||
2000 2008 2012 2015

Buradan istanbul’da israf edilen ekmek sayisini gésteren bir
model A = 3750000 e®%%** geklinde olusturulur.

b) 2023 yili i¢in
t=2023 — 2000
=23 yIl gecmesi gerekir.
Buradan istanbul’da
A =3750000: %%
A =3750000e?%%%%2
A =3750000: %%
=6741320

adet ekmegin istanbul’'da israf edilecegi gorildr.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

71



,
d

||||||||||||||||’|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||..

Er

72

Logaritmik Olgekler

Fiziksel degerler ¢cok blyik veya ¢ok kiiciik oldugunda bu sayilar ile
calismak yerine bu sayilarin logaritmalari ile ¢galismak islem kolayligi

saglamaktadir. Ornegin yandaki

Hayvan | w (kg) logw tabloda ti¢ canlinin agirliklar

Sinek 0,0000013 -5,8 verilmistir. Bu agirliklari grafik-
sel olarak kargilagtirmak zordur.

Gergedan 3000 34 Ancak bu sayilarin logaritmalarini

43 alarak Olcek uzerinde kargsilastir-
mak daha kolaydir.

Balina 23000

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

Depremlerin blyukliginu élgen Richter dlcedi, asitligi dlgen pH dlcegi,
sesin siddetini 6lgcen desibel dlcegdi gibi pek cok dlgek kullanihr.

B ORNEK 31

Richter Olcegi

1935 yilinda Charles Richter (Carls Rikdir) bir depremin biyukligini
6lcmek igin logaritmayi kullanarak kendi adiyla anilan asagidaki élcegi
geligtirdi.

R= Iogll

R : Richter 6lgegi

| : Depremin siddeti

I, : Depremin O seviyesindeki siddeti

Richter 6lgegine gbre depremlerin siddeti karsilagtirilabilir.

6,1 7,6 9,5
4 5 6\v 7 )\v 8 9
Bodrum 2017 Kocaeli 1999 Sili 1960

Buna gore Richter élcegine gore verilen depremleri karsilastiriniz.

S eont

R= Iogll
o

6.1 :Iogll 7,6:|09|L 9,5=IOg|l

o] ° ;

106,1 :L 107,6:L 109:5:L
I, I 5

lgogrum = 1o - 1087 lkocaei = 1o - 1078 lo, = 1-10% bulunur.

Buradan

| . | .107,6

IBK:,):e:1 - |0_ 1067 — 10"° = 32 olur.

u o

O halde Bodrum ilgesinde hissedilen sarsintinin 32 kati Kocaeli ilinde

hissedilmistir.
Isii 10%°
|Kosce:\eli - 107’6 - 101’9 = 7914

Buradan Kocaeli ilinde hissedilen depremin yaklasik 79 katinin Sili'de
hissedildigi gérulur.

i




BwORNEK32
Desibel Olcegi

insan kulag belirli bir frekans araligindaki sesleri duyabilmektedir. Du-
yulabilen en yiiksek sesin siddeti en dlslk sesin siddetinin bir milyon
katidir. Bu siddeti 6lgcmek icin desibel dlgegdi kullanilir.

B=10log{-

B : Ses duzeyi (Desibel)
| : Ses siddeti
l[,=10""2 W/m?

Bir jet motorunun 100 W/m? olarak él¢iilen ses siddetini desibel (dB)
6lgegi tiriinden bulunuz.

Soom

100
107"

=10log10' =140 dB bulunur.

B=10"log

BuwwORNEK 33

Ses diizeyi 80 dB olarak él¢llen yogun trafik gurultisinin siddeti kag
W/m? dir?

oo

80:1o-|ogﬁ

8 = logl —log10™"

8=logl+12
—4 = logl
| =10"* W/m? bulunur.
Madde pH
L. ORNEK34 Deniz Suyu | 8,0-8,4
PH Degeri insan Kani 73-75
B.II‘ ?ulu g.ozeltldekl H |yonl.mun kons?ntrasyonlarlnl ifade eden. inek Siiti 6.4-68
bir 6lcektir.1909 yilinda Danimarkal Kimyager Soren Pader Lavritz
Sorensaon (Sorin Pedir Lavritz Sorensoen) tarafindan tanimlanmistir. Ispanak 5,1-5,7
pH = —log[H"]
H* : 1 litredeki hidrojen iyonuna (mol/It) Domates 41-44
pH=7 ise nétr, pH < 7 ise asidik, pH > 7 ise bazik denir.
_ Portakal 3,0-4,0
Insan kanindaki hidrojen iyonu [H"]=3,16-10"® mol/L ise insan
kaninin pH degerini bulunuz. insan kani asidik mi yoksa bazik midir? Elma 29-3,3
N v
@ COZUM Limon 1,3-2,0
pH = —log[H"]=—log(3,16-10°%) = 7,5 olur. Pil Asidi 1,0
O hélde insan kani baziktir.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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B ALISTIRMALAR

1. Elverigli bir bliylime ortamina konan bir bak-
teri tar0 6 saatte bir ikiye bolinerek ¢ogal-
maktadir. Baglangicta 50 bakteri olduguna
gore 36 saat sonra toplam bakteri sayisi
kac olur?

2. Polonium-210 (Po—210) radyoaktif mad-
desinin yarilanma émru yaklasik 140 giindur.

a) Po—210 radyoaktif maddesinin bozu-
numuna iligkin tstel bir model olusturup
50 mg bir radyoaktif maddenin 1 yil son-
ra ka¢ mg olacagini hesaplayiniz.

b) 300 mg Po—210 maddesinin 15 mg
kalmasi icin yaklasik ka¢ glin gegcmesi
gerekir?

3. BlyUklugu 6,2 olan bir depremin hemen
ardindan 5,4 ve 4,1 olan iki art¢i deprem
meydana gelmistir. Bu depremin siddeti-
nin artci depremlerin siddetinden kac kat
fazla oldugunu bulunuz.

4. Tarih éncesi bir magarada kesfedilen duvar
yazilarina yapilan karbon-14 testinde yazi-
larin %15 oraninda karbon igerdigi gorul-
mustir. Bu duvar yazilari yaklasik ka¢
yasindadir?

5. 96 °C ta kati olarak pisirilmis bir yumurta
16 °C su bulunan bir kaba koyuluyor. Bes
dakika sonra yumurtanin sicakhiginin 36 °C
oldugu gorultyor. Suyun fark edilir sekil-
de isinmadigi kabul edilirse yumurtanin
sicakliginin 20 °C a inmesi icin ne kadar
zaman gecmesi gerekir?

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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6.

10.

%12 faiz orani ve siirekli bilegik faizle yilin
sonunda hesabinda 1000 TL olmasini is-
teyen bir kisinin bankaya ka¢ TL yatirmasi
gerekir?

Asagidaki tabloda TUIK (Tirkiye istatistik
Kurumu) verilerine gére Ankara ilinin nifusu
verilmistir.

A Nufus
5270575
4771716

4210596
3889199

> Yil

2000 2005 2010 2015

Bu tabloya gére

a) 2000-2015 yillarina ait tistel bir model
olusturunuz.

b) 2023 yilinda Ankara’nin niifusunun kac
olmasi beklenir?

Bir matkabin sesi 130 dB olarak belirlenmistir.
Bir fisilti 30 dB olduguna gére matkabin
ses siddeti fisiltinin ses siddetinin kac
katidir?

1980 yilinda bir bilgisayar islemcisinde bulu-
nan transistér sayisi 29000 idi. Moore yasa-
sina gore bir islemcide bulunan transistér
sayisi her iki yilda bir iki katina ciktigina
gore 2030 yilinda bir bilgisayar islemcisin-
de kac tane transistor olmasi beklenir?

Portakalin pH degeri 4,0 ise icindeki
H* iyonu ka¢ mol/It dir?

i




_—a OLCME VE DEGERLENDIRME 1

A) Asagida bos birakilan yerleri uygun bicimde doldurunuz.

1. Fonksiyonun

Tersinin Tanim
Kiimesi

En Genis Tanim Fonksiyonunun

Fonksiyon
Y Kimesi Tersi

f(x)=1+logs;(x*—4)
f(x)=4+log; (2x+3)

f(x)=8""—1

i)=(¢) +3

B) Asagida numaralandiriimis kutucuklarda fonksiyonlar verilmistir. Buna gére asagidaki sorulari
cevaplandiriniz.

2 3
f:R" - R, f(x)=x2 f:R - R", f(x)=3* f:R*" > R, f(x)=—x
4 5 6
fR-R, f(x)=3"2—-1 f:R* - R*, f(x)=x8 fR-R', f(x)=e*+1
7 8 9
ER- R f(x)=(3)" ER—R, f(x)=~ ER— R, f(x) = (L)

a) Ustel fonksiyon olan kutucuklar hangileridir?

b) Artan fonksiyon olan kutucuklar hangileridir?

c) Hem ilistel hem de artan fonksiyon olan kutucuklar hangileridir?

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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C) Asagidaki coktan se¢cmeli sorulari cevap-
landiriniz.

f(X): 7Z.x+1

h(x)=(y/2)"°
ow=(3)”

k(x)=5%

m(x)=(=2)*
Yukarida verilen fonksiyonlardan ka¢
tanesi listel fonksiyondur.

Al B)2 C)3 D)4 E)5

f(x) = log,(x®+ax+4) fonksiyonu vx € R
icin tanimli olduguna gére a nin deger
araligi asagidakilerden hangisidir?

A) (0,2) B) (0, 4)
C) (-2, 2) D) (-4, 4)
E) (-4, 0)

f(x) =,/ Iog( 8 < X ) fonksiyonunun en

genis tanim kiimesi nedir?

A) [4, ) B) (1, 4]

C) (0, 4] D) (0, 2)
E) (2, 4]

6. 2<loga<3
=5 <logh < -2
olduguna gére a b nin alabilecegi en
biiyiik tam sayi degeri kacgtir?
A) 1 ByYOo C)9 D)10 E)100

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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OLCME VE DEGERLENDIRME 1

7.

9. 1 = logi (X525

|

. n . _ i x—1
f:R - R" olmak Uzere f(x) 3 ve

2 x+1 . -
g(x)= (§> fonksiyonlari veriliyor.

Buna gére

l.  Orten fonksiyon
II. Artan fonksiyon
[ll. Bire bir fonksiyon

olma durumlarindan hangisi ya da
hangileri her iki fonksiyonun da ortak
ozelliklerindendir?

B) Yalniz Il
D) llve lll

A) Yalniz |
C) lvelll
E) I, 11velll

log, /14 + 2log, /7 +log100 ifadesinin
degeri kactir?

A1l B)2 C)3 D)4 E)5

2y
m) fonksiyonunun

en genis tanim kiimesi asagidakilerden
hangisidir?

A) (-8, —-1)u(2, 4)

B) (-1, 2)u(4, )

C) [(=8, =1)u(2, 4)]-{0}

D) [(—1,2)u(4, «)]-{0}

E) (—1,2)—{0}

10. Iog427~logf35~log125é ifadesinin dege-

ri kactir?

A)-6 B0 C1 D3 E4

i
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11. 2/

A

Yukaridaki sekilde grafigi verilen y = f(x)
fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?

A) f(x)=57 B) f(x)=5"

C) f(x)=(-5)

) f(x)=(-g

12. (x—3log,5) (x+2logs5) < 0 esitsizligini
saglayan x in alabilecegi kac farkli tam sayi
degeri vardir?
A)8 B)9

C)10 D)11 E)12

13. olnx 4 p2-Inx — 5
esitligini saglayan x degerlerinin toplami
asagidakilerden hangisidir?

A) 2e2 B) 2+e?
C) 1+e? D) 2—-¢2

E) 2+e

14. /log,x <log,y/x esitsizliginin ¢oziim arali-
g1 asagidakilerden hangisidir?
A) [1, 81]

B) (=, 1]U[81, =)
C) [1, )

D) R—(1, 81)

E) [81, co)u{1}

OLCME VE DEGERLENDIRME 1

"

|

15. In(a®b*) =2 ve In( &) =4
olduguna gére a-b degerini bulunuz.

A)e B)1 C)2 D)4 E)2e

16. f(x) = log(x*—156)
g(x) — 2x+1
h(x) =logyz (sinx+1)
olduguna gére (fogoh)(%) degerini
bulunuz.

A0 B1 C2 D3

17. x=1log,v7%7/7

y=1In%e? e® olduguna gére x-y dege-
rini bulunuz.
11

NT BF OF D3 By

18. logq082 = a olduguna gére log, 127!
in a tiriinden degeri asagidakilerden

hangisidir?
A 2=t B) 7a—1
a 6a—1
C) a1 D) ~a
E) 1—7a

a

19. log2 = 0,30103 olduguna gore
log(0,005) ifadesinin degeri asagidaki-
lerden hangisidir?

A) —2,60897 B) —1,31003
C) —3,31003 D) —2,30103
E) —3,68096
Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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. OLCME VE DEGERLENDIRME 1 b

C) Asagidaki acik uclu sorulari cevaplandiriniz.

20. y g(x)=4" y=x

Sekilde grafikleri verilen g(x) = 4* egrisi ile
f(x) egrisi y = x dogrusuna gdre simetriktir.
Buna gore f(64) degerini bulunuz.

21. 2% —11-2*+24 =0 denkleminin ¢dziim
kiimesini bulunuz.

22. f(x)=x+Inx
g(x)=¢e*"
fonksiyonlari veriliyor. (fog™")(1) degerini
bulunuz.

23. log;2t+log;(t—2)=1log;80 — 1 denklemi-
nin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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24. Asagida verilen fonksiyon grafiklerinde-
ki a ve b degerlerini bulunuz.

a Y :
-
— 3‘ ‘X
@ /4 7
Y :
y =log,(x+b)
b)
3 x
- = -
y=log,(x+b)
Y
c) vy
1
Oll2 1 X
_1 T
—2
\
y =log,x+b

25. log,x+log,y+log,z=2
logsy +10gez +loggx =2
l0g5z +10g.sx +10g,5y = 2
denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini bu-
lunuz.

|
il




26.

27.

28.

29.

30.

S

2In(yx)—In(1—x) =2 olduguna gére x
degerini bulunuz.

va,b € R* olmak lUzere

fl(a+b)=1f(a) f(b) seklinde tanimlanan
bir fonksiyon i¢in f(2) =5 olduguna gore
f(16) degeri kactir?

neZ" olmak lizere f(x)=8*"" ve
f(1)-f(2)-f(3) ... f(n) =8 olduguna
gore n degerini bulunuz.

logsx +5“%2 =y ve x’= 3% denklemlerini
saglayan (x, y) ikililerini bulunuz.

Tanimh oldugu aralikta
f(x)=logs(x+1)
(fog)(x) =logy (1 —x)

olduguna gére g(x) fonksiyonunu bulu-
nuz.

"

OLCME VE DEGERLENDIRME 1

31.

32.

33.

34.

[

Y 4\ f(x)=log,x

O

1
'3
Yukarida log,x fonksiyonuna ait grafik

verilmistir. Buna gére f| f % degerini
bulunuz.

In(x-y)=2a
In<§>:2b

olduguna gére x ve y degerini bulunuz.

Asagidaki esitsizliklerin ¢é6ziim kiimesini
bulunuz.

a) log,(x*—6x)—log,(1—x)<3

b) Inx+In(7 —x)>1In10

c) [1—-log,(x—2)|<3

¢) =1 <logy (logs(x—1)) <1

In2 =a ve In3 =b olduguna gére log,,48
ifadesinin a ve b tiriinden ifadesini bulu-
nuz.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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35.

36.

37.

38.

39.

80

[

f(x)=log(1+x)—log(1—x) ve
x3+ 8x
3x2+1
Buna gore (fog)(x) fonksiyonunu f(x)
tiiriinden yaziniz.

g(x)= fonksiyonlari veriliyor.

log;8! =x

log;5!+log;4! =y

olduguna gére log,;126 ifadesinin x ve 'y
tiiriinden degerini bulunuz.

f(x,y) = logs (sinx) + log, (cosy)
g(x,y) =log, (cosx) + log, (siny)
fonksiyonlari veriliyor.
h(x,y)=f(x,y)—g(x,y) olduguna gére
h(%%) degeri kactir?

In2 = x ve In3 =y olduguna goére In(4!)
ifadesinin x ve y tiiriinden esitini bulu-
nuz.

Tanimli oldugu aralikta

4 _ x+2
f'(x)=e

(gof ")(x) ="
olduguna gore g~'(x) fonksiyonunu
bulunuz.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

OLCME VE DEGERLENDIRME 1

40.

41,

42,

43.

44.

|

log,y = 2 olduguna gore
log,cy* +log,xy*+log13/y ifadesinin

degerini bulunuz.

a=In(%e’ Ve)

81
b= Iogoyg ﬁ

C= |Og3V2 4\/ 2\/§

olduguna gére a, b ve c sayilarini bulu-
nuz.

log(,5-2)(v5 +2)+log(/a—,2)(V3+v2)+
log(,2+1)(¥2—1)

ifadesinin degerini bulunuz.

1+ 1

1 ifadesinin degerini
1+

1+log;2
bulunuz.

a, b ve birer pozitif gercek sayi olmak
lizere

1 " 1 n
log,,(a-b-c) log,.(a-b-c)

1
log,.(a-b-c)

ifadesinin esitini bulunuz.

|
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D) Asagidaki sorulari bilimsel hesap maki-

45.

46.

47.

nesinden de faydalanarak verilen bilgilere
gore cevaplandiriniz.

Logaritmik bir élgek olan Richter élgegi
depremde salinan enerji hakkinda bilgi ver-
mektedir ve logE,=11,8+1,5M formu-
liyle hesaplanmaktadir. Bu formulde

E, : Depremin agiga cikardigi enerji,

M : Depremin blyUkligu olarak verilmigtir.

a) Richter dlcegine gére 7,6 biiyiikli-
giindeki bir depremde ortaya ¢ikan
enerji miktarini bulunuz.

b) Diinyanin en biliylik depremlerinden
biri olan 1960 yilindaki Sili depremi-
nin biiytikliigi 9,5 tir. Buna gore bu
depremde ortaya cikan enerji miktari-
ni hesaplayiniz.

Lolan Giizeli olarak anilan bir mumya Uze-
rinde ameliyat izlerine rastlanmistir. Dogu
Tarkistan’da bulunan bu mumyanin en bi-
yuk 6zelligi mumyalama tekniginin Misir’da
uygulanan teknikten farkli olmasidir. Bu

ilk mumya kaltarinin Turklerde oldugunu
gbstermektedir.

n : Baglangigtaki Karbon-14 orani,

t:yil

olmak Uzere Karbon-14 Gn bozunma orani
y =n-e 2000121t denklemi ile modellen-
mistir. Buna g6ére 3500 yil 6nce yasadigi
disiiniilen Lolan Giizeline ait mumyada
bulunan Karbon-14 oranini bulunuz.

100000 TL parasi bulunan bir Kisi
200000 TL lik bir ev satin alabilmek igin
bu parayi surekli bilesik faizle bankaya ya-
tirmak istiyor. Bu paranin faiz oran1 %12
olursa bu kisinin istegini ka¢ yil sonra
gerceklestirebilecegini bulunuz.

||

OLCME VE DEGERLENDIRME 1

48.

49,

50.

[

ANUfus (Milyar)

6,1
4,5 >3
3,7 ’
3,0

S Yil
1960 1970 1980 1990 2000

Yukaridaki grafik Dinya nifusunun yil-

lara gére degisimini gdstermektedir ve
y=n- et formillyle hesaplanmaktadir. Bu
formilde

n : katsayi,

t oyl

olarak verilmistir. Buna gore

a) k sabitini bulunuz.

b) Diinya nifusunun 2017 yilindaki tah-
mini degerini hesaplayiniz.

n : Baslangictaki madde miktari,

t : Saat

olmak Gzere bir kimyasal maddenin yarilan-
ma émrii y =n-eX' denklemi ile model-
lenmektedir. Bu kimyasal madde 6 saatlik
yarilanma émriine sahip olduguna gére

a) 18 saat sonra 40 gramlik numuneden
kac gram kalir?

b) Bu numuneden sadece 2 gram kal-
masi icin ne kadar zaman gecmesi
gerektigini bulunuz.

Ses dizeyi B=10" Iogli ve ses siddeti

(1, = 10" watt/m?) formli ile hesaplan-
maktadir. Bir futbol maginda takimlari gol
attiginda taraftarlarin ¢ikardigi ses dizeyi
170 dB olarak élciimasgtar.

Buna gére

a) Taraftarlarin ses siddeti kac watt/m?

dir?

b) Taraftarlarin cikardiklari sesin 70
dB olan normal konugma sesinin
kac kati oldugunu bulunuz.

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar
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51.

52.

82

~ —a OLCME VE DEGERLENDIRME 1 s

Bir ¢bzeltide pH hesabi yapilirken

pH = —log[H"] form0li kullanilir. Buradaki

[H*] ¢ozeltideki hidrojen iyonu konsant-

rasyonunu ifade eder. Benzer sekilde pOH

hesabi yapilirken pOH = —log[ OH"] for-

mUli kullanilir. Buradaki [OH™] gozeltideki

hidroksit iyonu konsantrasyonunu ifade

eder ve pH+pOH = 14 olur.

Bir ¢dzeltinin asidik veya bazik oldugu pH

degerine bakilarak tespit edilir. EGer

pH < 7 ise asidik,

pH =7 ise notr,

pH > 7 ise baziktir.

Buna gére

a) Limonun pH degeri 1,5 ise icindeki
[H"] ve [OH™] iyonlarinin konsant-
rasyonunu bulunuz.

b) Bir icme suyu sisesinin lizerinde ya-
zan pH degeri 7,8 olduguna gore [H"]
iyonu konsantrasyonu bulunuz.

c) Bir ¢ozeltideki [H*] konsantrasyonu-
nu 0,000016 mol/lt ise bu ¢dzeltinin
pH degerini bulunuz. Bu ¢dzelti asidik
mi yoksa bazik midir? Yorumlayiniz.

T(t) : Cismin t anindaki sicaklig,

Ts : Cevrenin sabit sicakligi,

To : t=0 anindaki cismin sicakligi,

k : Soguma sabiti

olmak Uizere soguma yasasi
T(t)=Ts+(To—Ts) e " denklemiile
modellenir. 90°C olarak hazirlanmis bir ¢ay,
sicakhgi 12°C olan dis ortama sogumasi
icin birakiliyor. 5 dk sonra ¢ayin sicakliginin
70°C distugu goruliyor.

Buna gére

a) Cayin sicakliginin 90°C tan 40°C a
diismesi icin ne kadar siire gegcmesi
gerekir?

b) Digariya birakilan cayin 8 dakika sonra-
ki sicakligi kag °C olur?

Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

53. Bir sehrin nufus hesaplamasi

P =P,(1+n)" seklinde modellenmistir.

P :Son niufus

P, :ilk nifus

n : Nofustaki yillik degisim orani

%12 =0,12

t :Zaman

Buna gore asagidaki sorulari cevaplan-

diriniz.

a) 2000 yilinda 24 650 niifusa sahip bir
ilcenin nifusunun yillik ortalama %4
artacagi tahmin ediliyor. Buna gére bu
ilcenin 2017 yilindaki tahmini nifusu
kactir?

b) 1975 yilinda bir kdyde niifus 5000
olarak belirlenmistir. G6¢ nedeniyle
niifusta yillik ortalama %8 azalma ol-
duguna gére 2010 yilinda bu kdydeki
kisi sayisini tahmin ediniz.

54. n :Baslangictaki su tiketim miktari,
y :Son su tiketim miktari,
t : Gecgen slrre (yil)
olmak Uzere su tiketim miktarini gdsteren
model y =n-eX! biciminde verilmistir.
Dunya su rezervinin ancak % 2,5 i tatl
sulardan olugmaktadir. Artan nifusa bagh
olarak da su ihtiyaci ortaya ¢cikmaktadir.
1950 yilinda kisi basina disen su tiketim
miktari 16800 m® tdr. 2000 yilinda kisi
basina digen su tiiketim miktari 7300 m?
tr. Bu durumda 2025 yilinda kisi basina
diigen su tiiketim miktarinin ka¢c metre-
kip olacagini tahmin ediniz.

DEGERLENDIRME

Cevaplarinizi cevap anahtari ile karsilastiriniz. Yan-
s cevap verdiginiz ya da cevap verirken tereddit
ettiginiz sorular ile ilgili konular veya faaliyetleri tek-
rarlayiniz. Cevaplarinizin timi dogru ise bir sonraki
6grenme faaliyetine geginiz.
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SAYILAR VE CEBIR

2. DIZILER

2.1. GERCEK SAYI DiZILERI

Matematikte kullanilan dizi s6zctgi ile glinlik hayatta kullanilan dizi s6zctg birbirinden ¢cok farkh degildir.
Nesnelerin veya sayilarin belirli bir kurala gore dizilimi, dizi olarak adlandirilir. Yukarida 15 Temmuz 2016
tarihinde darbe girisimine, halkin kahramanca karsi koydugu yerlerden biri olan 15 Temmuz Sehitler Kop-
rist gorilmektedir. Bu koprunin kuleleri arasinda kullanilan celik halatlar, zeminine ikizkenar t¢genler
olusturacak sekilde baska celik halatlarla baglanmistir. Celik halatlarla olusturulan taban uzunluklari esit
Uggen dizilimlerinin ylkseklikleri, kdpriiniin ortasina dogru azalmakta ve kulelere dogru artmaktadir.

Hazirlik Calismasi

- 1560 m uzunlugundaki kdpride iki kule arasindaki gelik halat parabol
\ \ seklinde olup f(x) = 6084(x 780)%+ 64 biciminde modellenmistir.
J \ ikizkenar tiggenlerin tabani 10 m olduguna gore kdpriiniin ortasindaki

; Ucgende ka¢ m celik halat kullanilmistir?
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2.1. GERCEK SAYI DiZILERI

( Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

~

* Dizi, sonlu dizi, sabit dizi ve dizilerin esitligi kavramlan

* Genel terimi veya indirgeme bagdintisi verilen bir sayi dizisinin terimlerini bulma
* Artmetik ve geometrik dizilerin dzellikleri

® Diziler yardimi ile gercek hayat durumlannda karsilasilan problemleri cozme

Terimler ve Kavramlar
o Dizi

o Sonlu dizi

o Sabit dizi

o Aritmetik dizi

o Geometrik dizi

« Fibonacci dizisi

84

Tarim ve ticaretin gelismesiyle birlikte Misirlilar ve Sumerler pratik he-
sap yapabilmek amaciyla sayi diziliglerini gelistirmiglerdir. Aritmetik ve
geometrik dizilerin Misirlilar tarafindan kullanildigi Ahmes’in yazdigi ve
Henry Rhind (Henri Raynd) tarafindan bulunan Rhind Papirisi’ndeki
problemlerden anlagiimaktadir.

Ahmes’in papirisinden sonra
en kapsamli eser Diophantus’ a

(Diyofantus) aittir. Bundan baska 6.
yuzyilda Cin matematiginde diziler-
deki gelismelere en iyi kaynak olan

Chang-Ch’iu-chien’ in (Cen Sien)

“Matematik Sanati Uzerine 9 Blim”

adl eserinde aritmetik dizi ile ilgili
problemler mevcuttur.
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Gorsel 2.1: Ahmes’in papirusu

Gercek hayatta dizilerin pek ¢ok uygulamasi bulunmaktadir. Bir dokto-
run hastasina ilaglar hangi siklikla almasi gerektigini belirtmesi, oyun
parkinda ilk hizini aldiktan sonra salincakta sallanan bir cocugun gidis
ve dénasindeki hareketi ve belli bir yikseklikten birakilan esnek bir
topun her ziplamasinda ylksekliginin degisimi dizi kavramiyla acikla-
nabilir.

Dizi Kavrami

Gorsel 2.2 de bir gocugun durgun bir suda sektirdigi tasin su tGzerindeki
sekme uzunluklari gésterilmigtir.

Gorsel 2.2

Diziler




Tas her seferinde bir éncekinin yarisi kadar sekmektedir.

Sekme Sirasi 1. 2. 3. 4. n. y FR-R, f(x)= )(671
H \ H H H H 2
Sekme Uzunlugu (m) 6 6 6 | 6 6 6 o S
2 4 8 2n_1
Tablo 2.1
3
Ornegin tasin 4. sekmesinin uzunlugu 2?,1 =% olacaktir. Buradan 3
2
her sekmenin uzunlugunu veren fonksiyonun f(x)=% oldugu g6-
- -0
ralar. :
1. sekme f(1)=%=6 m
2. sekme f(2) = % =3m
_6_6_3
3. sekme f(3)= r=g=p M
_6_6_3
4. sekme f(4)= s =g=4 M
n. sekme f(n)= 2,(?,1 bulunur.
~ . I e . y . . . . .
Bulunan bu degerler grafikte gosterilirse 64y 2SR R = 25371
A O
fonksiyonunun grafigi yandaki gibi bulunur. 3 5
Dizi, tanim kiimesi pozitif tam say! olan bir fonksi- 2 e '\
yondur. % N
o 1234 x
TANIM

Pozitif tam sayilar kimesinden gercek sayilar kiimesine tanimlanan
her fonksiyona gercek sayi dizisi veya kisaca dizi denir.
f:Z" - R ve f(n)=a, olmak tGzere Vvne Z" igin f(n)€ R olur.

1. terim f(1)=a,
2. terim f(2)=a,
3. terim f(3)=a,

n. terim f(n)=a, seklinde gosterilir.
n. terim olan a, terimine dizinin genel terimi, n sayisina dizinin indisi

denir. Genel terim dizinin batin terimlerini Gretir. Genel terimi a, olan
dizi (a,) olarak gésterilir.

Diziler
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Bir a, dizisi (a,)=(a, @ as, ..., @,) bigiminde terimleri acik olarak
gOsterilebilir.

2n—1

6
(an =<T’ 55§ o) olur

4
|_terim/ III.Ierir:]\ r:.\terim

II. terim IV. terim

a,) :< 6 ) dizisi acik olarak yazilirsa
6

B ORNEK 1

Asagida verilen fonksiyonlarin vn € Z" igin bir gergek sayi dizisi olup
olmadigini gosteriniz.

+ 2n—1
a) f1(n)=H c) f4(n):32_1
b) f,(m="1%2 d) f,(n)=yn>—4
1
c) f(n)=—5 e) f(n)=log(n)
a) fi(n)= 21? fonksiyonunu tanimsiz yapan deger

n+1=0 = n=-1olur. -1 & Z" oldugundan f, bir gergek sayI
dizisidir.

b) f,(n)= gtg fonksiyonunu tanimsiz yapan deger

n—3=0 = n=23 olur. f,(3)& R oldugundan f,(n) bir gergek
say! dizisi degildir.

€) f3(n)= n21+1

ger bulunmadigindan f;(n) bir gercek sayi dizisidir.

fonksiyonunu vn € Z" igin tanimsiz yapan bir de-

¢) f,(n)= 32:1 fonksiyonu vn € Z* icin f,(n) € R oldugundan
f,(n) bir gercek sayi dizisidir.

d) f;(n)=4yn*—4 fonksiyonunu tanimsiz yapan degerler n®*—4 <0
esitsizligini saglayan degerlerdir. n=1icin f;(1)& R oldugundan
fs(n) gercek say dizisi degildir.

e) fs(n)=log(n) fonksiyonu n > 0 icin gergek sayilar kiimesinde
tanimlidir. Buradan vn € Z" i¢in f;(n) € R oldugundan fs(n) bir

gercek sayi dizisidir.

Diziler
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B ORNEK. 2

Asagidaki dizilerin ilk 5 terimini ve 100. terimini bulunuz.

2 (a)=(@n-1) ) (@)=("3")
l,ntek ise
b) (bn):(n2_1) d) (en): n
n n cift ise
c) (an)=(ﬂi§) e) (fh)=(1+2+3+...+n)
n. Terim ik 5Terim n=1,2,3,4,5 100. Terim n=100
a)| 3n—1 2,5,8,11,14 299
b) | n—1 0,3,8, 15,24 9999
c)| n+3 4 5 6 7 8 103
n+2 3456 7 102
¢)| (=) 1111 1 1
3" 3° 9 27 81" 243 3100
d)| (1 1 1 10000
o ntek 1, 4, §,16,§
n® n gift (f)=(1+2+3+...+n)
n(n+1)
e) _n(n+1)|1,3,6,10,15 5050 ==
f(n)=—%—

(=1)"

(a,)=(38n—1) ve (a,) =< 30 ) dizilerinin grafiklerini ¢cizmek icin Geogebra programinda giris bélumu-

ne asagidaki komutlar yazilir.

Girig: Dizi[(n, 3n-1), n, 1,5 Giris: Dizi[(n, (-1)"n /3”n), n, 1, 5]
) S —,

Dizi[ <ifade>, <degisken>, <baslangi¢>, <bitis> ] a,
1
an
;
R 1.°3 _5
8 2 ¢ 4 n
2345 T 1 (a=(F)
(an):(sn_1)

Diziler
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B ORNEK 3

Asagida acik sekilde verilmis dizilerin genel terimini bulunuz.

2 (@)=(p %25 ~) o (c)=(-214,-816-32 )

b) (b,)=(2, 5,10, 17, ...) ¢) (d,)=(1,5,2,5,3,5, 4, ..)

a) (a,) dizisinin payindaki terimler ardisik tek sayi, paydasindaki te-
rimler ise ardigik ¢ift sayidir.

Tek sayilar 2n — 1, ¢ift sayilar 2n ile g6sterilir ise

(1,3 5 7  2n—1
(a)=(2 5 & & Fn ) o

Buradan (a,) dizisinin genel terimi a, = 2n2;1 bulunur.

b) (b,)=(2,5,10,17,..)=(12+1, 22+1, 3241, 42+1, ...) oldu-

gundan b, dizisinin genel terimi b, = n®+1 bulunur.

) (c,)=(-2,4,—8,16, —32,...)=(-2", 22 —28 2% —25 ..) olur.

¢, dizisi 2 nin kuvvetleridir ancak dizinin terimleri (—1)" ile isaret
degistirmektedir.

Buradan c, dizisinin genel terimi ¢, =(—1)"-2" bulunur.

¢) (d,)=(1,5,2,5,3,5, 4, ...) dizisinde cift indisli terimler 5 sayisina

esittir. Tek indisli terimler ise n 42—1 kural ile yazilmistir.

n+1
Buradan d, dizisinin genel terimi d, =1 2

» n tek ise
5, n cift ise

bulunur.

Sonlu Dizi

7" sonsuz elemanli oldugundan f:Z" — R bigiminde tanimlanan her
fonksiyon sonsuz bir dizidir. Sonsuz dizinin elemanlari
(a11 a21 aaa L] an! "') leImIndedlr.

TANIM
keZ" ve A, kimeleri Z* nin alt kimeleri olmak Uzere

A, =1{1,2, 3, .., k} kimesinden R ye tanimlanan her fonksiyona
sonlu dizi denir.

a,:A,— R olmak lzere

a, sonlu dizisinin elemanlari (a;, @, as, ..., @) bigiminde gésterilir.

Diziler
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BwwORNEK4

A;=1{1, 2, 3, 4, 5} kiimesi veriliyor.

Tanim kiimesi A; olan ve genel terimi a, = 2+? olarak verilen dizinin

terimlerini yaziniz.

(aﬂ): (a1’ a2’ a3’ a4’ a5 0|UI’

Buradan (an)=<§ - 2 —) bulunur.

BwwORNEKS5

(a,)=(v36—n?) sonlu gercek say! dizisinin en cok kac elemani
vardir?

b oon

(a,) gercek sayi dizisi ise
ne 7" igin 36 —n® > 0 kosulunun saglanmasi gerekir.

36—n°>0 = 6>=n=>1olur. Buradan n=1, 2, 3, 4, 5, 6 degerleri
icin (a,) bir gercek say dizisidir.
O halde (a,) dizisinin en ¢ok 6 elemani vardir.

Sabit Dizi

TANIM
c € R olmak lizere vn e Z" igin genel terimi a, =c¢ olan a, dizisine
sabit dizi denir.

Buradan a, =c¢, a, =c, a;=c, ... bicimindeki sabit dizi
(a,)=(c, ¢, c, ..., C, ...) seklinde gosterilir.

B ORNEKG6

Genel terimi a, =901 olan dizi sabit dizi ise k degerini bulunuz.

Socont

a, dizisi sabit dizi oldugundan dizinin terimleri
a,=a,=..=a,=...=c bicimindedir.
Buradan a; = a, oldugundan

3-1+1 _3-2+1

2 1+k  2-2+k
_4 7
2+k  4+Kk

16+ 4k = 14 + 7K
k=2 = k=% bulunur.

Diziler
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B ORNEK 7

‘n+
Genel terimi a, = % olan dizi sabit dizi ise E—; = t—j oldugunu

g0steriniz.

Sboont

. .. o _k1'n+k2
a, dizisi sabit dizi oldugundan a, = K, n+k,
ki n+k,=c-(ksn+k,)
ki-n+k,=c-kzn+c-k,

=¢,ceR olur.

Ayni derecedeki terimlerin katsayilari esit olacagindan
ki=c-ks
k, =c-k, olur.

Buradan £:£=c bulunur.
ky  ky4

hus.ORNEK 8

_an’+bn+c

Genel terimi a, =
" dn®+en+f

olan (a,) sabit bir dizi ise %z

oldugunu gosteriniz.

34@ cOZUM

a,=a,=...=a, =k oldugundan

an’+bn+c=k-(dn*+en+f)
an=k-dn®> = a=k-d
bn=k-en = b=k-e
c=k-f = c=k-folur.
b
e

Buradan %= =%= k bulunur.

husORNEK.9

(a,)=(a(n®*+n)+b(n+1)—5n?—2a) dizisi sabit dizi olduguna gére
a,, dizisinin 30. terimini bulunuz.

a, dizisi sabit dizi oldugundan n, n? n?, ... gibi degisken igeren terim-
ler dizide bulunmaz. Buradan a, dizisinin genel terimi diizenlenirse
(a,)=(a(n®*+n)+b(n+1)—5n*-2a)

=an®+an+bn+b—5n*—2a

=(a—5)n?+(a+b)n+b—2a bulunur.
Buradan n ve n? li terimlerin katsayilari 0 a esitlenerek
a—-5=0=a=5vea+b=0=5+b=0 = b=-5 bulunur.
a, dizisi (a,)=(b—2a)=(-5—-10)=(—15) olup
a5, = —15 bulunur.

Diziler
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Esit Diziler

Ayni indisli terimleri birbirine esit olan dizilere esit dizi denir.
Her neZ" igin

a, = by,

a2 = b2!

a,=b, ise (a,) dizisi (b,) dizisine esittir denir ve (a,)=(b,) bici-
minde gdsterilir.

M. ORNEK 10

Genel terimleri a, = (sin%) ile b, =(—1)" olan diziler esit

midir?

n=1= a1=sin<37ﬂ>=—1
b1:(_1)1:—1:>a1:b1

n=2-a,= sin(%’f)z sin<2n+%>= 1

b2:(_1)2:1 = a2:b2

n=3= a3=sin<77”>=sin<27r+37”>=—1
b;=(-1)P°=-1=a,=b,

n=4= a4=sin<97”>:sin<47r+%>=1
b4:(_1)4:1 =>a4:b4

n=2k—1= a4 =Sin<4k2_1 )ﬂ:Sin<2kﬂ'—%>=—1

bay=(—1 Pl=—1= Qg1 = Doy

n=2k = a2k:sin<w>:sin<2kn+%>= 1

o= (1) =1= ay = by
Buradan a, dizisi acik olarak yazilirsa

(a,)=(-1,1,—1,1, ..., (=1)",...) olur.

b, dizisi de agik olarak yazilirsa s(b,)=(—-1,1,—1,1, .., (1), ...)
bulunur.
O halde (a,)=(b,) oldugu gorildr.

Diziler
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indirgeme Bagintisi ile Verilen Diziler
(Indirgemeli Diziler)

Bazi dizilerin genel terimi bir genel fonksiyon kurali olarak verilmeyebi-
lir. Bir terim kendinden dnceki bir veya birkag terim cinsinden verilebilir.

BewORNEK 11

a,=1ven=2icin a,=3a, ,+1 bagintisi ile verilen dizinin ilk 5
terimini bulunuz.

a,=3a,+1=3-1+1=4
a;=3a,+1=3-4+1=13
a,=3a,+1=3-13+1=40
as;=3a,+1=38-40+1 =121 bulunur.

Yukaridaki érnekte géruldigu gibi bir sonraki terim, bir dnceki terim
bulunarak hesaplanmaktadir.

TANIM

Her terimi kendinden dnceki bir veya birkag terim cinsinden tanimlana-
bilen dizilere indirgemeli dizi denir. Tanimlama bagintisina da indirgeme
bagintisi denir.

BewORNEK12

a; =3 venz=2igin
a,—a,_; = n+1 biciminde verilen a, dizisinin genel terimini bulunuz.

é@ cOZim

n=2=a,—a,=2+1

N=3=8;—8,=3+1

Nn=4-3a,—az=4+1
AN

+ n=n=a,—a_=n+1

n—1 tane 1
vardir.

a,—a;=(2+3+4+...+n)+(1+1+...+1)

a,-3 =M g ) (n—1).9

_n®+n

a, 5 +n+1
2 2
a,= n +n£2n+2 _n +?2>n+2 bulunur.

Diziler
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B ORNEK 13

a,=1,a,=1ven> 2 olmak Uzere a,=2a, ,+ta,_, indirgeme
bagintisi ile verilen dizinin ilk 7 terimini yaziniz.

Sbso

a; =1

a,=1

n=8=a;=2a,+a;=2-1+1=3
n=4-=a,=2a;+a,=2-3+1=7
n=5=a,=2a,ta,=2-7+3=17
N=6=as=2a;+a,=2-17+7 =41

nN=7 = a,=2as+as=2-41+17 =99 bulunur.

B ORNEK 14

a, =4 ve a=2 i¢in a,=2a,_, biciminde indirgeme bagintisi ile veri-
len a, dizisinin genel terimini bulunuz.

Soon

Dizinin terimleri alt alta yazilip ¢arpilirsa

ay = 234
ag = 2ay
ay = 2ag
: AN
N

X anzzan%

a,=2""a,=2""-4=2"" pulunur.

BwORNEK 15

(a,)= ( 32 i} ) dizisinin kag terimi % sayisindan buyudktar.

Soon

3n+1 9
on—-1-5
3n+1 9
on—1 50
15n+5—-18n+9 >0
10n—5 vneZ" igin
—3n+14>0 10n—5 > 0 olur.

3n< 14

n < 4,67 olur.

Buradan a;, a,, a; ve a, terimleri % sayisindan buyuk olur.

Diziler
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BewORNEK 16

Genel terimi a, = ggtg olan dizinin (2, 6) araligindaki terimlerini bu-

lunuz.

Soon

a, dizisinin (2, 6) araligindaki terimleri 2 < a, < 6 bicimindedir.

l. Yol 1. Yol
S £+ 3 vneZ" igin
n+ n
2<33—5 <6 2<35=5 <6 3n—-2>0 olur.
2<5n+3 5n+3 6n—4 <5n+3 <18n—12

3n—2> V€ 3n—>5 < 6 olur.
6n—4<5n+3=n<7

5n+3

3n—2_2>0 5n+3<18n—12=>n>%olur.
vneZ" igin 5n +33n—_62n+4 ~0
3n—2 > 0 olur.

-n+7>0

n <7 bulunur.

5n+3
3n—2 6<0
5n+33;1_82n+12 <0 vneZ* igin
—13n+15<0 3n—2 > 0 olur.
13n>15

n> 1—3 bulunur.

Buradan % <n<7olur.

O halde (2, 6) araliginda a,, a;, a,, a5 ve ag terimleri vardir.

B ORNEK 17

2_
Genel terimi a, = (n ;S)_(%n +5) olan dizinin hangi terimleri nega-

tiftir?

Socon

a, dizisinin isaret tablosu yapilirsa

_5 9
N |—co —4 3 5 4 400
?— +
(a,) dizi oldugundan (n ;2)_(%” 5 4 % _ Jf N _ + N
n < 0 olan bélge ¢6- | | ——
ztm kiimesine dahil Cbzim
edilmez. 9

n e Z" oldugundan £ <n<4 bulunur.
O hélde a, ve a; terimleri negatiftir.

Diziler
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BuwORNEK 18

(a,)=(-3n%*+10n—5) dizisinin en blylk degeri kagtir?

~®cozum

f(x) = —3x®+ 10x — 5 fonksiyonunun grafiginden yararlanilirsa
en biyuk dereceli teriminin katsayisi —3 oldugundan f(x) fonksiyonu

kollari asagi dogru bir paraboldur. Bu parabolin en blylk degerinin

apsisi r = E—g = % = % olur.
oo
N S
2 ..................
1 22 |3 X
3:
T A ——
]

(a,)=(—3n%*+10n—5) dizisi igin n pozitif tam say! oldugundan f fonk-
siyonun tepe noktasinin apsisine en yakin olan pozitif tam sayi degeri
bulunur. Bu deger n yerine yazildiginda dizi en blyUk degerini alir.
a,=f(1)=-83+10-5=2

a,=f(2)=-3-22+10-2—5=3 olur.

O halde a, dizisinin en bliylk degeri a, =3 bulunur.

b ORNEK 19
(ay) :( nn1611 ) dizisinin kag terimi tam sayidir?

*}@ co6zim

n+61 _n+1+60

n—+1 n+1

_n+1
n+1

60
n—+1

+

60
n+1

=1+ olur.

(a,) dizisinin tam sayi olan terimleri n6f1 ifadesini tam sayi yapan
degerlerdir. Buradan 60 =22-3"-5" sayisinin pozitif bélenleri sayi-

st (2+1)(1+1)(1+1)=3-2-2=12 tanedir. n € Z" oldugundan

n=0 icin n6491 = $ =60 oldugundan 60 sayisi pozitif bdlen olarak

alinamaz.
O hélde a, dizisinin 11 tane terimi tam sayidir.

Diziler
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TANIM

1 sayisindan baslanip bir gcokgenin koseleri temel alinarak her adimda
cokgenin kenarlarinin 1 fazla sayiyla bélinmesi ile elde edilen noktalar
toplaminin olusturdugu sayi dizisine cokgensel sayilar denir.

N\

[ J

t A AN

1 1+ 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+...+n
1 3 6 10 . DntD)

1 den n ye kadar ardisik dogal sayilarin toplami seklinde yazilan sayila-
ra Ucgensel sayilar denir. Bu sayilarla olusturulmus diziye ise tcgensel
sayi dizisi denir.

1=1
3=1+2
6=1+2+3

10=1+2+3+4
15=1+2+3+4+5

+
Dﬂ’7—1—)—1+2+3+ +n

Yukaridaki G¢gensel sayilarla olusturulan dizi ise

(an)=<1, 3, 6,10, 15, ..., w ) bicimde olacaktir.

L

f
3

_—> 0

AP At
1+3+5 3+5

32 42 n2

+ +3+ +3+

+7 1+3+5+...+2n—1
1 2

Bir tam sayinin karesi seklinde yazilabilen sayilara kare sayilar denir.
1+3+5+...+2n—1=n? olur.

Kare sayilarla olusturulan diziye ise kare sayi dizisi denir. Kare sayi
dizisi (a,)=(1, 2% 3% 42 ..., n? ...) bicimindedir.

Diziler
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e 6?@

devam eden besgensel sayi dizisinin 4. terimini bulunuz.

1@

f SR

1+4 1+4+7 1+4+7+10
1 5 12 22

1,1+4,1+4+7,1+4+7+10, ... oldugundan besgensel sayi
dizisinin 4. terimi 22 olur.

B ORNEK 21

ey

Yukaridaki sekilde verilen altigensel say! dizisinde bir indirgeme bagin-
tisi bulunuz.

Sekilde verilen altigensel sayi dizisi (a,) olsun.

a; =1
a,=1+5
a;=1+5+9

a,=1+5+9+13

a,=1+5+9+...+4n—3 bulunur.

Bir dnceki terim bir sonraki terimde yerine yazilirsa

a; =1
a,=a;+5
a;=a,+9

a,=az;+13

a,=a,_;t+4n—3 elde edilir.

Buradan indirgeme bagintisi a,=a,,_, +4n—3 seklinde bulunur.

Diziler
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s ALISTIRMALAR

1. Asagidaki fonksiyonlarin bir gercek sayi
dizisi olup olmadigini bulunuz.

a) f(x)=43x—1
b) f(x)=3%/x*—-4+5%x—-7

3x+1
x2—9

c) f(x)=

C) f(x)=(—1)y2"1

X+1 y<3ise

d) f(x)=

X X

_3 > .
X+1,x_3|se

2. Asagida genel terimleri verilen dizilerin
ilk 5 terimi ile 100. terimini bulunuz.

2 a=(-3)
b) a,=1+(=1)"

N _ nteki
n+1 Ise

n+1 ift i
—y n cift ise

c) @, =1+3+5+...+2n—1

c)a,=

n 2n
d) ( >:n7! olmak lizere a, =< )
r (n—=r)!-r! n

3. Asagidaki dizilerin genel terimlerini
bulunuz.

a) (a)=(L. 2.5, )

b) (a"):(z’ & 130’%"")
o) (a)=(2, 1. 4,
o) (an)=(y2,/2/2,/2y2/2,...)

d) (a,)=(1,3,6,10,...)

4. A,={1,2,3,4}
a, A, —~R, (a,)=(n>+n+1)

sonlu dizisinin terimleri toplami kactir?

5. a,=3a,_; ve a, =3 ise a,, degerini
bulunuz.

Diziler
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10.

1.

12.

13.

14.

Genel terimi
L:,]n++nl]<, n<3ise
a,= 5, n=3ise
10n+k+1

2n+3-m’ N3 ise

ile verilen dizi sabit bir dizi ise m+k degeri
kactir?

Genel terimi a, = cosnrx ile verilen dizinin
terimlerini acik olarak yazip buna esit
olan bir dizi bulunuz.

Genel terimi
a, Z%(“ +4/8) ;1(1 ) ) ile verilen

dizinin ilk 10 terimini bilimsel hesap ma-
kinesi veya GeoGebra programi kullana-
rak hesaplayiniz. Bu diziye ait bir indirge-
me bagintisi bulunuz.

a,=3vea,;—a,=n+2ise (a,)
dizisinin genel terimini bulunuz.

(n*-81)(n—=7)
(3n+1)
dizinin kac terimi negatiftir?

Genel terimi a, = olan

3n+1
n+2

terimi (2, 5) araliginin disindadir?

Genel terimi a, = olan dizinin ka¢

Genel terimi a, = —n?+3n+5 olan dizinin
en biliyiik terimi kactir?

Genel terimi a, = @ olan dizinin ka¢

terimi tam sayidir?

n>—3n+5
n+1

tam sayi olan en kii¢iik terimi kactir?

Genel terimi a, = olan dizinin

|
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Bir Dizinin Kismi Toplamlari

TANIM

Bir a, dizisinin birinci teriminden n. terimine kadar terimlerinin topla-
mina bu dizinin kismi toplami denir ve S, ile gosterilir.

S, =a,

S,=a;ta,
S;=a;ta,ta;
S,=a;ta,tas+a,

S,=a,+ta,+az+..+a, seklinde bulunur.

BwORNEK 22

Genel terimi a, = %—ﬁ olan dizinin ilk n terim toplamini bulunuz.

S THE eI HES IR
S,=a;ta,tas+ta,

SUS TN R PSR
S,=a;ta,ta;+...ta,

nl1 olur.

:1—

a, dizisinin ilk n terim toplami S, =1 _n1T1 biciminde bulunur.

Il. Yol

e
+ T T

—q__ 1
S, =1 o olur.

Diziler
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BwwORNEK23

n
Genel terimi a, = (%) olan dizinin ilk n terimin toplamini bulunuz.

]
S1:a1:§
1,1
S.=ata=gtrog
S3=a1+a2+a3=%+%+%=%
1,11 1 15
Se=2t7t8T16 =16

S, = 2 2_n1 bulunur.

B ORNEK 24
;

Genel terimi a, = m¥2).(n+3) olan dizinin ilk 20 terim toplamini
bulunuz.

an = (n +2)‘-I(n 3~ nwAL2 + nES seklinde basit kesirlerin topla-

mi olarak yazilirsa ve

1 __A n B
(in+2)-(n+3) n+2 n+3

1=(n+3)-A+(n+2)-B
1=nA+3A+nB+2B
1=n(A+B)+3A+2B

esit dereceli terimlerin katsayilarinin esitlenmesi ile bulunan
A+B=0ve 3A+2B =1 denklemleri ¢6zillrse
A=-B=3(-B)+2B=1=B=—1ve A=1olur.

— 1 __1 1 i "
Buradan a, = M+2)(n¥3) n+t2 n+3 elde edilir. Buna gére

a1+a2+...+an=%— nls bulunur.

O hélde a, dizisinin ilk n terim toplami S, =%— 1 olur.

n+3

Buradan n=20 icin ilk 20 terim toplami

1

Sw =555 =32 elde edil.

q




BuwswORNEK.25

Genel terimi a, = n-n! olan bir dizinin ilk 15 teriminin toplamini bulu-
nuz.

Sboon

(a,)=(n-n!) dizisinde
n-n=(n+1—1)-nl!

=(n+1)-nl—n!
=(n+1)!—n! elde edilir.
Bu durumda
a, =gl 1!

8.2 :\8{_\&'
a; = X'\— !
N

+ A= 16!—\@!
S5 =16!—1! bulunur.

Toplam Sembolii

Bir a4, a,, ...,a,, ... dizisi i¢in ilk n terim toplami
S,=a,;+a,+as+..+a,= 2, a, biciminde yazilabilir. >, (sigma)
k=1

semboll S, toplamini kisaca géstermek icin kullanilan bir sembolddr.
n

> ax, k=r den n ye kadar a, toplami seklinde okunur.
k=r

k degiskenine toplamin indisi denir. indis gesitli harflerle gésterilebilir ve
alt sinir degerinden Ust sinir degerine kadar ardisik tam sayilar olarak
artar.

b ORNEK 26
Asagidaki toplamlari hesaplayiniz.

a) Xk b) 2K c)k;(_ll) o) D2

S ont

8
a) ), k=3+4+5+6+7+8=33
k=3

4
b) D k?=12+224+3%+42=30

k=1

5 1)k —

6
O >2=2+2+2+2+2+2=12

k=1 k=2 k=3 k=4 K?S If?6
icin icin icin icin icin icin

Diziler
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B ORNEK 27

Asagidaki kismi toplamlari toplam semboll kullanarak yaziniz.
1.1.,.1 1

a) 1°+2%4+3°+4°%+5° )1tz tgtozt..tan

b) V5+V6+7+..+/97 c)2-4+6-8+10—12+14

Socon

5
a) 1°+234+3°+4%+5°= > &k°

k=1
93
b) Y5+v/6+y7+...+/97 = > J/k+4 veya baslangic degeri 5 ali-
k=1
97
nirsa v/5+y6 +v7 +...+v/97 = 2. Yk bigiminde yazilabilir.
k=5

1,1 1 1 1
C) 1+§+§+7+"-3n71 —k:z1 Sk_1

7
c) 2—4+6-8+10—12+14= D (—1)<". 2k

k=1

Terimler pozitif, negatif, pozitif, ... biciminde oldugundan (—1)*
veya (—1)"" terimi olmalidir. Cift sayilar ise 2k ile gosterilir.

Bew®ORNEK 28

Bir kovanda 10 kg bal bulunmaktadir. Kovandaki bal miktari her ay %5
artmakta ve ciftci bu kovandan her ay 2 kg bal almaktadir.
Buna gore

a) Baslangicta kovanda 10 kg bal olduguna goére n. aydaki bal miktar
b, dizisi ile gosterildiginde b, dizisine ait bir indirgeme
bagintisi bulunuz.

b) 4 ay sonra kovandaki bal miktarini hesaplayiniz.

Sboons

2) 1. ay b, =10+10-525 -2

2.ay b,=b,+b, 5252

3.ay by=b,+b, 1352
_ 5
n.ay b,=b,_;+b,_;- 100 2

Buradan b, =b, (1 + 4007 )~2=ba 11,052 bulunur.

b) 4 ay sonra kovandaki bal miktari
b,=b,-1,06—-2=10-1,05-2=8,5
b,=b,-1,056-2=8,5-1,06-2=6,925
b;=b,-1,056—-2=6,925-1,05—2=5,27125
b,=b, 1,056—2=5,27125-1,05— 2 = 3,5348125 kg olur.

Diziler
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s ALISTIRMALAR

1. Asagida genel terimleri verilen dizilerin 5. Asagidaki toplamlari toplam sembolii kul-
S,, S,, S5, S, ve S, kismi toplamlarini lanarak yaziniz.
bulunuz. ) a) 5°+6°+7°+...+100°
3) an:<%> b) 1-9+27-81+243-729
b) a,=—1--—1_ ) Tz+z 3 54"+ o9 100
c) a,=yn—yn+1 c) 1—2x+3x*—4x3+5x*+ ... — 100x*°

¢) a,= Iog(ﬁ)

d) a,=cos(nx)

1
&) &= 1+ /n "
> cos?k® degerini bulunuz.
k=1
2. Bir (a,) dizisi verilsin.

B, dizisi B, =a, ve her n=2 igin

B, =B,_; +a, biciminde tanimlaniyor.

B, dizisinin genel terimini (a,) dizisinin

terimleri cinsinden yaziniz.

3. (a,) dizisinin genel terimi 7. y
a;=a,=2ven=3icina,=n-a,_,
bagintisi ile veriliyor. (a,) dizisinin ilk 50
teriminin toplaminin birler basamagindaki Ay Aqo
rakam kactir?

<
Il
w|x

> Aa A4 X
12345 1011
4. Asagida toplam sembolii ile verilen ifade- "
leri acip toplamlar hesaplayiniz. Yukaridaki grafikte bir kbsesi y = 3 dogrusu
5, Uzerinde ve taban uzunlugu 1 birim olan dik-
a) Z k doértgenlerin alanlari A,, A,, A, ... biciminde
k=1
verilmistir.
5 ) ) 10
b) 2 (—1y12 Buna gore Y, A, degerini bulunuz.
j=-2 k=1

) 3ot

c) E(W—WH)

100 8. Bir hastaya her giin 20 mg ila¢ veriliyor. Has-
d) i=—1olmak tzere ). i* ta verilen ilacin %80 ini her giin viicudundan
k=1 . . ..
atiyor. S, , n. gun hastanin viicudunda biriken
ilagc miktari olduguna goére S, degerini bu-
lunuz.

&) 2((—1 ¥ (3k—2))

Diziler
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Gorsel 2.3
Fidan

Aritmetik Dizi

Boy (cm)
4

66
62
58
54 I
50
. > Vil

2012 2013 2014 2015 2016

Yukarida 2012 yilinda dikilen bir agacin yillara gére uzama grafigi veril-
migtir. Bu grafikte géruldigu gibi agacin boyu dogrusal olarak uzamigtir.
Agacin yillara gére boy uzunlugunu gdsteren dizi analitik duzlemde gés-
terildiginde bu dizinin elemanlarinin bir dogru tizerinde oldugu goérulir.

Boy (cm) Dogru denklemi y=mx+n oldu-
66“ gundan genel terimi a,=dn+k
olan bir dizinin ardigik terimleri ara-
62 sindaki fark
[o1: ) I ——— : ap.i—a,=d(n+1)+k—(dn+k)
=dn+d+k—dn—k
54 an:; —a, = d seklinde bulunur.
50} d sabit bir sayl oldugundan a, dizi-
=Ov 1T 2 3 4 5N sinin terimleri arasindaki fark esittir.
TANIM

Ardisik her iki terimi arasindaki fark esit olan diziye aritmetik dizi denir.

a,, a, as, .., a,, ... dizisi bir aritmetik dizi olsun. Bu durumda
a,—a;=az;—a,=a,—a;=..=a,;; —a,=... = d olacak sekilde bir
d € R sayisi vardir. d sayisina aritmetik dizinin ortak farki denir.

Aritmetik dizinin terimleri arasindaki fark d oldugundan a, aritmetik
dizisinin terimleri

a,=a,;+d
a;—a;+2d

a,=a,+3d

a,=a;+(n—1)d

olur. Buradan a, aritmetik dizisi
(a,)=(ay, a;+d, a;+2d, a;+3d, ..., a;+(n—1)d, ...)
seklinde yazilabilir.

a, aritmetik dizisinin genel terimi a, = a, +(n—1)d biciminde bulunur.

Diziler
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BwORNEK29

8, 5,2, —1, —4, ... biciminde verilen dizinin genel terimini bulunuz.

_\% .

8,5 2, —1, —4,..
(A AN A N 4
-3-3 -3 -3
Dizinin ardigik terimleri arasindaki fark esit oldugundan bu dizi aritme-
tik bir dizidir ve ortak fark d =—3 olur.
a, = 8 oldugundan genel terim
a,=a,;+(n—1)d
=8+(n—1)(=3)
=8—-3n+3=11-—3n bulunur.

Aritmetik Dizinin Ozellikleri

1. a, bir aritmetik dizi ve n # p olmak iizere a, = a, +(n —p)d
olur.

ispat
a,=a;+(n—1)d
a,=a,;+(p—1)d

a,—a,=(n—1)d—(p—1)d

a,—a,=nd—d—pd+d

a,—a,=(n—p)d
a,=a,+(n—p)d elde edilir.

B ORNEK. 30

a, =21 ve a; =39 olan bir aritmetik dizide a,, kagtir?

Sheon

l. Yol Il. Yol
a,=a,;+(n—1)d a,=a,+(n—p)d bagintisi
a,=a,;+(2—1)d kullanilirsa
21=a;+d a;=a,+(5—-2)d
ag=a,;+(5—1)d 39=21+3d
39 = a, +4d olur. d = 6 bulunur.
a;+d=21 Buradan
a; +4d =39 oldugundan a,,=a,+(10—-2)d
—4a,—4d =-84 a,0=21+8-6 =69 bulunur.
+ a,;+4d=39
—3a,=-45
a, =15 ve 15+d =21
d =6 bulunur.
Buradan
a,,=a,t9d=15+9-6 =69 elde edilir.
Diziler
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2. Bir (a4, @, as, ..., a,) sonlu aritmetik dizisinde bastan ve son-
dan esit uzakliktaki terimlerin toplami birbirine esittir. (a,) arit-
metik dizisinde a, +a, =a,+a,_, =a;+a,_, = .. olur.

ispat
a,+ta,=a,+(a;+(n—1)d)=2a,+(n—1)d
a,+a, ;=a;+d+a,+(n—-2)d=2a,+(n—1)d
a;t+a, ,=a,;+2d+a,+(n—-3)d=2a,+(n—1)d
Buradan a,+a,=a,+a, ;=azta, ,=... oldugu gorilir.

-

a, aritmetik dizisinde a;+a,, =20 ise a;+ag kactir?

Soon

a;t+a;,=a,;+2d+a,+9d
=2a,+11d
=20
a;tag=a,+4d+a,+7d
=2a,+11d
= 20 bulunur.

3. (a,) aritmetik dizisinde p € Z* ve 1 < p < n olmak lizere

an-pt+an+
an= % olur.

ispat
a, ptay,=a;+(n—p—1)d+a;+(n+p-1)d
=2a,+nd—pd—d+nd+pd—d

=2a,+2nd—2d
=2a,+2(n—1)d
=2(a;+(n—1)d)
=2a, olur.
a, _+a,
Buradan a,=—""5—"" bulunur.
' )

9
a,+a;=8ise ), a, degeri kagtir?
k=1

Sboon

a,+ta
a5=%=%:4 olur.

a,tags=a,+tag=az;+a,=a,+as =8 oldugundan
9

2. ag=a,ta,tagta,tastagta, tagta,

k=1

=(a;+ag)+(a,tag)+(az+ta;)+(a,+as)+as
=8+8+8+8+4 =36 bulunur.

Diziler




4. (a,) aritmetik dizisinin ilk n terim toplami
S,

=> a=a,+a,ta;+..+a, ise
k

1
Sn=%(a1 +an):%(231 +(n-1)d) olur.

ispat
S,=a;ta,ta;+...+ta,;ta,
S,=a,+a, ;+..+a,+a,

a,ta,=a,+a, ,;=..=a,+a,

2S,=(a;+a,)+(a+ta,¢)+..+(a,.s+a,)+(a,+ay) o
n tane esitlik vardir.

ZSn: n'(a1 +an)

S, = %(31 +a,) olur.

a,=a,;+(n—1)d oldugundan
S,=5(a;+a;+(n—1)d)=5(2a,+(n—1)d) baginusi elde edi.

B ORNEK 33

50 ile 100 arasinda 3 ile bélinebilen tam sayilarin toplami kagtir?

o oon

50 ile 100 arasinda 3 ile bélinebilen sayilar 51, 54, 57, ..., 99 oldu-
gundan bu dizide ortak fark d =3 olur.
Son terim —ilk terim
Artis miktan
a _ 99-51

_a,— 84 _
i +1= 3 +1 =17 bulunur.

Terim sayisi =

Buradan
S,=51+54+57+...+99

S, =3(a,+a,)="1L(51+99)=1275 elde edilr.

B ORNEK 34

Genel terimi a, = 4n+ 2 olan aritmetik dizinin ilk n terim toplamini

bulunuz.

l. Yol . Yol
S,=a,+ta,taz+..+a, dir. Sn:%(a1+an) ve
a;=4-1+2 .

a;,=4-1+2=6 olmak Uzere
a,=4-2+2 n
a,=4-3+2 Sn=§(6+4n+2)
: =%(4n +8)
a,=4-n+2 )

+ = 2n°+4n bulunur.
S,=4-(1+2+3+...+n)+2-n
S, =4 (20 )1 on = 207+ an
bulunur.

Diziler
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BwwORNEK35

ilk n terim toplami S,=-n?+2n olan bir (a,) aritmetik dizisinde
a,t+ag+ag toplami kactir?

Socon

Ss=a,ta,tasta,tast+a,

S;=a,;ta,ta,

Ss—S,;=a,tag+ag bulunur.

Buradan

a,tas+a;=S;—S,=(—6°+2-6)—(—-32+2-3)
=—24+3=-21olur.

B ORNEK 36

ilk n terim toplami S, =3n?+5n olan bir aritmetik dizinin genel terimi
nedir?

Sbcon

S,=a,=3-1?+5-1=8
S,=a,+a,=3-2°+5-2=22
a,ta,=a,+a;+d = 2a,+d=22
2-8+d=22
d =6 olur.
Buradan a,=a;+(n—1)-d
a,=8+(n—1)-6=6n+2 bulunur.

s ORNEK.37

Sonlu bir aritmetik dizinin birinci terimi 5, sonuncu terimi —23 tir. 5
ile —23 arasina aritmetik dizi olusturacak sekilde 6 tane terim yerles-
tiriliyor. Buna gdre birinci terim ile sonuncu terim arasina yerlestirilen
terimlerden dérdincisi kactir?

Sosont

Birinci terim ile sonuncu terim arasina 6 terim yerlestirildigine gére bu
sonlu dizi 8 elemanlidir.

Birinci terim a, =5,

sonuncu terim

ag =23 ise
a,+7d=-23
5+7d=-23
7d =-28
d=—4 olur.
Yerlestirilen terimlerden dérdincisi a; olup
as=a,;+4d

=5+4-(—4)=5—-16=—11 bulunur.

Diziler
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BwwORNEK 38

Yeni egitim ve 6gretim yilina hazirlanan bir okulda her gin bir énceki
ginden 2m? daha fazla duvar boyayan goénulli bir veli ilk giin 20 m?
duvar boyamistir. Buna gére 30 giin sonra toplam ka¢g m? duvar boya-
mis olur?

o cont

1.gin  a;,=20
2. gun a,=20+2-1
3.gin az;=20+2-2

n.gin a,=20+2-(n—1)
30. glin a4, =20+2-29 =78 m? duvarboyar.

Buradan bu boyacinin 30 guin sonra boyadigi toplam alan

Sa = %(31 +aso)

S3=15(20+78)
=15-98 = 1470 m? bulunur.

BussORNEK.39

Mehtap ve Sevgi engelliler yararina diizenlenen yardimseverlik kosu-
suna katilacaktir.

o Mehtap birinci glin 4 km kosmus ve sonraki her glin bir dnceki
gline gdre 300 m daha fazla kogsmustur.

e Seuvgi birinci giin 3 km kosmus ve sonraki her giin bir énceki giine
gbre 400 m daha fazla kosmustur.

Ayni gin kosmaya baslayan Mehtap ile Sevgi kaginci glin ayni mesa-
feyi kosmus olur?

Sbcozom

Mehtap icin Sevgi icin
a,; =4 km =4000 m b, =3 km =3000 m
d; =300 m oldugundan d, =400 m oldugundan
a,=4000-+(n—1)-300 b,=3000+(n—1)-400
= 3700 +300n olur. = 2600 +400n olur.
Bu durumda
an = bn
3700 + 300n = 2600 + 400n
1100 = 100n

n = 11 bulunur.

Mehtap ile Sevgi 11. glin ayni mesafeyi kosmus olur.

Diziler
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B ALISTIRMALAR

1. ik terimi 5, dérdiincii terimi 20 olan arit-
metik dizinin kacinci terimi 145 tir?

2. Bir aritmetik dizinin ardisik g terimi
2x—4, x+8, 3x—7 ise bu dizinin ortak
farki kactir?

3. 5 ile 95 sayilan arasinda bu sayilarla arit-
metik dizi olusturacak sekilde 6 tane say
yerlestirilirse olusan bu dizinin 5. terimi
kac olur?

4 (an)=((p—4)n*+(p+2)n+3p+1) bir
aritmetik dizi olduguna goére as kactir?

5. an aritmetik bir dizi ve
astastas+..+aiz=121ise
atast+ast..+tau
toplami kactir?

Diziler
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10.

Genel terimi a, = 3n—5 olan aritmetik di-
zinin ilk n terim toplamini bulunuz.

ilk n terim toplami S,=2n?+11n olan
aritmetik dizinin genel terimini bulunuz.

Bir aritmetik dizinin ilk 40 terim toplami 120,
ilk 80 terim toplami 400 ise ilk 50 terim top-
lami kactir?

Her glin bir 6nceki glinden 5 sayfa fazla kitap
okuyan bir 8grenci ilk giin 12 sayfa kitap oku-
mustur. Bu égrenci 20 giin sonra toplam
kac sayfa kitap okumus olur?

an aritmetik bir dizi olmak Uzere a, dizisinin
ilk 35 terim toplami 105 ise as+as+as de-
geri kactir?

|
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Geometrik Dizi

Gorsel 2.4

Sekildeki gibi yukaridan atilan bir elastik top her seferinde bir énceki
yuksekliginin % U kadar ziplamaktadir. (h,) dizisi bu topun zipladigi

yuksekliklerin olusturdugu bir dizi olmak tzere

h,=5
h,=5-%

s (4]

s (4]

(hn) < ’%’ 352’ :;53 3n5—1’ >

Bu dizide % =pl=pt= hr"]“ = oldugu garilir.
1 2 3 n

TANIM
Bir (a,) dizisinde her n pozitif tam sayisi icin a,#0 olmak lizere

an+1

a,
metrik dizi, r sayisina da bu dizinin ortak ¢arpani veya ortak orani denir.

=r olacak sekilde bir r gercek sayisi varsa (a,) dizisine geo-

(ay, a,, as, ..., a,, ...) geometrik bir dizi olsun.

Bu dizide

a, _

a—1—l’ = a,=ay-r

a _ . r=a..rr=a..r2

a, = @=ar=a, rr=a;r

a

a—er = a,=azr=a,; r’r=a, r

a _

an: =r = a,=a, ,r=a, "' olur.
Buradan (a,) dizisi (a,)=(ay, a;-r, a,r% ..., a,-r" ', ...) olur.

(a,) dizisinin genel terimi a, = a, r" ' seklinde bulunur.

Diziler
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-

5, 15, 45, 135, ... biciminde verilen dizinin genel terimini bulunuz.

Soon

a +1 o o I
:—f = a—z = Z—: == -3 oldugundan (a,) dizisi geometrik bir

dizidir ve (@,) dizisinin ortak carpani r =3 olur.
Buradan genel terimi
a,=a,rn’

=5.3""1

_ 5
=3 3" bulunur.
Geometrik Dizinin Ozellikleri

1. (a,) geometrik dizisinde 1 <k <n ve k € N olmak iizere ortak
carpanrise a, = a, - r"~ ¥ bagintisi vardir.

ispat

a,=a, r’
a,=a, r<’

a, _a; "',
a a,-r! -
oldugundan

a,=a,r" * bulunur.

BewORNEK 41

(a,) geometrik dizisinde a, =48 ve a, =384 ise a, kagctir?

Socont

l. Yol Il. Yol
a,=a, r* a,=a, r°
a,=a, r* a,=a,r’

—419.3 .

384 =48t oldugundan

8=rs

a; _ a3 _

r=2 olur. 34:a1-r3_r
ag=a, r 384 _
ag = 48 -2°= 1536 bulunur. 48
8=rd
r =2 bulunur.
a,=a, r
48 =a, 2°
a, =6 olur.
Buradan a,=a, r®=62%= 1536
bulunur.
Diziler




2. Bir geometrik dizide her terim kendisine esit uzakhktaki terim-

lerin geometrik ortalamasina esittir. k <p icin a,=,/a, ,-a,.
olur.

ispat

Ay Apex=a 1P T, P
=aj2 r®2 olur.

Buradan

Yap @i =ay P

Y@,k 8, = @, bulunur,

B ORNEK. 42

(a,) bir geometrik dizi olmak (izere a, a5 a5 a, ag-aq a5, = 128
ise a, kactir?

oot

_ _ .2

A7 =434 Ay =34 Ay = a7

a7=\/a5'a9=a5'a9=a72

a,=.ay ag = as ag=a;, olur.

Buradan

a, 858587 8589 A1 =(84°8y0) (85-a9) (85" a5) a7
=a72'3072'372'37
=a,’ =128 olur.

a,’ =128 = a, = 2 bulunur.

3. Sonlu bir geometrik dizide bastan ve sondan esit uzaklikta
bulunan terimlerin ¢arpimi birbirine esittir.
(a4, a, as, ..., a,) geometrik dizisinde

a;-a,=a, a,,=as a,,=..=ag a1 — .- bulunur.
ispat
a,ra,=a, a,; '
a2’
a, a, =a, - r-a;r?
a2’
az-a, ,=a, r‘-a;-rm?
a2’

A8, = a pk-1 ‘a,- pnke1-1

=aj2 r"" bulunur.

Buradan
Q1 ay=a2' A1 = Az Apn2 = ... T A Apk1 T
elde edilir.

Diziler
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BewORNEK 43
(a,) geometrik dizisi a, = (16, a, b, c,d,e, %) bigimindedir.

Buna gbre a-b-c-d-e degeri kactir?

a4:\/a1'a7
_ 1_
c=416-4=2

Buradan a-b-c-d-e=c-(a-e)(b-d)=2-4-4=232 olur.

4. Birinci terimi a, ve ortak ¢arpani r olan bir (a,) geometrik

dizisinin ilk n terim toplami r #1, S, =a,- 11—_rr olur.

ispat
S,=a,;ta,taz;+..+a,
S,=a,+ta, r+a, r’+..+a, "’
esitliginin her iki tarafi r ile genigletilirse
r-S,=a,-r+a;-r*+a;-r*+...+a,-r" bulunur.
Buradan
S,=a,+a, r+..+a,
_rS,=a;r+a; r’+a; r’+..+a;r
S,—r-S,=a,;—(a;r)
S,(1-r=a,(1-r")

_¢h
S,=a;: 11 _rr bulunur.

BwORNEK 44

2" +2%24 2%+ ...+ 2 igleminin sonucu kagtir?

Soon

a, = 2" geometrik dizi ve r =2 oldugundan

1-r"
Sh=ay—;
1-—2"
Siw=2: 1—-2

= 2046 bulunur.

Diziler
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BwwORNEK 45

Yandaki sekilde verilen karelerin

kenari bir soldakinin yarisi kadar-

dir. En soldaki karenin bir kenari

10 birim ise bu sekilde siralanmis

15 tane karenin alanlari toplami
= kactir?

10 birim

< coz0Mm

A, karelerin alani olmak lUzere
S,=A,+tA,+..+A, olacaktir.
A, =10%=100 birimkare

A, = 5% =25 birimkare

_Ay_ 25 1

Buradan

S.=a;:

=ﬂ-<1 _F> birimkare bulunur.

BuwORNEK 46 o

Bir geometrik dizinin ilk 6 teriminin toplaminin ilk G¢ teriminin toplamina
orani 65 ise bu dizinin ortak carpani kagtir?

5 GOZUM—
Se _
83_65
1—1r8

a‘(1—r>_
3 65

a (1—r )

N1-—r

1—r5 _

1 =8
A=T%)(1+r%) 65
=

r® =64
r =4 bulunur.

Diziler
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M ALISTIRMALAR

- Asagidaki dizilerin genel terimini bulunuz.

a)3, 3,3 3 ..
b) 0,3, 0,09, 0,027, 0,0081, ...
c)1,v2,2,2/2, ..

-8,—2,_1 _1
¢) 5 g

- (a,) geometrik bir dizi olmak lizere

a, =% ve ag =9 ise a, kactir?

. Bir geometrik dizinin ardigik Gg¢ terimi
x—3, 2x—1, 4x+13 ise x kactir?

. Ardisik U¢ terimi x+vy, 2x—3y, 3x—7 olan
dizi hem aritmetik hem geometrik dizi ise bu
dizinin ilk terimi kactir?

. 2 ile 512 sayilari arasina bu sayilarla geomet-
rik dizi olusturacak sekilde 3 sayi yazilyor.
Buna gére bu dizinin t¢linci terimi kagtir?

. Asagidaki toplamlari hesaplayiniz.

a) -15+30—-60+...— 960

1 1 1 1
b) 1 —§+Z—§+...—51—2

c) 0,0025+0,025+ 0,25 + ... + 25000

Diziler
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7. (a,) geometrik dizisinde ilk n terim toplami

S, olmak lzere Sg—S;=32S; ise bu dizi-
nin ortak carpani kactir?
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=

TR
T
HHHH

T I

e

T
e

i
i

=i
T
H

=i
T
H
f

=
T
T
s

T

Yukaridaki sekilde I. adimda bir kenari 9 birim
olan bir kare, 9 tane es kareye ayrilip ortada-
ki kare boyaniyor. Il ve lll. adimda ayni iglem
boyali olmayan diger karelerde tekrarlaniyor.
Buna gére lll. adim sonunda boyali karele-
rin alanlari toplami kac olur?

/

Yukaridaki grafikte bir kdsesi f(x) = 5%
fonksiyonu Uzerinde bulunan dikddértgenle-

10
rin alanlari A, olmak iizere S,,= > A,
k=1

degeri kactir?

iy




Fibonacci Dizisi

Fibonacci Hint-Arap ondalik sayi sistemini, Arap sayilarini kullanan ve
bunlar tanitan ilk Avrupalidir. 1202 yilinda basilan kitabi “Liber Abaci”
ondalik sistemde aritmetik islemlerin nasil yapilacagini anlatir.

Fibonacci “Liber Abaci’nin 12. béliminde su soruyu sormustur: “Eger
bir tavsan ciftinden her ay yeni bir ¢ift yavru dogarsa ve yeni dogan her
cift ikinci ayinda doguracak seviyeye gelirse bir tavsan ciftiyle baslan-
diktan bir yil sonra kag tavsan cifti olur?”

Gorsel 2.5: Leonardo Fibonacci

Bu sorunun ¢dzimd igin agagidaki tablo olusturulsun.

Baslangic | 1. Ay | 2. Ay | 3. Ay | 4. Ay | 5. Ay
Yetigkin Cift 1 1 1 2 3 5
Bebek Cift 0 0 1 1 2 3
Toplam Cift 1 1 2 3 5 8
Tablo 2.2

v
b ddp rdan
#i, h““}é’ ‘) ﬁ d;;m r& & %
R S
s e B

Gorsel 2.6

B

% 4 -u
“Bh b e

)

B

Toplam cift dizisi, bir sonraki terim kendisinden énceki iki terimin topla-
mi seklindedir. F, toplam cift dizisi olmak tGzere F, =1, F,=1ve n>2
icin F,., = F,+F,_, indirgeme bagintisi ile gésterilebilir.

Buradan Fibonacci dizisi
(F.)=(1,1,2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...) biciminde

bulunur. O hélde 1 yil sonra 233 tavsan cifti olur.

Diziler
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J/5+1

29 13 Uzun kenarinin kisa kenarina orani —5 — ~ 1,618 olan dikdérgen-

den her defasinda bir kare cikarilarak elde edilen karelerin kenar uzun-
luklarini yarigap kabul eden ¢eyrek ¢emberin her bir karenin icine ¢izil-
mesiyle Fibonacci spirali olusturulur.

simiza ¢ikmaktadir.

2
@ / Fibonacci dizisi, aritmetik ve geometrik dizi dogada pek ¢ok yerde kar-
5 8

Gorsel 2.7: Deniz kabugu

Ornegin deniz kabugunda Fibonacci sayi dizisi vardir. Deniz kabugu
blaydduginde olusan yeni odaciklarin biyukligiu kendinden énceki iki
odacigin bayukltkleri toplami kadardir.

Gorsel 2.9: Aycicegi
Gorsel 2.8: Cam kozalagi

Gam kozalagi ve aygiceginin merkezinden disari dogru spiraller olustu-
rulursa sagdan sola ve soldan saga dogru taneler sayildiginda ortaya
cikan sayilar Fibonacci dizisinin ardigik terimleridir.

Sadece dogada degil mimaride de Fibonacci dizisi, aritmetik ve geo-
metrik dizi bulunmaktadir.

Gorsel 2.10: Selimiye Camisi Gorsel 2.11: Stleymaniye Camisi

Mimar Sinan Suleymaniye ve Selimiye camilerinin minarelerinde Fibo-
nacci dizisini kullanmistir.

Diziler
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Yasam Cicegi

Yasam cicedi, ic ice gecmis ayni yaricapa sahip cemberlerden olusan
bir geometrik sekildir. Farkli cografyalarda yapilan arkeoloji calisma-
larinda ortaya cikan tarihi eserlerde drneklerini gérmek mumkindur.
Turkiye’de Beysehir Esrefoglu Camisi’nde, Amasya Gk Medrese Ca-
misi’nde, Mimar Sinan’in Selimiye Camisi’nde yasam cicegi sembolleri
mevcuttur. Bunun yaninda sabun kdépugu, DNA sarmali ve ari petegin-

de de yasam cicegi sembolleri mevcuttur.

Yasam cicegi deseni Uzerinde yapilan dizi uygulamalari asagida veril-

migtir. Buna gore

a) Yandaki sekilde cemberlerin kesisim nok-
talari Gg¢gensel sayi dizilimini gdstermek-
tedir. Buna gore lcgensel sayi dizisinin
genel terimini bulunuz.

b) Yandaki sekilde c¢emberlerin kesisim
noktalari altigensel sayi dizilimini gbster-
mektedir. Bu dizinin ilk n terim toplami

S, = n~(n+125-(4n—1) olduguna gore

aso degerini bulunuz.

%@ cOZUM

e
AN
(000

a) Ucgensel say dizilimini gdsteren sekil incelendiginde say dizileri
1,1+2,1+2+3, .., 1+2+3+...+n seklinde olup dizinin genel

terimi a, = w seklinde elde edilir.

b) Altigensel say! dizisinin ilk n terim toplami
_n(n+1)(4n—1)

S, = 6 olduguna gére
Se= % =595
8, = 101139 _ 715 g1y
Buradan
a10=S1—S
=715—-525

=190 olarak bulunur.

Diziler

Amasya Gok Medrese
Camisi’nden alinmig

yasam cicegi motifi

Mimar Sinan’in
Selimiye Camisi’nden
alinmis yasam cicegi motifi

Beysehir Esrefoglu

Camisi’nden alinmis

yasam cicegi motifi
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s ALISTIRMALAR

1. Zeno Paradoksu

4

10m

Yunan Felsefeci Zeno’nun gelistirdigi para-
dokslardan biri olan Achilles (Asil) ve kab-
lumbaga hikayesi bir kosucunun gercekte
kaplumbagay!r yakalayamacagini anlatir.
Kaplumbaganin hizi 1m/sn ve Achilles’in
hizi 10 m/sn olsun. Achilles 10 m kostugunda
kaplumbaga 1 m ilerleyecektir. Achilles

1 m kostugunda kaplumbaga 11—0 m ilerleye-
cektir.

Buna gére

a) Yukaridaki veriler yardimi ile bir (a,)
dizisi olusturunuz ve a; degerini bulu-
nuz.

b) ilk n terim toplamini ifade eden baginti-
yive (Ss) degerini bulunuz.

Diziler
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2. Buyuik Dalga

Katsushika Hokusai’ in (Hatiska Hoksay) en
taninan eseri olan “Kanagawa’nin (Hanagava)
Blyik Dalgas!” okyanusun glcinl anlatmak-
tadir. Ayrica bu eserde Fibonacci spirali olus-
maktadir. Bu eser altin orana egit oranlara gére
cizilmigtir.

Buna gére en icteki karenin bir kenar uzun-
lugu |AB|=1 mm olmak lizere Fibonacci
spiralinde olusan kirmizi yaylarin toplam
uzunlugunu bulunuz.

3. Kar Tanesi
Helge Von Koch (Helge Fon Koh) tarafindan
1904 yilinda bulunan kar tanesi seklindeki bol-
genin cevre egrisine Koch kar tanesi egrisi de-
nir ve bu egriler fraktal olusturur.

T oirim 3 birim 5 birim

. adim Il. adim 1. adim

Sekilde géruldigu gibi 1 birim kenar uzunlugu-
na sahip eskenar tg¢genin her bir kenari Uze-
rinde kenar uzunlugu % birim olan ikinci bir

eskenar ucgen ciziliyor. Bu sekilde 10. adima
kadar devam ediliyor. ilk seklin cevre uzunlugu
C,, ikinci seklin ¢cevre uzunlugu G, olsun ve
bu sekilde devam etsin.

Buna gore

a) G, C,, C; ve G, Un degerlerini bulunuz.

b) 10. adimda olusan seklin cevre uzunlugu
olan C,, degerini ve ilk 10 terim toplami-
nin degerini bulunuz.

q




Yukaridaki sekilde d;, d,, ..., dg dogrulari
30°lik agilarla O noktasinda kesismektedir.
m(AOB)=30°, [AB]Lld, ve [BCIlLd,
olacak sekilde ciziliyor. |AB|= 1 birim olmak
lizere yesil ile cizilen dogru parcalarinin
toplam uzunlugunu bulunuz.

5. Pascal Ucggeni kullanilarak Fibonacci sayi-
lari bulunabilir. a,=1,a,=1 olmak Uzere
a,=a,_;ta,_, dizisi olarak bilinen Fibonacci
dizisi sekildeki gibi capraz binom sayilarinin top-
lamina egittir.

l.adim=1

Il.adim=1

. adim=2
IV.adim=3
V.adim=5

Buna gore caprazlama isleminin 10. adi-
minda hangi deger elde edilir?

Pascal icgeninin herhangi bir satirinin
yukarisinda kalan (icgendeki sayilarin
toplaminin bir dizi olusturdugunu gésteri-
niz. S, toplam dizisini bulunuz.

7. 1 l.adim 2°=1
11 ll.adim 2'=2

1 2 1 . adim 22 =4

1 3 3 1 IV. adim 2°=8

1 4 6 4 1 V.adm2*=16

i1 &§ 10 10 5 1

Pascal licgeninin her bir satirdaki eleman-
lar toplaminin bir dizi olusturdugunu gés-
teriniz. S, toplam dizisini bulunuz.

Diziler
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.« OLCME VE DEGERLENDIRME 2

A) Asagida indirgeme bagintisi ile verilen dizilerin ilk 5 terimini karsilarindaki bosluklara yaziniz.

1. . .
Indirgeme Bagintisi llk 5 Terimi

ai=5n=2icin an—an-1=3

_ an+1_
a; =3, an =N
a1 =2 Ve an.s = 2an
1 n+1 n+1

ai=3,a=1,
Ve an = an+1 +2an+2+4n

as=3 ve antz2tant1=3n—1

B) Asagidaki diziler ile karsilarinda verilen genel terimlerini eslestiriniz.

* Dizi Genel Terim
I. (an) aritmetik dizi, as = 1 ve ortak fark d = —4 a) an=9n—55
IIl. (an) aritmetik dizi a; =8 ve an =44 b) an :%,y
lll. (an) geometrik dizi as =4 veortak carpan r =3 c) a,=2"
IV. (an) geometrik dizi as =32 ve a. =4 d) an=21-4n
V. (an) hem aritmetik hem geometrik dizi as =2 e) an=2
122 Diziler =
—
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C) Asagidaki coktan secmeli sorular cevap-
landiriniz.

3. (a,) dizisinde
a;=—3
a,=a,;—2n+1
olduguna gére a, dizisinin genel terimi
asagidakilerden hangisidir?

A n*-n—-2 B)n*-2n—-1 C)n®*-2n-2

D) n2+2n—1 E) n?+2n—-2

4. (a,) dizisinde
a,; =12
a,.;—a,=10
olduguna gére a,; degeri kactir?
B) 470 C) 480
E) 576

A) 120
D) 482

5. Genel terimi (a,) = 2k(n—1)+3n—1 olan
dizi sabit dizi olduguna gére a, degeri
kactir?

Ag B L C2 D4 ESB

n

_ 1 i
6. (an)_<k:21 k2+15k+56) dizisinin kacin-
ci1 terimi % olur?

A)11 B)12 C)13 D)14 E)15

OLCME VE DEGERLENDIRME 2

’ (a“)=< n*+9

"

00

a2
w) dizisinin kag terimi
pozitiftir?

A) 1 B)2 C)3 D)4 E)5

2_
8. (an)=<%> dizisinin kag terimi 3

ten kicuktiir?

9. (a,)=(log,(n+1)) dizisinin kag terimi

(2, 4] araigindadir?

A)12 B)13 C)14 D)15 E)16

10. (a,) = (—n2+5n—4) dizisinin en biiyiik
terimi kactir?

A) 1 B)2 C)3 D)4 E)5

Diziler
123



el

1.

12.

13.

14.

C) Asagidaki acik uclu sorulari cevaplandiriniz.

15.

S—

A;={1,2,3,4,5} ve a,;A; - R
olmak lizere (%)z(“%)

sonlu dizisi tanimlaniyor.

Buna gére (a,) dizisinin terimleri carpi-
mi kactir?

A)2 B)32 C)60 D)120 E)126

_(4n*-9
(an)=(40=2)
(bn) =(2n+3)
dizileri esit olduguna gore k degeri kactir?

A3 B) -3 C)2 D)2 E) 2

(a,) bir aritmetik dizidir.
a, =119
a;; =89

olduguna gére a, degeri kactir?

A)50 B)53 C)70 D)78 E)81

Geometrik bir dizinin ilk n terim toplami S,

2

. S 1 o .
olmak Uzere 8_4:ﬁ olduguna gére bu

geometrik dizinin ortak carpaninin pozitif
degeri kactir?

A5 B)6 C)7 D)8 E)9

R N AN
1 3 6 10

Yukaridaki gibi olusturulan licgensel sayi-
lardan kac tanesi 90 dan kiicuktiir?

Diziler
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OLCME VE DEGERLENDIRME 2

16.

17.

18.

19.

20.

21,

[

I

Yukaridaki gibi olusturulan karesel sayi-
lardan kac tanesi 120 ile 400 arasindadir?

4 ile 106 sayilari arasina ortak farki 3 olan
ve bu sayilarla birlikte aritmetik dizi olug-
turacak sekilde kac tane terim yerlestiri-
lebilir?

Bir aritmetik dizinin ilk G¢ terimi
4x+2, 2x— 4, —x— 3 olduguna gore bu

dizinin 10. terimi kactir?

Bir 6grenci her gin bir énceki ginde ¢oz-
digu soru sayisindan 10 soru daha az ¢6z-
mektedir. Son 10 giinde toplam 1850 soru
¢6zdiigline gére son giin ka¢ soru ¢6z-
mustiir?

(a,)= ( Zn_fg ) sabit dizi olduguna gore

a) k degerini bulunuz.

b) (a,) dizisinin ilk 40 terim toplamini
bulunuz.

Genel terimi a,=n+1ve b,=n?—1olan
(a,) ve (b,) dizileri veriliyor.

f(x)= ). a, ve g(x)= ). b, olduguna
k=1 k=1

gore (fog)(2) degerini bulunuz.

i




22.

23.

24,

25.

26.

—

a,=—-2ve n=2olmaklzerea,=a, +2
indirgeme bagintisi veriliyor. f(x) = 2x — 1

2
olduguna gére D a,,, f(k—2) ifadesi-
k=0

nin degerini bulunuz.

4

Genel terimi a,=———
" n2+n

olan dizi veriliyor.
16

Buna gore Y. a, ifadesinin degerini bu-
k=1

lunuz.

(a,) dizisinin genel terimi

_ | 2n+1, ngiftise
a = 2n—3, n tekise

olduguna goére (a,) dizisinin ilk 30 teri-
minin toplami kactir?

(a,) bir geometrik dizi olmak lizere
a,-a;=144

a, a;=1152

olduguna gére (a,) dizisinin ortak car-
pani kactir?

3 ile 27 arasina bu sayilarla birlikie geomet-
rik dizi olusturacak sekilde 5 terim yerlesti-
riliyor.

Buna gore olusan yeni dizinin dérdiinct
terimi kactir?

OLCME VE DEGERLENDIRME 2

27.

28.

29.

Diziler
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Her seferinde 90° sola ve yukari dénerek
bir 6ncekinin yarisi kadar yol alan bir karinca
ilk olarak 256 cm sola dogru yol almistir. Bu
karinca 4. defa yukari hareket ettikten sonra
duruyor.

Buna gére

a) Karincanin yol haritasini giziniz.

b) Karincanin katettigi yolun baslangi¢
noktasi ile bitis noktasi arasindaki en
kisa mesafe ka¢ cm dir?

Sarkag salinimi yapan bir cisim ilk salinimin-
da 27 cm yol almigtir. Havanin direnci ve yer

cekiminin etkisiyle cisim bir sonraki salini-
minda 6nce aldigi yolun % U kadar yol al-

digina gére 5. saliniminda toplam kac cm
yol almisg olur?

x metre yukseklikten birakilan basketbol topu
yere her carptiginda bir énceki ylksekliginin
yarisi kadar yukseliyor. Top 6. kez yere deg-
diginde diuseyde aldigi toplam yol 19 metre
olduguna gore topun kac metre yiiksekten
birakildigini bulunuz.

125




30.

aeZ ve —20 < a < 20olmak lizere analitik

dizlemde x+y=a dogrular ciziliyor. Ek-

senler, y =xve bu dogrular arasinda kalan

alanlar yukaridaki grafikteki gibi boyaniyor ve

boyali alanlar Ai, A, ..., Ax, By, Bo, ..., B

biciminde gosteriliyor.

Buna gére

a) Ax+ Bz boyall bolgesi kag birimkare
olur?

20

20
b) > A+ 2. By toplamini bulunuz.
1 k=1

k= =

31.

Baslangic I. adim

_|_

Il. adim I1l. adim

Kenar uzunlugu 4 birim olan kare I. adimda
4 es kareye bélunuyor ve yukaridaki gibi 2
kare boyaniyor. Il. adimda sol Ustteki kare 4
es kareye bdlunuyor ve iki kare boyaniyor.
Bu isleme devam edildiginde 15. adimdan
sonra boyali olmayan karelerin alanlari
toplami kac birimkare olur?

Diziler
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OLCME VE DEGERLENDIRME 2

- 0

32.

Bir stadyumun C, kanadina ait oturma du-
zeni yukariya dogru aritmetik bir dizi olustu-
racak sekilde artmaktadir. Birinci sirada 50,
ikinci sirada 54 koltuk vardir. Stadyumun C,
kanadinda toplam 1760 koltuk olduguna
gore

a) (a,) dizisine ait kurali bulunuz.

b) Son sirada ka¢ koltuk vardir?

c) S, toplam dizisini bulunuz.

DEGERLENDIRME

Cevaplarinizi cevap anahtari ile karsilastiriniz. Yan-
s cevap verdiginiz ya da cevap verirken tereddit
ettiginiz sorular ile ilgili konular veya faaliyetleri tek-
rarlayiniz. Cevaplarinizin timi dogru ise bir sonraki
6grenme faaliyetine geginiz.

q
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| GEOMETRI
3. TRIGONOMETRI

3.1. TOPLAM-FARK VE IKI KAT ACI FORMULLERI
3.2. TRIGONOMETRIK DENKLEMLER

Ath cirit, takimlar halinde at
Uzerinde oynanan eski bir stra-
teji oyunudur. Turkler bu oyunu
Orta Asya’dan glnimiuze kadar
tasimislardir.

Cirit oyununda iki takim bulu-
nur. Takimlar karsilhikli olarak
dizilir ve at Uzerinde sirayla bir-
birlerine yaklasarak ellerindeki
ciriti rakibine atip puan alma-
va calisirlar. Hicbir spor dalin-
da olmayan rakibini bagislama
secenegi cirit oyununda puan
kazandirmaktadir. Bu davranis
sporcular arasindaki sevgi ve
saygl baglarini gelistirmektedir.

Egik atilan bir cismin gidecegi mesafe x, ilk hizi Vo, yatay dizlem ile olu-

A @ Hazirlik Calismasi

2
san agisi @ ve yer ¢ekimi ivmesi g (g =10) olmak Uzere xzv?osin&y

biciminde modellenmektedir. Buna gore ilk hizi 16 m/sn olan ve yatay
\ ; dizlemile 15° lik agl yaparak atilan bir ciritin gidecegi mesafeyi bulunuz.
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3.1. TOPLAM-FARK VE iKi KAT ACI FORMULLERI

128

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

* ki acinin dlculeri toplaminin ve farkinin figonometrik degerlerini buma
e ki kat acl formullerini kullanarak islem yapma

Toplam ve Fark Formuilleri

Diyapazon, titresince ana sesler-
den birini veren U seklinde celik-
ten yapilmis bir alettir. Genellikle
muzik aletlerinin akortlarini yap-
mak icin kullanilir. Bir diyapazo-
na vurulduktan t saniye sonra
cikan ses frekansi fi(t) = 3sin2t
biciminde, baska bir diyapazon-
dan cikan ses frekansi ise

f2(t) = 3sin(2t + @) bigiminde modellenmektedir. f2(t) fonksiyonunda
goéraldugu gibi sinus foksiyonunun igerisinde iki degerin toplami bulun-
maktadir.

Gorsel 3.1: Diyapazon

Diyapazondaki ses dalgasi denkleminde oldugu gibi bircok gercek ha-
yat probleminde iki degerin toplaminin veya farkinin trigonometrik de-
gerlerinin hesaplanmasina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Toplam veya fark formlleri olarak adlandirilan bu formller
sin(e+B), cos(a+p), tan(a = B) veya cot(a + /) bicimindedir.

f,(t) = 3sin(2t+ @)

f, (t) = 3sin2t

Trigonometri
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Kosiniis igin Toplam ve Fark Formiilleri

Birim cember Uizerinde |AB|=|CD| olacak bigimde iki kirig cizilsin.

|AC|=|BD|=b
ICB|=a

Bu ¢ember Uzerinde alinan A, B, C ve D noktalarinin koordinatlari
A(cos(a+b), sin(a+b)), B(1,0), C(cosa, sina) ve

D(cos(—b), sin(—b)) = D(cosb, —sinb) olarak yazilr.

iki nokta arasindaki uzaklik formiliinden

AB Kiriginin uzunlugu iki nokta arasindaki uzaklik

|AB|=y(cos(a+b)—1f+(sin(a+b)—0) A(x1, y1) ve B(xz, y2)

=/cos?(a+b)—2cos(a+b)+1+sin?(a+b) bulunur. () |AB|=/(x1—x2 P +(y1—y2)?

CD kiriginin uzunlugu

|CD|=4/(cosa—cosb ? + (sina + sinb 2
= /cos?a—2cosa - cosb + cos?b + sin?a + 2 sina - sinb + sin?b
= /cos?a+ sin?a + cos2b + sin?b — 2 cosa - cosb + 2 sina - sinb
1 1

=,/2—2cosa-cosb + 2sina - sinb bulunur. (Il)

Buradan |AB|=|CD]| oldugundan (1) ve (lI) denklemleri birbirine
esitlenerek her iki tarafin karesi alinirsa
cos?(a+b)—2cos(a+b)+1+sin?(a+b)=2—2cosa-cosb+2sina - sinb
2—2cos(a+b)=2—2(cosa-cosb—sina-sinb)
—2cos(a+b)=—2(cosa-cosb—sina-sinb)
cos(a+b)=cosa-cosb —sina-sinb
kosinus igin toplam formuli elde edilir.

Bu formiilde b yerine —b yazilirsa cos(—b) = cosb

cos(a+(—b))=cosa cos(—b)—sina-sin(—b) sin(—b) = —sinb

cos(a—b)=cosa-cosb +sina - sinb

kosinus icin fark formull elde edilir.

Trigonometri

e
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COS(

U
2

a)=sina

Siniis igin Toplam ve Fark Formiilleri

SinUs toplam ve fark formdulleri igin

sinx = COS(% - X) 6zdesliginden yararlanilarak

2

(3

= cos(%—a)»cosb +sin<%—a>-sinb bulunur.

) Kosinus fark formulinden

. _ T _
sm(a+b)—cos< (a+b) acilirsa

(T
Buradan sm(— - a) = cosa

2
sin(a+b)=sina-cosb+cosa-sinb

sinls toplam formulu elde edilir.

Sinus fark formalu ise sinus toplam formulinde b yerine —b
yazilarak

sin(a+(—b))=sina-cos(—b)+cosa sin(—b)
sin(a—b)=sina -cosb—cosa-sinb
seklinde elde edilir.

Tanjant ve Kotanjant igin Toplam ve Fark Formiilleri

sin(a+b) _ sina-cosb +cosa - sinb
cos(a+b) cosa-cosb—sina-sinb

tan(a+b)=

ifadesinde pay ve payda cosa-cosb ile bélinirse
sina - cosb + cosa - sinb

tan(a+b)= cosa-cosb
cosa - cosb — sina - sinb
cosa - cosb
sina-cosb , cosa-sinb sina , sinb
__cosa-cosb cosa-cosb _ €OSa = cosb
~ cosa-cosb sina-sinb ., sina-sinb
cosa-cosb cosa-cosb cosa - cosb
tanjant icin toplam formulu
tana +tanb
tan(a+b)= 1 —tana-tanb

biciminde elde edilir.

Tanjant i¢in fark formild ise tanjant toplam formiliinde b yerine —b
yazilarak bulunur.

tana+tan(—b)
—tana-tan(—b)
tana —tanb

tan(a+(—b))= 1

tan(a=b) =3 na tanb
elde edilir.
1 1
+p)=— 1 -p)=— "
cot(a+b) tan(a<b) e cot(a—b) tan(a—b)

kotanjant icin toplam ve fark formulleridir.
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Sonug olarak toplam ve fark formulleri

cos(a+b)=cosa-cosb—sina-sinb
cos(a—b)=cosa-cosb +sina- sinb
sin(a+b) = sina - cosb + cosa - sinb
sin(a—b) = sina - cosb — cosa - sinb

tan(a+b)= %
tan(a—b):%
cot(a+b)= m
cot(a—b)= m

seklinde bulunur.

b . ORNEK 1

Asagidaki trigonometrik degerleri hesaplayiniz.
a) cos% c) tan15°
b) sin105° ¢) cot15°

Soont

a) cos{y = cos(%—%)

— T T
—COS4 COS6 +Sln4 Sln6

23,02 1 Jeii2

T T o % bulunur.

b) sin105° = sin(60° + 45°)
= sin60° - cos45° + cos60° - sin45°

U3 212 ez

2 5 = bulunur.

) tan15° = tan(45°—30°)

Kosinus fark formuli

Sinus toplam formuli

tan45° —tan30° Tanjant fark formul

1 +tan45°-tan30°

5 s
3+f

SOO

1+1-

_3- f f_9+3—6ﬁ:12—6f3
6

- 3+4/3 3+fs_ 6
(3-4/3)

1

% cot15® = tan15°

=2-./3 bulunur.

1 tan15°=2-,3

-7
_ 2+4/3
(2—/3)-(2+V3)

=2+./3 bulunur.
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B ORNEK. 2

3

Bir ABC (icgeninde cosﬂ:% ve sinB =% ise cosC kagtir?

Socom

A
5k
13k
16k
12k
B C
+_5k _ 5 . Ca o 12k 12
CosA= 13K — 13 Ise sinA = 13k — 13 olur.
sinﬁz%:% ise cosB = =% bulunur.

A+ B+ C =180° oldugundan

C=180°—(A+B) olur.

Her iki tarafin kosinlsu alinirsa

cosC = cos(180°—(A+B))
=—cos(A+B)

= —(cosA-cosB—sinA-sinB)

(5 4-%3)

_16
=55 bulunur.

B ORNEK 3

tan67° = a ise tan44° nin a tirtnden esitini bulunuz.

S con

tan67° = cot23° = a olur.
tan44° = tan(67°—23°)

tan67° —tan23°
1+tan67°-tan23°

2_
:% bulunur.

Trigonometri
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huusORNEK 4

sin25° + /3 cos25°
cos5h°

Socon

ifadesinin degerini bulunuz.

sin25° ++4/3 cos25° . . . o _ Sin60°
C0S5° ifadesinde /3 yerine tan60° = c0S60° yazilirsa
. oo, SIN60° o
sin25° + y/3 c0s25° sin25° + c0560° -c0s25
cos5° - cos5°
_ sin25°-cos60° + sin60° - cos25°
c0s60° - cos5°
_ sin(25°+60°)
~ c0s60° - cos5®
_ _sin85°
%-0035°
__ cosb?
%-cosS"
= 2 bulunur.
b ORNEK 5

sina+ cosb =% ve
3.
cosa +sinb = 4 ise

sin(a+b) degeri kagtir?

Soon

sina + cosb = % ve

cosa+sinb = %

esitliklerinde her iki tarafin karesi alinarak taraf tarafa toplandiginda

sin®a+2sina - cosb + cos®b =

cos2a+2cosa - sinb + sin?b =

sin®a + cos?a + 2(sina - cosb + cosa - sinb) + cos®b + sin?b =
S —]

i

bulunur.

1
16
9

1

6 olur.

&

1

—_
»

[ ——)

i

2+2sin(a+b)= >

|

2sin(a+b)=—1
1

—_

sin(fa+b)=—

1

(e
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b ORNEK 6
D C ABCD ve BMLK birer kare,
K L K noktasi BC kenari izerinde
olmak tzere 2|AB|=5|BM| ise
- tan(AKM) kagtir?
A B M
k\' -
D C tana = % ve tanf =1 olur.
K L tan(AKM) = tan(a + )

_ tanae +tanp
a1p ~ 1 —tane -tanf
2k

o 54y
A 5k B 2k M -2
1-2 .4
2
7
:—_2§ = —% bulunur.
2
B ORNEK 7
D C ABCD bir kare
|AE|=|EB| ve
N 3IFB|=|CF|ise
cos(EDF) = cosa degeri kactir?
F
A E B
k\% -
b " c |FB|=k, |CF|=3k, m(ADE)= x
y -] ve m(EFDC) =y olsun.
x\ 5K 3K FCD ve DAE dik Gggenlerinde Pisagor teo-
4k reminden |DE|=2y/5k ve | DF|= 5k olur.
2/5k F Buradan
<] K X+y+a=90°
A % E 2% B a=90°—(x+y)
cosa =cos(90°—(x+y))
=sin(x+vy)
=sinx-cosy+cosx-siny
__ 2 4k 4k 3k
2/5k 5k 2,5k 5k
:%=¥ bulunur.
Trigonometri




B ORNEK 8

y Yandaki analitik dizlemde merkezi

d M(4, 3) olan gember, x eksenine

ve orijinden gegen d dogrusuna T

T noktasinda tegettir. d dogrusunun y

M(4.3) ekseni ile yaptigi dar aginin 6lglsU
2« olduguna gore tana kagtir?

m(TOH) =28
d 2a+ 28 =90°
a+ [ =45°
T a=45°-f
“\M(4,3) tana = tan(45°— )
2¢ ; _ tan45°—tang
5 13 ~ 1+tan45° tan B
O X _3
4 H 1-37
3
+1-5

—

-1
=7 bulunur.

INENITNES

BussORNEK.9

A Sekilde verilen ABC icgeninde
m(BAH) =2, m(HAC)= 8 ve [AH] L[BC]
c b olduguna goére
h sin(a + B) = sina - cosf + cosa - sinf
bagintisinin saglandigini gdsteriniz.

%}3@ GOzuMm
A(ABC)=A(ABH)+A(AHC) olduguna gére

%-b-c-sin(aJrB):%-c-h-sina+%-h-b-sin,8

sin(a+8)= h-sl,)ina + h-s(,:mB olur.

AHC dik G¢geninde cosf =% ve AHB dik u¢geninde cosa = % de-

gerleri yerine yazilirsa sin(a + 8) = sina - cosp + cosa - sinf bulunur.

Trigonometri

135




B ORNEK 10
Analitik dizlemde
y diy;=m;x+n,; ve
¢ d,iy, =myx—+n,
dogrulari verilsin.
Buna gbre a dar agisi icin
o| / X . m,—m, N )
Vi = MX+N, ¥y, =mx+n, tana = T+m, m, oldugunu gés-
teriniz.
y
a
ﬂa/ b
o |/ X
d, d,

d, ve d, dogrularinin egimleri sirasiyla m, =tana ve m, = tanb olur.

Buradan
a+a=b
a=b—a

tane =tan(b—a)

_ _tanb—tana

1+tanb-tana
__Mmy—my
“T+m, m, olarak bulunur.

B ORNEK 11

2x—y—1=0 ve 3x+y+4 =0 dogrulan arasindaki dar aginin 8l¢isu
kac derecedir?

2x—y—1 =0 dogrusunun egimi m; =2 ve

3x+y+4 =0 dogrusunun egimi mz =—3 olduguna gbére
: : : . _MmMa—m4
...... A= e M
...... —_8-2
P 1+2-(-3)

4 5
o —_5—1olur.

N Buradan « = 45° bulunur.
3x+y+4=0

Trigonometri
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BuwwORNEK.12

Asagidaki 6zdegliklerin saglandigini gdsteriniz.

a) n € Z olmak tizere cos(nz+68)=(—1)"cosd
b) n € Z olmak lizere sin(nz+6)=(—1)"sind

c) cos(x+y)-cos(x—y)=cos?’x—sin’y

Soon

a) cos(nr+80)=cosnr-cosf —sinnz -sind
=(—1)"-cosf—0-sind
=(—1)"-cos@

b) sin(nz+8)=sinnx-cosf+cosnx - sind
=0-cosf@+(—1)"-sind
=(—1)"-sind

C) cos(x+y)-cos(x—y)=(cosx- cosy —sinx - siny )(cosx - cosy + sinx - siny)
= cos®x - cos®y —sin®x - sin®y
= cos?x-(1—sin?y)—(1—cos?x)-sin?y
= cos®x — cos®x - sin’y — sin®y + cos®x - sin’y
= cos®x —sin?y

B ORNEK 13

Radyo Sinyali

Bir radyoya ulasan iki sinyalin t zamanina bagh degisimleri
y, = 10sin(3t+45°) ve y, = 10sin(3t+225°) biciminde model-

:3)

lenmistir. Buna gére bu radyoya ulasan sinyallerin toplam degerini

bulunuz.

o aozi

Radyoya ulasan sinyallerin toplam degeri

¥, +y,=10sin(3t+45°)+ 10sin(3t+225°)
=10(sin3t - cos45° + cos3t - sin45°) + 10(sin3t - c0os225° + cos3t - sin225°)

= 10[(sin3t)-(@)4—(0083’[)-(@)]4- 10[(sin3t)-<_2—*/§>+(c033t)-(£>]

2
=5,/2 sin3t+54/2 cos3t — 542 sin3t — 52 cos3t
=0 bulunur.

JLANL =S

Radyoya ulasan sinyallerin toplam
degerinin 0 olmasi radyo dalgala-

rnin birbirini nétrlestirdigini ve bu TN 7N N 7 N N vz
radyodan yayinin duyulamayacagini /N /N /N /N /N ;1 Ty
1

gosterir.
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hw.ORNEK 14 ,
Optik
Bir 1s13in, taban agisi 8 olan bir prizma-

dan gecerken olusan kirllma agisi a ve
kirlima indisi n olmak Uzere

. Sin(%(d+ﬂ)>
B

Sin?

biciminde modellenmektedir.

Buna gore taban agisi 60° olan bir prizmadan gegen 1s1gin kirllma indi-
sini @ agisinin trigonometrik oranlari cinsinden bulunuz.

%—eézﬂmr—r

(1
nzsm(#a;ﬂ)) ve B =60° ise
Sin?
) sin( (2 +60°))

n=
. 60°
sin—5

sin<%+ 30°)
7 sin30°
sin% -c0s30° + cos% -sin30°
B 1
2
_ @sin%+% cos 5
1

2

=/3 sin%+cos% olarak bulunur.

s ORNEK.15

Sekildeki 4 m uzunlugundaki bir agacin gun icindeki iki farkl gélgesi
|AB| ve |AC| olduguna goére |BC| kag metredir?

Trigonometri




Sekildeki DAC dik tiggeninden tan15° =
Ayrica
tan15° = tan(45°—30°)

y) j’_ X olur.

_ _tan45° —tan30°
1 +tan45°-tan30°

;3
_ 3
/3
1+73

_ 3-8

T 3+/3

_v/3(vy3-1)
V3(V3+1)

_(V8-1)(V3-1)
(y3+1)(v/3-1)

=2—4/3 pbulunur.

1 ve tan15°=2—3

sonuglari birbirine esitlenirse

2-y3= 4ix
4
2-/3
4(2+y3) 2+/3 ile genisletilir.
22—,/3%
4+x=8+4/3
X =4+4,/3 m olarak bulunur.

Buradan tan15° =

4+x=

4+x=

Trigonometri
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s ALISTIRMALAR

1. Asagidaki trigonometrik degerleri hesapla-
yiniz.

a) sin15° c) tan105°
A7 231
b) sin 12 d) tanﬁ
11z
C) COST

2. Asagidaki esitliklerin saglandigini gosteri-
niz.

sin(X —
a) tanx—tanyzﬁcog,
cos(a+
b) cota—tanb’Zﬁcosﬂg
3 y B(3, 4)
A(-1, 3)
X

A

o

Yukaridaki analitik diizlemde A(—1, 3)
ve B(3, 4) noktalari veriliyor. Buna gore
tan(AOB) kactir?

4 D C
E

a’ -

A B

Yukarida verilen ABCD karesinde
|CE|=|EB| olsun. Buna gore tana degeri
kactir?

Trigonometri
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A 0 B

Yukarida verilen [AB] capli yarim gem-
berde| AB|= 10 birim, |DB|= 6 birim ve
|AC|=543 birim ise tanx degerini bulunuz.

6. x—2y =5 ve x+3y =1 dogrular arasindaki
dar ac¢i1 kac derecedir?

7. cot67° = a ise tan22° nin a tiirlinden degeri-
ni bulunuz.

Yukaridaki sekilde verilen iki ses dalgasi
Y= Acos<2n<7—7)) ve

yo.=A cos<27r(% +%>>

biciminde tanimlaniyor.

Burada

A : Ses genligi

T : Periyot

A : Dalga uzunlugu
t :Zaman
olduguna gore

2rt 271X
YTy, =2A cosTﬁcos%

oldugunu gosteriniz.

q




iki Kat Aci Formiilleri

iki kat ac1 formdilleri bir aginin iki katinin trigonometrik degeri ile bu agi-
nin trigonometrik degerleri arasindaki bagintilari gésteren formullerdir.
Bu formiller toplam ve fark formillerinden yararlanilarak elde edilir.

Kosiiniis iki Kat Agi Formiilleri

cos(x+y) = cosx - cosy — sinx - siny toplam formiiliinde y = x alinirsa
cos(X +X) = CosX - COSX — Sinx - SinX = cos”x — sin®x
iki kat a¢i form0lU bulunur.

sin®x + cos®x = 1 6zdesliginden yararlanilarak
sin®x =1 —cos®x ve cos®’x = 1 —sin’x degerleri
cos2x = cos®x — sin’x denkleminde sirasiyla yazilirsa

€0Ss2X = c0s?X — sin®x veya cos2x = cos’x —sin®x
cos2x = cos?x — (1 — cos®x) = (1 —sin®x)—sin®x

=2cos®x— 1 =1—2sin®x bulunur.
SONUC

COS2X = C0S2X — sin®x
cos2x = 2.cos3x — 1
cos2x = 1 —25sin®x

b ORNEK 16
Asagidaki ifadeleri tanimli olduklari x degerleri icin sadelestiriniz.
C0S2X 1+ cos2x
a) Sinx — cosx b) COSX
~\$ I
a) _ cos2x  _ cos®x—sin®x
Sinx — cosx Sinx — cosx
_ (cosx—sinx)(cosx +sinx) .
= Si = = —(cosx + sinx) bulunur.
b) 1+cos2x _ 1+2cos’x—1 )
cosx COSsX COSX — SINX _ _ 4
_ 2cosX SinX — cosx
="Gosx — 2cosx bulunur.
b ORNEK 17
% ifadesinin degerini hesaplayiniz.
*}@ cOZUM
J1—cos70° _ y/1—(1—2sin?35°)
sin35° sin35°
_ J/1-1+2sin?35°  /25sin35°
B sin35° ~ sin35° v2 bulunur.
Trigonometri
p—
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B ORNEK. 18

COSX :% ise cos4x degerini bulunuz.

Sboont

cos4dx = 2cos?2x — 1 olur.

Buradan

cos2x = 2cos®x — 1
2 (3] -
_2_;
:_77 bulunur.

Bu deger cos4x ifadesinde yerine yazilirsa
cos4x = 2cos?2x — 1

_o (ZTV_
—2‘(9> 1
_0n. 49 _
=2-gy 1
=;—Z elde edilir.

Siniis Iki Kat Agi Formiilleri

sin(x +y) = sinx - cosy + cosx - siny toplam formiiliinde y = x alinirsa
sin(x + X) = sinx - cOSX + COSX - SinX

Sin2x = 2 sinxX " CoSXx

biciminde iki kat a¢i formdlt elde edilir.

B ORNEK 19

sinx + cosx :% ise sin2x degerini bulunuz.

sinx + cosx = % ifadesinde her iki tarafin karesi alinirsa

(sinx + cosx)® = (%)2

sin2x + 2 sinx - cosx + cos®x =

©|= ©|=

sin2x+1 =

sin2x = —% bulunur.

B ORNEK 20

1303% % ise cotx degerini hesaplayiniz.

Trigonometri
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Socon

cos2x _ 3
1+sin2x 5
cos®x — sin®x _3
sin®x +cos?x+2-sinx-cosx 5
(cosx—sinx)(cosx+sinx) _ 3
(sinx +cosx)? S
cosx—sinx _ 3
sinx+cosx 5 olur.
Buradan
5cosx — 5 sinx = 3 sinx + 3 cosx
2 cosx = 8sinx
cotx = 4 bulunur.
B ORNEK 21
14x = olmak Uzere gmgi + gg§g§ degerini bulunuz.

Soon

sinbx |, cos5x _ sin5x-cos3x + sin3x - cos5x

sin3x = cos3x sin3x - cos3x
_ sin(5x+3x) Sinis toplam formiiliinden
sinéx
2 . . .
2sin8x Sinus iki kat acl
~ sinbx formilinden
_ 2sin(z —6x)
n sin6x
2 SinBX 8X+6x=m
= m = 2 bulunur. 8X =1 —6X
BussORNEK 22
€0s20° - cos40° - cos80° degerini bulunuz.
% (}bZUM sin20° - cos20° = %400
sin20°
€0s20° - c0s40°- cos80° = ——~—5 - €c0s20° - cos40° - cos80°
sin20 o
sin40° sin40° - cos40° = _smgo
P 0o — 2 . o, [¢}
sm2p !I.e = Sin20° cos40° - cos80
genigletilir. Sin80° Sin80° - cOSB0° = 3|n1260
4 -c0s80°
N sin20°
sin160°
_ 8
sin20°

_ 1 sin160° _ 1 sin20° _ 1

8 sin20° _ 8 sin20° ~ g pulunur.
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sSin2x = 2 sinx - cOSX

cos?x = 1 —sin®x

BwORNEK 23

sin3x ifadesinin sinx turtnden esitini bulunuz.

Soon

sin3x = sin(2x +x)
= sin2x - CoSX + c0s2X - Sinx
= 2sinx - cos®x+ (1 —2sin?x) - sinx
= 2sinx- (1 —sin®x) + sinx — 2 sin®x
= 2sinx —2sin®x + sinx — 2 sin®x
= 3sinx— 4 sin®x bulunur.

cos2x = 1 —2sin®x

BuwORNEK 24

A Sekilde O merkezli [BC] caph ve
|BC|= 2 birim olan yarim ¢ember ile
cemberin icine cizilen ABC Ucgeni ve-

rilmistir. m(ACB) = 6 olduguna gére

0 sin20 = 2sind - cosf ve
0O c cos20=2 cos?0—1
oldugunu gosteriniz.
p |AC|
; cosf="5— = |AC|=2cosd
sin6=@ = |AB|=2sind
|OH|

cos20 =—— = |OH|=cos20

| 20
B ¢ H——0 1 C  sin2d= A1H| ~ |AH|=sin20
cos26
h = sin20 olur.

144

BAC dik ti¢geninin alani

AR = |AH|é|Bo| _ |AB|-2|AC|
_sin260-2 _ 2sind-2cosf
- 2 - 2
Buradan

sin26 = 2 sinfcost elde edilir.

BAC dik iicgeninde Oklid teoreminden
|ACFF=|HC]|-|BC|

(2cosf)? =(1+cos20)-2

4 cos®f =(1+cos26) 2

2cos?0 =1+cos26

cos26 = 2 cos?6 — 1 bulunur.

Trigonometri




Tanjant ve Kotanjant iki Kat Agi Formiilleri

tanx + tany

tan(x+y)=m toplam formiliinde y = x alinirsa
_ _tanx+tanx
tan(x+x) = 1 —tanx - tanx
_ _2tanx
tan2x = 4= tanx

tanjant iki kat aci formulu elde edilir.

Buradan kotanjant iki kat a¢i formulu ise

ﬁ bigiminde olur.

cot2x =
' .. -

tan22,5° degerini bulunuz.

Sbcon

tan45° =tan(2-22,5°)
__2tan(22,5°)
1 —tan?(22,5°)
Buradan
1 —tan?(22,5°)=2tan(22,5°) bulunur.

olur.

tan(22,5°) = x alinirsa

x2+2x—1 =0 Il. dereceden denklemi elde edilir.
A=4-4(-1)=8
=t =P e e o

_ —b+JA _ —2+8
X2="2a 2
kokleri bulunur.
tan(22,5°) pozitif oldugundan tan(22,5°) =42 — 1 olur.

X4

=—1+/2>0

(SIRA\SIZDE!

tan15° degerini bulunuz.

| Trigonometri

éﬁi 145




0 acisi Ill. bolgededir.
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BuwORNEK 26

3 3
cosﬁ——g ve 1 <0< 5

olmak Uzere asagidaki trigonometrik degerleri hesaplayiniz.

a) sin26 c) sing
b) cos26 d) cosg
g

c) tan26 e) tan 5
a) sin26 = 2 sinfcos? A

_o(_4)\(_3

=2(-5)(-%) 4 \s

= % olur

BE Qc

3\2 Ill. bélgede kosinus ve
- < 5 ) sinuis degerleri negatitir.

_18 _
o5 1
= %olur
c) 2tand
tan2¢9—1 tanZ0
4
__ %3
4 2
“(@)
5 8 9 24
__.3 _8(_9\__24
‘_1‘3( 7)— 7 olur
9
¢c) cost9=1—23in2g
26 _ 1—cosz9
sin 2
S|n2= «/ cosﬁ olur.

6 _3rm
7r<6<7|se 2<2< 4

oldugundan g acisi Il. bélgededir. Il. bdlgede sinis pozitif deger

aldigindan sin6=«/% olur.

Buradan
3
A —<‘§>
S|n¢9 = T
1+3
- 2
= % = % = % bulunur.
Trigonometri




d) cosf =2cos?® % -

20 _ 1+cosf

cos” 5 = 5
cosg =4/ % olur.
3 ot o0 31
T<O<Tise 5 <5< 2 agisi Il bolgededir.
oldugundan % acisi Il. bolgededir.
. bélgede kosinls fonksiyonu negatif deger aldigindan p V“%
3r
6 _  /1+cosh =
CoOSH =~/ 5 4
-3 0
) 2
-V 2 0
= _\/I s X
- 5
_1
NG
= —@ bulunur. "3777
e) 2tang
tand = .7
1—tan 5
0 _
tans =x olsun.
4_ 2x
3 1-x°
2—2x%=3x
2x?+3x—2=0

(x—2)2x+1)=0

X;=—2 Ve X, =% olur.

Buradan Il. bélgede tan% negatif oldugundan tan% = —2 bulunur.

(SIRA\SiZDE!

tanx = % T <x< %Tﬂ olduguna gore sin%, cos% ve tan% degerlerini hesaplayiniz.

Trigonometri

—_— 147




cos4f =1—2sin?260

sin?2 = 1 —C0S40 020849

. 20
Ifade cos 5

ile genigletilir.

148

B ORNEK 27

Asagidaki esitliklerin saglandigini gosteriniz.

1 —cos2x 1
a) tan*x = 45 cosox ¢) cot2d = 5 (cotd —tanf)
b) sin20 - cos?8 = % d) cos*d —sin*6 = cos26
1 —tanzg
c) cosf = 7
1 +tan2§

Sboont

a) cos2x = 1—2sin?x iki kat ag! formiilii diizenlenirse

sin®x = % olur.
Ayrica cos2x = 2cos’x — 1 oldugundan cos®x =% bulunur.
Buradan
L2
cos?x
1 —cos2x
_ 2
1+ cos2x
2
=% bulunur.
b) sin26 - cos?8 = (sinf - cosh )
-~ ( sin26 )2
- 2
_ sin®20
4
1 —cos46 40
_ 2 _ 1—cos
= 4 = 8 bulunur.
2l 20
c) cosf = cos 5 —sin®5
9 coszﬁ—sng
=cos’5 -
2 >0
cos® 5
2l (420
=C0s" 5 (1 tan 2)
ey
_ 1—tan >
1
20
cos® 5
vy
_ 1—tan >
sin2%+coszg
20
cos’® 5
1 —tanzg 1 —tanzg
= = 0 bulunur.
tan2§+1 1+tan2§
Trigonometri
=
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1
¢) cot2f = tan20
-1
2tand
1 —tan%d
_1—tan®0
2tand
:l< 1 _tan26> 1
2\tand tand

d) cos*d —sin*0 = (cos?8 — sin?6)(cos? + sin?8)
=c0s26 -1 =cos20 bulunur.

BwORNEK 28

= 5 (cotd —tand) bulunur.

D C

E

A

Sekildeki O merkezli cember AB dogru
parcasina L noktasinda, AE dogru par-
casina K noktasinda ve BC dogru par-
casina da M noktasinda tegettir. ABCD
karesinde |AB|=8 birim ve ¢gemberin
yarigapi 2 birim ise tanx degerini bulu-
nuz.

2\0
2 2

6 L 2 B

OA dogru parcasi cizilsin ve m(Cﬁ\\B) = m(K/Pb) =« olsun.

Buradan |AL|=6 ve tana =

2a +x =90°
X =90°—2a
tanx =tan(90° —2«)

= cot2a
__ 1
tan2«a
-1
2tana
1 —tan®a
_1—tan®a
2tana

1_(%>2 4

1

g =3 olur.

=——7 =3 elde edilir.

23
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BusORNEK 29
A ACB dik G¢geninde
m(ABC) =0,
m(ADC) = 36,
) . |AC |= 3 birim ve
3 L.

BC|=

B D x G | | =6 birim

ise |IDC|=x kag birim olur?

Socon

ACB dik G¢geninde verilenler yerine yazilirsa
A

B D x C

A

tan30 =<
tand = % = % olur.

tan36 =tan(260+6)
_tan20 +tand

1 —tan26 - tand

2tand
tan?6
1 2tand
1 —tan®6
2tand +tand —tan®0
_ 1 —tan®6
1 —tan®0 — 2tan®4
1 —tan26
_ 3tand —tan®d
1 —3tan26

+tand

-tand

bulunur.
Buradan tané = degen Ustteki ifadede yerine yazilirsa

3;()3

-3

tan360 =

—‘l\)|—k m

§

birim elde edilir.

<
Il

6
11
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B ORNEK. 30

30 cm capl silindir bicimli bir agactan sekildeki gibi bir kereste parcasi
cikarilacaktir.

Buna gore
a) Bu kereste parcasinin taban alaninin @ degiskenine bagh olarak
A(8) = 450sin20 fonksiyonu ile bulundugunu gosteriniz.

b) Kereste parcasinin taban alaninin maksimum olmasi igin & acisi kag
derece olmalidir?

ABCD dikdértgeninde |AB|=a ve |AD|=b olsun.

a) b c
So
G
b D
- 0
A a B

cosﬁz% — a=230cosl
sin(9=% = b=230sind

Alan(ABCD)=a"b
=30cosd - 30sind

=900sind - cosl
_ sin20
=900 5

= 4505sin268 bulunur.

b) Kereste parcasinin dikey yiizey alani A(8) = 450sin26 olup bu ala-
nin en blyik olmasi i¢in sin28 nin en buylk degeri almasi gerekir.

—1 < sin20 < 1 oldugundan sin2d degeri en blylk 1 olur.

Buradan @ agcisi
sin26 =1
26 =90°
6 = 45° bulunur.

Trigonometri

E—ﬁ

151



152

D C
7 AB uzunlugu 12 cm olan ve
m(ECB) =0 sekildeki dikddrtgen-
.0 de B kosesi AD kenarinin tGzerine
4 gelecek sekilde katlaniyor.
4 Buna gére
lll = i = #
B oL [ECI=Lise L =G5 cos?0
'," oldugunu gosteriniz.

A E B

ABCD dikdértgeninde m(B/C\E) = m(B?E) =6 olur.

D 12 C
T
5—20
0
b 0
b
B L
o
A E a B
sin2g =12
sind - cost) = -5 cosﬁ=t = b=Lcosf
2sind -cosf = Lc1023¢9

2L sind-cos?0 =12
_ 12
2sinf - cos?6

6
~ sinf - cos?6 bulunur.

Trigonometri
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B ALISTIRMALAR

. Asagidaki tirigonometrik degerleri iki kat aci
formiillerinden yararlanarak hesaplayiniz.

a) sin22,5° ¢c) sin112,5°
b) c0s22,5° d) tan3%

o A1
c) cos165 e) sin—q5-

.Asagidaki ifadelerin dogrulugunu gésteri-
niz.

sin8°
a) 1+ cos8°

b) /159580  sin4g]

1 —cosx
sinx

= tan4°

X _
c) tan§—

. Asagida verilenlere gére
sin%, cos% ve tan% degerlerini bulunuz.

a) cosx =g+ 270° < x < 360°

b) cosecx =3, 90° < x < 180°

c) cotx = 5, 7r<x<377r

c¢) tanx = —1, %<x<7z

. cos3x ifadesinin cosx tiirlinden esitini bu-
lunuz.

. Asagidaki esitliklerin saglandigini gésteri-
niz.

cosect

a) cosec2d = > cosl

b) cos20 _ cotf —1
1+sin20  cotd +1

¢) Inlcosf | = %(Inl 1+c0s20|—In2)

e

D E C
A F
A B

Yakaridaki sekilde ABCD bir kare,
m(FAE) =0, |DE|=|FB| ve | AB| = 4|BF|
olduguna gére tanf degerini bulunuz.

a
D A 0O B

Yakaridaki sekilde [DC , O merkezli [ AB] cap-
I cembere C noktasinda teget olsun. D, Ave B
dogrusal, |AB|= 12 birim ve |AD|= 4 birim
ise tane degerini bulunuz.

. Asagida verilen 6zdes birim karelere ayril-

mis sekle gére tan(EAC) degeri kactir?
D E

A B C

Yukaridaki sekilde bir binanin ayni gin ice-
risinde farkli zamanlarda &lcilmus goélgeleri
verilmistir. |[AB|=2 m ve |[BC|=10 m oldu-
guna gore binanin yiiksekligi ka¢ m dir?

Trigonometri
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3.2. TRIGONOMETRIK DENKLEMLER

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

* Trigonometrik denklemlerin ¢6zUm kumelerini bulma

Isik bir ortamdan bagka bir ortama
Terimler ve Kavramlar gecerken kirilir. Snell (Snel) yasa-
sina goére v, 1s1gin ilk ortamdaki
hizi, v, 1s131n diger ortamdaki hizi

o Trigonometrik denklem

sinf, _ vy olur
sin62 Vo ’

olmak Uzere

(

Gorsel 3.2: Isik kirlimasi

0, E Hava
'S
)\ Madde
50
v, L .
v, oranina kirilma indisi denir.
Madde Hava/M.adcfe.
Kirilma indisi
Su 1,33
Alkol 1,36
Cam 1,52
Elmas 2,41

Tablo 3.1

Ornegin kinlma indisi 2 olan bir ortamda yiizey ile ylizeye diisen isin
arasinda 60° agl olsun. Bu i1sinin bagka bir ortama gecerken olustur-
dugu kirllma agisini bulmak icin Snell yasasi kullanilir.

Snell denkleminde oldugu gibi icerisinde trigonometrik fonksiyonlarin
bulundugu denklemlere trigonometrik denklemler denir. Birgok gercek
hayat durumu problemleri trigonometrik denklemle ifade edilir. Trigono-
metrik denklemlerin ¢ézimleri farkh bigimlerde yapilir.

Trigonometri
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sinx=a, cosx=a ve tanx=a
Bicimindeki Trigonometrik Denklemler

sinx = a Denkleminin Géziim Kiimesi

B ORNEK 1

sinx = % denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz.

oozt

sinx = % denkleminin [0, 27) araliginda I. bolgede x = % ve Il. bol-
gede x = 5% biciminde iki c6zUmuU vardir. Birim ¢cember Uzerinde her
2r periyodda ayni degerler tekrarlanir. k € Z olmak lzere sinx = %

denkleminin kdkleri x = % +2kz veya x = 5T7f+ 2km biciminde elde

edilir.

AY

Sin<%+2kﬁ>=% Sin<%+2kn’>=%

________________

-1y

Buradan C ={x| x=%+2k7r Vv x=5%+2kn, keZ} bulunur.

sinx = % denkleminin ¢6zUmu grafiksel olarak incelenirse

5
52y

—or - T Vd 2w X
6

T _ 51
y = sinx 6 C 6

y = sinx fonksiyonu ile y = % dogrusunun kesisim noktalarinin

k € Z olmak Uzere

x =7 +2kr veya x =3 +2kr oldugu garilir.

Trigonometri
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SONUC

—1 <a <1 olmak lizere sinx=a denkleminin
koklerinden biri @ olmak Uzere bu denklemin ¢6-
zim kimesi

C={xIx=a+2kr vV x=(r—a)+2kr,keZ}
olarak bulunur.

B ORNEK 2

@

sinx = ——5— denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz.

Hgozim—

3
sin(%f+2k7r)=— SII’](ST”-FZKTL’) g
[0, 27) araliginda sinx = —~5— denkleminin biri Ill. ve biri IV. bolgede
2
olmak Uzere iki farkli ¢6zima vardir.
Bunlar x=n+§— 4ér ve X = 27r—%— 5?7 olur.
Buradan ¢6zUm kimesi
Qz{xl x—4T7T+2k Vv —ST”+2K7T keZ} bulunur.
sinx = ——5— denkleminin ¢6ztmu grafiksel olarak incelenirse
S
3 27 Y
4z 51 y = sinx
0o 77\ / or X
~—" —_ Y
2 y=""2
. . B .
y = sinx fonksiyonu ile y = 5 dogrusunun kesisim noktalarinin

k € Z olmak Uzere

X = 4Tﬂ+2k” ve x = ST+ 2k oldugu goralar.

Trigonometri
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cosx = a Denkleminin Co6ziim Kiimesi

B ORNEK.3

COSX = g denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz.

/3

Cos (% +2kr7) = 5

/3

[0, 27) araliginda cosx = 5 denkleminin biri I. bolged

bdlgede olmak Uzere iki farkh ¢6zimu vardir.

Bunlar x = % ve X = 271'—% = HT” bicimindedir.

117

e, biri IV.

Buradan butin ¢ézimler x = %+ 2k veya x = B T 2k seklinde

elde edilir.
C6zum kimesi

¢={xIx=F+akr v x=MT+2kr kez} ol

COSX = £ denkleminin ¢6zimu grafiksel olarak incelenirse

2

y
A
3
-
A 3z s Oz 31 51 X
2 2\/2 2\/7 2\
= — /S =
- —2r1 1617r 6 | 1é7r y = cosx
T

6

s
6+27r

y = cosx fonksiyonu ile y = V3 dogrusunun kesisim noktalarinin

2
k € Z olmak lzere
_ _ 1z O
x =g t2km veya x =—g~+2kr oldugu gorallr.

,1‘,

Trigonometri

157



b ORNEK 4

SONUC
—1 <a =<1 olmak lzere cosx =a denklemi-
nin koklerinden biri @ olmak Uzere bu denkle-
min ¢c6zim kimesi

={x|x=a+2kr Vv x=—a+2kr,keZ}

olarak bulunur.

COSX = —% denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz.

2w

3

Qz{xlx—

COSX = —% denkleminin ¢6zim kimesi grafiksel olarak incelenirse

+2kr V X =

4

T+ 2k, kez}

y
/\ _ZT;T/\_ "ﬂf/\—+27f 7
y = COSX
¥ 2
y=- 1
x——%r 2

y = cosx fonksiyonu ile y = —% dogrusunun kesisim noktalarinin

k € Z olmak lGzere

2w

X—T+2k72' veya X =

Trigonometri
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b ORNEK 5

Asagidaki trigonometrik denklemlerin ¢6zim kimelerini bulunuz.

a) sinx =1

b) sinx=0

c) cosx =1 d) sinx=-—1

¢) cosx=0 e) cosx =-—1

[0,27) araliginda sinx =1 denkleminin tek ¢o-
zima x = % seklinde bulunur.

Bu durumda

G ={xIx=%+2kr keZ} elde edil.

[0,27) arahginda sinx =0 denkleminin kokleri
x =0 veya x = seklinde bulunur.

Bu durumda

C={xlx=2kr v x=(2k+1)r,keZ}

elde edilir. Buradan k € Z oldugu i¢in

sinx = 0 denkleminin ¢6zim kiimesi kisaca

C ={x| x=knr, k€ Z} bigiminde bulunur.

[0,27) araliginda cosx=1 denkleminin tek
¢c6zimu x = 0 seklinde bulunur.

Bu durumda

C={xlx=2kr, ke Z} elde edilir.

[0,27) araliginda cosx =0 denkleminin kokle-

rx= % veya X = 37” seklinde bulunur.

Bu durumda

Qz{xl X=%+2k7‘[ \% x=37”+2k7r, keZ}

olur.
Buradan k € Z oldugundan

Q:{xl X =5k, keZ} bulunur.

[0,27) araliginda sinx =—1 denkleminin tek
¢bzimal x = 37’7 seklinde bulunur.

Bu durumda

G ={xIx=3F +2kz, ke Z} elde edil

[0,27) araliinda cosx =—1 denkleminin tek
¢6zuml x = 7 seklinde bulunur.

Bu durumda

C={xIx=(2k+1)r, ke Z} biciminde bulu-
nur.

Trigonometri
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tanx = a Denkleminin Co6zim Kiimesi

B ORNEK 6

tanx = 1 denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz.

tanx = 1 denkleminin ¢dzumleri

x =7 +kr, k €Z bigiminde bulunur.
Buradan

C= {X| X =%+ kz, ke Z} bulunur.

tanx = 1 denkleminin ¢6zim kiumesi grafiksel olarak incelenirse

y y = tanx
: : A : : :
y=1 i i i i i
e/ Lo/ L o L oxf b e
VA T Fa 5 ! o i
4 4 4 4 4
: : vy : :

y =tanx fonksiyonu ile y =1 dogrusunun kesisim noktalarinin

k € Z olmak tUzere x = %4’ k7 oldugu goérulur.

)Y _..(1,a) SONUC
ac R olmak lzere tanx =a denkleminin

A
a
1
kdklerinden biri @ olmak Ulzere bu denkle-
" min ¢6zim kimesi
O/ C={x| x=a+kr, ke Z} olarak bulunur.

—1v

VY

Trigonometri
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B ORNEK 7

tanx = —y/3 denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz.

tanx = —y/3 denkleminin ¢ézimleri

x=—7 +k, k€ Z bigiminde bulunur.

Buradan Qz{xl x=—%+k7r, keZ} olur.

sinf(x)=a, cosf(x)=a ve tanf(x)=a
Bicimindeki Trigonometrik Denklemler

sinf(x)=a, cosf(x)=a veya tanf(x)=a bigimindeki trigonometrik
denklemler sinx =a, cosx = a veya tanx = a denklemlerinin ¢6zimu-
ne benzer bir yéntemle ¢6zulir.

BuwsORNEK.8

2sin30 — 1 =0 denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

Sooon

2sin3d—1=0
2sin36 =1
; _1
sin30 = 5 olur.
Buradan

39=F+2kt  veya 30=m— g +2kt

_ 2k _ b

6——18 +55 36——6 + 2k
_5mr | 2km
6——1 +55

seklinde bulunur.

C6zUm kiimesi

QZ{XI X=%+—2§T Vv X:?—g+2§7z-’ kEZ} olur.

Trigonometri
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B ORNEK.9

\/§tan<g+%>— 3 =0 denkleminin ¢ézum kiimesini bulunuz.

tan( 3 + :%=\/§ olur.
Buradan
0 . 7_ =1
2T =3tk
0 _rm
? 6+k7f
0 =7 +2kt

C ={x| X=2T7T+2k7'[, keZ} bulunur.

Trigonometrik Denklemlerin Carpanlarina Ayirarak
Cozumii

Bazi trigonometrik denklemler ¢arpanlarina ayirma yéntemi ile ¢ézule-
bilir.
bwwORNEK10

25sinf - cosf + /3 cosf = 0 denkleminin ¢dziim kiimesini bulunuz.

Socon

2sind - cosf ++/3 cosf = 0 denklemi cosf parantezine alinirsa

cosf(2sind+y3)=0
cosfd =0

Gi={016=%+kn keZ]
2sinf+4/3=0

=3

smﬁ—T
0=r+%+2kt veya 0 =2 — 5 +2kn

_A4r _ 51
6= 3 + 2k 6= 3 + 2k

Go={016=4F+2kr v 6=5F+2kr, kez}

Buradan
C=C,UG,={010=%+kr v o= +2kr v o= +2kn keZ]
bulunur.
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B ORNEK 11

2cos?6 —3cosf —2 =0 denkleminin ¢dziim kiimesini bulunuz.

Soconi

cosd = a olsun.
2a?—3a—-2=0
(2a+1)a—2)=0

a=_2—1 veya a =2 olur.

Bu durumda

cosf =2 ise G, =0 olur.
i

cosl = 5 ise

6= 4” + 2k olur.

0= —+2k71 veya
Buradan
Co={016=2T+2kx v 0= +2kr, keZ] bulunur

O hélde ¢6zim kume3|

C=C,UG,={016=3F+2kr v 6= +2kr, k< 2} elde edilr

Trigonometrik Ozdeslikler Yardimi ile Céziilebilen
Denklemler

BuwwORNEK.12

cos260 — cos46 +2 =0 denkleminin ¢c6ziim kiimesini bulunuz.

o cont

cos20 —cos4f + 2 = 0 denkleminde cos48 = 2cos®260 — 1 yazilirsa
cos260 —(2cos?20—1)+2=0
—2c0s?26 +c0s26 +3=0

2c0s2260 — cos20 —3 =0 olur.
cos20 = x olsun.

2x*—x—3=0
(2x=3)(x+1)=0
X1 = % veya Xz =—1 olur.
Buradan
cos20 = veya cos20 =

denklemlennm ¢6zim kimeleri
cos20=5 = C,=

00526——1 = 20= 7r+2k7r
g==1 +k71'

92={6|6=l+kn keZ}
C=CGUGC,= {Hlﬁ = +km, keZ} bulunur.

Trigonometri

_

163




B ORNEK 13

sin5x _ cosb5x
sinx CoSsX

=4 denkleminin [0, 27) arahgindaki koklerini bulu-

nuz.

g\. -

sin5x  cos5x _ 4

sinx ~ COSX
SiN5X - COSX — COSSX - SiNX _ 4

sinx - cosx
2sindx _ ,
sin2x
2sin2x - cos2x _ ,
sin2x
cos2x = 1
2x =0+ 2k

x = kzr bulunur.
Buradan denklemin kdkleri
k=0=x=0
k=1= x=m olur.

O halde ¢6ziim kiimesi G =1{0, 7} elde edilir.

sinf(x)=sing(x) Denkleminin C6ziim Kiimesi

sinx = sina denkleminin kékleri k € 7Z olmak Gzere x = « + 2kx olur.
Denklem sinx = sin(z — @) bigiminde yazilirsa ¢6zim x = 7 —a + 2krz
olarak bulunur.

O hélde sinx = sin@ denkleminin ¢6zim kiimesi
C={xIx=a+2kr v x=(7—a)+2kr, k€ Z} olur.

SONUC

sinf(x) = sing(x) denkleminin ¢6zim kimesi ke Z olmak Uzere
f(x)=g(x)+2kr veya f(x)=(xr—g(x))+2kr denklemlerini sagla-
yan x degerleridir.

BuwORNEK. 14

Asagidaki denklemlerin ¢6zim kimelerini bulunuz.
iy — ain /L

a) sinx =sin<{

b) sin(3x —40°) = sin(2x +30°)

c) sin(2x+%> = cos(x—%)

Trigonometri
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Sboon

a) sinx=sin4g ise

X=%+2kﬂ' veya X:(;{—%>+2k7[211475ﬂ+2k7f olur.

Buradan ¢6zum kiimesi

g:{x|x=%+2kn v x:114—5”+2k7r,keZ} bulunur.

b) sin(3x—40°)=sin(2x+30°) ise

3x—40°=2x+30°+k-360°

x =70°+k-360°
veya
3x —40°=180°—(2x+30°)+ k- 360°
3x—40°=150°—2x + k- 360°

5x =190°+ k- 360°

x =38°+72° -k bulunur.

Buradan ¢6zum kimesi

C={xIx=70°+k-360° v x=38°+k 72° keZ} olur.

c) sin<2x+%>:cos<x—%> veya sin<2x+%)=sin<%—x+%)
oldugundan cos(x—%)zsin(%—w—%)
ox+Z =T —(x-Z)+2kr veya 2x+%=n—(3T—x)+2kn
3X:§Tﬂ_%+2kﬂ 2x+ 5 =7+ x+2kx
3x =10+ 2kx x=2 - +2kr
X:161_07T+2kT7f x=%+2k7r olur.

Buradan ¢6zum kimesi

C={xIx=TgE+ &L v x=Jo+2kr, ke ] elde edi.

cos f(x)=cosg(x) Denkleminin Cozim Kiimesi

cosx = cosa denkleminin kdkleri k € Z olmak lizere x = a +2kr veya
denklem cosx = cos(—a) bigiminde yazilirsa ¢ézim x = —a + 2kr ola-
rak bulunur.

O hélde cosx = cosa denkleminin ¢6zim kimesi
C={xIx=a+2kr v x=-a+2kr, ke Z} seklinde bulunur.

SONUC

cos f(x) = cosg(x) denkleminin ¢6zim kimesi k € Z olmak Uzere
f(x) = g(x)+2kz veya f(x)=—g(x)+2kr denklemlerini saglayan x
degerleridir.

Trigonometri
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B ORNEK 15

Asagidaki denklemlerin [0°, 360°) araligindaki ¢oziim kiimesini bulu-
nuz.

a) cosx = cos70° c) cos(2x +20°) = sin80°
b) cos(2x+70°) = cos(x—10°)

Sbsox

a) cosx = cos70° ise
x =70°+k-360° veya x =—70°+k-360° olur.

Buradan C ={70° 290°} olarak bulunur.

b) cos(2x +70°) = cos(x—10°)
2x+70°=x—10°+k-360° veya 2x+70°=—x+10°+k-360°
X = —80° + k - 360° 3x =—-60°+k-360°
x =—20°+k-120°

k=1= x=-80°+360°=280° veya x=-20°+120°=100°
k=2 = x=-80°+720°=640° veya x=-—20°+240°=220°
k=3 = x=-80°+1080°=1000° veya x=—20°+360°=340°
bulunur.
Buradan C ={100°, 220°, 280°, 340°} olarak bulunur.

C) cos(2x+20°) = sin80°
cos(2x +20°) = cos10°
2x+20°=10°+k 360° veya 2x+20°=-10°+k-360°
2x = —10°+k- 360° 2x =—80°+k-360°
x=-5°+k-180° x=-15°+k-180°
k=1=x=-5+180°=175° veya x=-15°+180°=165°
k=2=x=-5+360°=355° veya x=-15°+360°=345°
bulunur.
Buradan C ={165° 175°, 345°, 355°} olarak bulunur.

tanf(x)=tang(x) veya cot f(x)=cotg(x)
Denkleminin C6ziim Kiimesi

tanx = tana veya cotx = cote denkleminin kokleri k € Z olmak lizere
x = a+kr olur. O halde ¢6zim kimesi

C={x|lx=a+kr, ke Z} biciminde bulunur.

SONUC

tanf(x) =tang(x) veya cotf(x) = cotg(x) denkleminin ¢6zim kiime-
si k€ Z olmak tzere f(x)=g(x)+kz denklemini saglayan x deger-
leridir.

Trigonometri
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M. ORNEK 16

Asagidaki denklemlerin ¢6zim kimelerini bulunuz.

— T
a) tanx = tan 5

b) tan(3x+%> = tan(x+%)

c) tan(3x—10°)-tan(7x +20°) =1

%—QQZUM ,

a) tanx=tan% denkleminin kokleri k € Z olmak Uzere x=%+ km

olur.

Buradan G = {xl X= %+ kz, ke Z} bulunur.

b) tan<3x+%>=tan<x+%)
3x+5 =x+g+kr, keZ
2x=%—%+kz
2x =55 +kz
x:%JrkT” bulunur.
Buradan ¢6zim kimesi

G ={xI x= 45+ %k, ke Z| bigiminde bulunur.

c) tan(3x—10°) -tan(7x+20°)=1

tan(3x—10°) = 1

tan(7x +20°)
=cot(7x+20°)
=tan(90° —(7x+20°))
= tan(70°—7x) bulunur.

Buradan

3x—10°=70°—-7x+k-180°

10x =80°+k-180°
X =8°+k-18° olur.

tanx =tane = x=a+krm

Denklemin ¢6zum kiimesi

C={xlx=8°+k-18° k € Z} biciminde elde edilir.

Trigonometri

167



168

asinf(x)+bcos f(x)=c Bicimindeki Denklemlerin
Cozum Kiimesi

a, b, ¢ sifirdan farkli reel sayilar olmak lzere asinf(x)+bcosf(x)=c
bicimindeki denklemlere sinf(x) ve cosf(x) e goére lineer (dogrusal)

denklemler denir.

A

(Mo

Ja’+b? tana =
cosa = —2—
2 Ja+b?

c=asinf(x)+bcosf(x) b
= a(sinf(x)+%cosf(x)> a ~ fana olsun
= a(sinf(x)+tana - cosf(x))
= a(sinf(X)+ g‘i)g‘fy -cosf(x))

(sinf(x)vcosa+sina-cosf(x))

-a cosa

:a<5in(cf:(o);)a+a)>

sin(f(x)+a)

Ja@ 0

=ya®+Db? sin(f(x)+a) bulunur.

Ayrica —1 < sin(f(x)+a) < 1 oldugundan esitsizlik va®+b? ile
genigletilirse

—Ja?+ b2 </a?+b?-sin(f(x)+a) < y/a?+b?

_a
a’+b?

cosa =

—J/a?+b?2<c<ya®+b? olur.
Buradan
c<ya’+b?

c2 < a?+b? elde edilir.

O hélde asinf(x)+bcosf(x)=c denkleminin ¢dzllmesi igin
c? < a®+b? kosulu saglanmalidir.

SONUC
asinf(x)+bcosf(x)=c denklemi c®<a®+b?* kosulunu sagliyorsa
her bir terim a ya veya b ye bolunir ve % =tana veya % = tana

déntsumu yapilarak denklemlerin kokleri bulunur.

B ORNEK. 17

cos2x +y/3sin2x = 1 denkleminin ¢éziim kiimesini bulunuz.

Trigonometri
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a=1,b=43 ve c =1 olup denklemin ¢dziilebilmesi icin a?+b?> c?
kosulunun saglanmasi gerekir.

Bu denklem

a®+b*>c?

12+(/3)° =12

kosulu saglandidi i¢in ¢ozdlebilir.

tan60° = /3 esitligi denklemde /3 yerine yazilirsa

c0s2x +tan60° - sin2x = 1
sin60°

cos2x + 00560° -sin2x = 1
Cc0s2x - 0s60° + Sin60° - sin2x _ 4
cos60°

cos(2x —60°) = cos60° olur.
2x—60°=60°+k-360° veya 2x—60°=-60°+k -360° ke Z
2x = 120°+k - 360° 2x = k- 360°
X =60°+k-180° x =k-180° olur.
C6zum kimesi

C={xIx=60°+180°k Vv x=180°, ke Z} olur.

B ORNEK 18

f(x) = 5cosx + 12sinx fonksiyonunun en blyik ve en kilgik degerlerini

bulunuz.

‘%—QGZUI\P tana = % olsun.

f(x)= 5<cosx +%sinx)

f(x) = 5(cosx + tana - sinx)
sina
cosa

_ 5( COSX - COsa + sina - sinx )
cosa

cos(x—a)

=5 5 =13 cos(x—a) bulunur.
13

—1 < cos(x—a) = 1 oldugundan
—13 <13cos(x—a) <13
—13 < f(x) < 13 bulunur.
Buradan f(x) fonksiyonunun en blyik degeri 13 ve en klguk degeri
—13 olur.

= 5<cosx+ sinx)

SONUC
f(x) =acosx+bsinx fonksiyonunun en biyik degeri va?+b?, en

kiigiik degeri —va?+b? olur.

Trigonometri
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asinf(x)+bcosf(x)=0 Bicimindeki Denklemlerin
Co6zum Kiimesi

a ve b sifirdan farkli reel sayilar olmak lzere asinf(x)+bcosf(x)=0
bicimindeki denklemlere birinci dereceden homojen denklemler denir.

Her terim cosf(x)#0

asinf(x)+bcosf(x)=0 o e
ile béltnr.

asinf(x) _
cos f(x) tb=0

atanf(x)=-b

tanf(x) = %b elde edilir.

BwORNEK 19

/3 cos3x —sin3x = 0 denkleminin ¢dziim kiimesini bulunuz.

S con

V3 cos3x —sin3x = 0
/3 cos3x = sin3x

_ sin3x
V3= cos3x
tan3x = v/3 bulunur.

Buradan
3x = §+ kz, keZ

T Kkt
X = 9+ 3 , ke Z olur.

O hélde ¢6zim kimesi

(;:{XI x=%+kT7T, keZ} olarak bulunur.

acos?x+bcosx-sinx+csin?x = 0 Bicimindeki
Denklemlerin C6ziim Kiimesi

a, b, ¢ sifirdan farkli reel sayilar olmak Gzere
acos®x + b cosx - sinx + ¢ sin®x = 0 denklemine ikinci dereceden ho-
mojen denklem denir.

Bu denklemleri ¢g6zmek igin her bir terim cos®x # 0 ile bolunar.

acos®x , bcosx: sinx , csin®x _
2 + 2 + 2 -
cos?x cos?x cos?x
a+btanx+ctan®x =0

denklemi bulunur. Buradan ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklem
¢6zUmu yapilarak ¢6zim kiimesi olusturulur.
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BwwORNEK20

sin®x — sinx - cosx — 2 cos®x = 0 denkleminin ¢ozim kiimesini bulunuz.

Sbco

Her bir terim cos?x e béliiniirse

sin®x _ sinx-cosx _ 2cos’x __ 0

cos2x cos?x cos®x  cos3x
tan?x —tanx — 2 = 0 bulunur.

tanx = a ise
a?—a—-2=0
(a—2)a+1)=0
a=2 veya a=—1olur.

tanx =2 ise x=a +kr veya tanx=—1ise x= 3QT7T+ kz olur.

Gozim kimesi G ={x| x=a+kr v x=3T+kz, keZ} bulunur

BwORNEK 21

6 sin®x + sinx - cosx + cos®x = 4 denkleminin [0, %] ndaki ¢6zim

kiimesini bulunuz.

b oont

Verilen denklemin asin®x +bsinx - cosx + ¢ cos®x = 0 bigimine dénls-

tartilmesi icin denklem 6 sin®x + sinx - cosx + cos®x = 4(sin®x + cos?x)
seklinde yazilir.

Buradan

25sin®x + sinx - cosx — 3 cos®x = 0 homojen denklemi elde edilir.

Her terim cos?x e bélinirse 2tan?x +tanx—3 =0 olur.
(2tanx+3)(tanx—1)=0

tanx = 73 veya tanx = 1 bulunur.

Tanjant fonksiyonu |. bélgede pozitif oldugundan tanx =1 denklemin-

den x=% olur.

Buradan ¢6zim kiimesi C = {%} elde edilir.

Trigonometri
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Battani (858-929)

Yasadigi dénemin énemli matematikgcilerinden biri olan Battani
astronomi ve matematik alaninda ¢ok 6nemli ¢alismalara imza
atmistir. Battani, ¢calismalari sirasinda bazi temel trigonometrik
\ E4\\ bagintilara ulasmis ve bunlar astronomik hesaplamalarda kullan-
Gorsel 3.3: Battani migtir.

Bati’da bu konuyla ilgili bilgiler Battani’ye ait oldugu icin Bati’ya trigonometriyi onun 6gretttigi soy-
lenir. Sinus ve kosinls teoremlerini tam olarak ilk defa Battani kullandi@i i¢in hakh olarak Batililar
ve Dogulular Battani’yi trigonometriyi bulan adam olarak gérmduslerdir.

Yildizlarin enlemlerinin bulunmasi ve trigonometriyle ilgili “Riséle fi akdari’l-ittisélat (Yildizlarin
Yan Yana Gelmelerinin Olgiimleri Kitabi)” en énemli eserlerindendir.

Trigonometrik Denklem Uygulamalar

Bir ¢cok alanda oldugu gibi giinlik hayatta da kargilagilan problemlerin
¢bztimlerinde trigonometrik denklemler kullanihir. Asagidaki 6rneklerde
bazi uygulama alanlari ve giinlik hayat problemleri modellenmistir.

Buw.ORNEK.22
Yanda verilen d dogrusu, eksenleri

A(a, 0) ve B(b, 0) noktalarinda kesmektedir. C
noktasi d dogrusu Uzerinde bir nokta,

m(COA)=a, [OC] Ld ve |OC|=p
olmak Uzere d dogrusunun ysina+xcosa =p

biciminde yazilabilecegini gdsteriniz.

cota = % oldugundan d dogrusunun

C(pcosa, psina) egimi
%

m= —% = —cota olur.

a4
Egim ve C(pcosa, psina) noktasi
y—y; =m(X—Xy) dogru denkleminde yerine yazilirsa

y —p sina = —cota(x —p cosa)

—Cosa

Sho (x—pcosa)

y—psina =

y sina —p sin?a = —x cosa + p cos’a

y sina + x cosa = p(sin®a +cos®)
—

y sina + x cosa = p seklinde bulunur.

Trigonometri
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BwORNEK 23

8 mm

27 mm

Yandaki karinca, sekildeki L mm
uzunlugundaki ¢ubugu yuvasina
tagimigtir.

Yuvanin dst bélima 8 mm ve yuva-
nin ici 27 mm genisliginde oldugu-
na goére

a) Cubugun boyunun L(#) = 27 cosect + 8 sech ile modellendigini

g0steriniz.

b) L uzunlugunun alabilecegi en biytk deger icin § degerinin
8sech - tanf — 27 cosecd - cotd = 0 denklemini saglayan deger
oldugu bilindigine gbre karincanin yuvasina tasiyabilecegi en uzun

cubuk ka¢ milimetre olur?

A g L=|AC|=|AB|+|BC|
A 9 O L=L,+L, olsun.
_8 __ 8
L, cosf = L, = L,= cosd
B o 27 _ 27
L. 27 _ _ 8 27
L(O)=L,+L,= cosd + sind
L(8)=8sech + 27 cosech
C
bulunur.
b) 8sech tand —27 cosech - cotd =0
8 sind _,, 1 cosd _,
cosf cosf sind sinfd
8sind _ 27 cost
cos?0 sin20
8sin®f =27 cos®d
sg_ 27
tan®0 = 8
tand =% bulunur.
Buradan
[ __8 .27
cosf  sind
_ 8 27
=~ 2 *t/3
/13 J13

=4/13+9/13 =13,/13 mm olur.
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Sekildeki ddnme dolabin yarigapi 20 m
ve yerden yuksekligi 1 m dir. Bu dénme
dolap dakikada 1,5 tur attigina gére

a) t aninda en alt noktadan dénme
dolaba binen birisinin yerden yuk-
sekliginin ~ h(t)=21—20cos3xt
denklemi ile bulundugunu gosteri-
niz.

b) t aninda en alt noktadan dénme
dolaba binen birisinin yerden 11 m
yUkseklige ¢ikmasi igin en az kag
saniye gecmesi gerekir?

i@ cOzim

a) |PH|=h ve |PK|=|h—21| olmak lzere

. h—21
sina = —54
20sina =h—21

h =21+ 20 sina bulunur.

Do6nme dolap dakikada 1,5 tur attigina gore 1 dakikada alinan yol

Yol = 2nr+%

- 2n-20+% = 607 olur.

| y
s oldugundan hiz =897 m/dk. bulunur.

hiz=

t zamanda alinan yol=hiz-zaman
|AP|= 607t

5ra
2rr- o =60r-t

2o%+ 20 = 607t

T +2a =6rt
2a =6nt—nm

= _T
a = 3rt > olur.
Bu deger h =21 +20sina denkleminde yerine yazilirsa
— ; _TT
h(t)=21+20sin(3xt—% )

= 21-20sin( % - 3at)
=21 —20cos3rt
seklinde bulunur.

Trigonometri
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b) h(t)=21—20cos3xrt
11 = 21 — 20 cos3xt
20cos37nt =10

cos3rt = % olur.

3m=§+2kn veya 3nt=‘3—”+2kn, keZ

-1
3t=7+2k

_1 2k

1
t—§ veya 3t = 3 +2k

t=—§+%k olur.

En kuguk t degeri k=0 ise t= % dk. bulunur.

t= % 230 sn. de yerden 11 m yukari ¢ikilir.

-

6 m uzunlugundaki bir su kanalinin kenarlar
1,2 m olan ikizkenar tc¢genlerden olugsmaktadir.
Su kanalinin hacmini @ ya bagh bir fonksiyon
olarak V(8)=4,32sin20 seklinde ifade edi-
niz. Su kanalinin hacminin 2,16 m® olmasi igin
0 <0 < z arah@indaki @ degerlerini bulunuz.

~ cozim

Hacim = % - Taban - Yukseklik - Uzunluk

V((9)=%-2x~h1~h
=X'h1'6

=1,2sind-1,2cosf -6
=1,44 - 65sind - cosl

=1,44-3sin260
= 4,32sin20 olur.
Buna gbre
. h+ _
2,16 = 4,325sin20 cosf =45 = hi=(1,2)cost
1 .
% = sin2¢ bulunur. sind = 1X2 - x=(1,2)sind
Buradan
20 = +2kr veya 20 = —+2k7r
6=ﬁ+k7r 0= 57T+k7r elde edilir (k€ Z).
O hélde 0 = 12 ve 0= 12 degerlerini alir.
Trigonometri
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Hilal

ilk Dordin

@

Dolunay

Son Do6rdin
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MuwORNEK-26____

Ay Dunya etrafinda dénerken Gu-
nes’in aydinlattigi  boélimin  bir
kismi Dlnya’dan gorilir. 6 agisi
Gulnes, Dlinya ve Ay arasindaki
acl olmak Uzere Dinya’dan Ay’in
gérinen aydinlik kisminin orani

F = %(1 —cosf) denklemi ile mo-

dellenmisgtir.

Ornek olarak F =0 ise yeni ay, F=0,25 ise hilal, F=0,5 ise ilk ve
son doérdun, F =1 ise dolunay olur.

Buna gdre Ay’in yeni ay, hilal, dolunay, ilk ve son dérdiin durumlarinda
@ acisini bulunuz.

FzO:Oz%H —cosf)
cosf =1

0=0°+2kr

k=0 = 60 =0° bulunur.

Buradan Ay’in yeni ay déneminde 4 = 0 bulunur.

_ 1_1.4_
F—0,25:>4—2(1 cosf)

1_,_
5 =1 cost

_1
cosl = 5

6=%+2k7r veya 6=—%+2k7{ olur.
— T
k=0=0= 3

k=1 :0:271'—1:5% bulunur.

3
Buradan Ay’in hilal déneminde & acilari % ve ST” olur.

_ 1_1.4_
F=05=%= 2(1 cosf)

cosfd =0

6=%+2k7{ veya 6=—%+2k7r (ke?Z)
k=0:(9=%

k=1 =>6=27r—%:37” bulunur.
Buradan Ay’in ilk ve son dérdiin déneminde @ agilari % ve 37” olur.
F=1=1 =%(1 —cost)
2=1-—cosl
cosf = —1
6 = 7+ 2kx olur.
k=0= 0 =rx bulunur.

Bu durumda Ay’in dolunay déneminde & = z olur.
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B ALISTIRMALAR

1. Asagidaki trigonometrik denklemlerin R

deki ¢6ziim kiimelerini bulunuz.
a) /3 cosecx —2=0 c) cosx + 1 = —cosx

b) sin®x = 3 cos®x c)4cos’x—1=0

2. Asagidaki trigonometrik denklemlerin
[0,27] arahgindaki ¢éziim kiimelerini

bulunuz.
a) tan20 = —1 c) 2003% —y/2=0

3

b) sec(7> =-2 ¢) 2sinbx =1

3. Asagidaki trigonometrik denklemlerin R
deki ¢6ziim kiimelerini bulunuz.

a) sin®3x—sin3x—2=0
b) 2 cos®?x —2cosx +sin®x—4 =0

c) x €[0, 7] olmak tizere

V1—cos2x ++/2 cosx =1

c) tan2x +cot2x = 2
d) 4 + 4 sinf = cos?6

4. Asagidaki trigonometrik denklemlerin ¢6-
ziim kiimelerini bulunuz.

a) sin<2x—%)=sin<x_%>
b) tan(Sx—%).cot(XJr%): 1

c) sec(2x+10°) = cosec(x—10°)
5. Asagidaki trigonometrik denklemlerin R
deki ¢6ziim kimelerini bulunuz.
a) cosx ++/3 sinx =42
b) v2 sinx — /6 cosx = 2
c) sinx —+/3 cosx =0
6. Asagidaki denklemlerin [0, 27 ) araliinda
kac tane kékii vardir?

a) sin®x+sin2x —3cos’x =0

b)3 sin?+ 3 sinx - cosx — 4 cos?x = 1

—
—

7.
Yukaridaki sekilde | AB|= 5 birim,
|AC|=6 birim ve |BD|=|DC| ise
A(ABC) kactir?
8 B
e
X
Yukarida bir futbolcunun vurdugu topun aldigi
mesafe x(8)=100sin20 denklemi ile verili-
yor.
Buna gére
a) Futbolcu topu 50 m ileriye atabilmek
icin topa kac¢ derecelik ac¢i ile vurmali-
dir?
b) Futbolcu topu en uzaga atabilmek icin
topa kac derecelik aci1 ile vurmalidir?
9. T
Dunya’nin bir kiire oldugu varsayildigi, yukari-
da verilen sekildeki gibi bir iletisim uydusunun
Dunya’dan uzakligi d ve Dinya’nin yaricapi
r olsun. Uydunun kapsama alaninin gérdiugu
yayin él¢ctisii @ olmak lUzere
a) d uzakhgini @ ve r tiirlinden yaziniz.
b) d<r ve
2/3 ) _
(242~ 1)r=d
bagintisi varsa « acisi kac derece
olur?
Trigonometri
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. OLCME VE DEGERLENDIRME 3

A) Asagidaki trigonometrik ifadelerin degerlerini karsilarinda verilen bosluklara yaziniz.

11x
cot—12

B) Asagidaki trigonometrik denklemlerin belirtilen araliktaki c6ziim kiimelerini eslestiriniz.

2. a) cot3x+v/3=0 [0, 7) . Q={3T7r}
b) tan2x+1=0 [0, 27) "-G:{ﬁ;’ ?’é}
c) 4sin’x+8cosx =7 [0, 2r) M. G={§”§’ 1115?’ 1175?}
o) sec( 3 )+v2=0 [0, 21) v e={5 )
d) 2cos4x=y2 [0, 7) V. G:{%r’ %r 123”’ 12”}
Trigonometri
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C) Asagidaki ¢coktan se¢cmeli sorulari cevap-
landiriniz.

3. @ ve B birer dar aci olmak lzere

cota =3 ve tanf = % olduguna gére
a+ [3 toplami ka¢ derecedir?

A) 30° B) 45° C) 60°
D) 75° E) 90°

4. tan43°=x ve cot14°=y olduguna goére
tan33° ifadesinin x ve y cinsinden degeri
asagidakilerden hangisidir?

1+xy X—y 1—xy
A) X—y B) 1+xy C) Xty
1+x y—X
D) X_yy E) +xy
S sin(x—zT’T)
— 2 =9
cos<x+4T”>

olduguna gére tanx degeri kactir?

V3-42 -
A O B)5x/1§718 c

[

6. tan(x +%) = A olduguna gore
cos(% - x) degerinin A tiiriinden degeri

asagidakilerden hangisidir?

1 B) A L
1 A
D E
) A%+ 1 ) A%+1

"

OLCME VE DEGERLENDIRME 3

—
D E C
F
a
A B
Yukaridaki ABCD dikdérgeninde
2|FB|=|FC|
3|EC|=5|DE|
4/AD|=3|AB|
m(EAF) =« olsun.
Bu durumda sina degeri kagtir?
7
A a5 By ol
1
D L S
) /85 E) 1

1

8. sinx—cosy = 5
cosx +siny = %
olduguna gére sin(x—y) degeri kactir?
2 —1
A) 5 B) 50 C) V3
4 33
D) 25 E) 50
9 xe [0, %] ve tanx +cotx = a
olduguna gére tan2x in a cinsinden dege-
ri asagidakilerden hangisidir?
2 a 2
A B) /zz—2 © %
a a’—4
E
D) 2 ) Y&
Trigonometri
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10. A

B

Yukarida birim karelere ayriimis diizlemdeki
ABC lc¢geninde

m(BAC)=a ve

m(BCA) =8

olduguna goére tan(a + /) degeri asagida-

kilerden hangisidir?

A ¥2 B) -3 o &

1
D) TR E) 1

11. cot(x—%)-cot(x—%)Jﬂ

cot(x—%)—cot(x—%)

ifadesinin degeri asagidakilerden hangi-

sidir?
a2 B -y3 O /3
D) —1 E) 1

I\)‘a

12. % <x < % olmak Uzere +41—sin2x =

olduguna goére sinx+cosx ifadesinin de-
gerini bulunuz.

OLCME VE DEGERLENDIRME 3

1
5 4
D) T E) 5
Trigonometri
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13. cot118° =x olduguna gore cot326° nin x
cinsinden esiti asagidakilerden hangisi-
dir?

1—x2 2X 2X
A o B) 77 x R
1—x 1—x?
D) 9+x E) 1 +x2

14. cos15°—y/3sin15° ifadesinin degeri asa-

gidakilerden hangisidir?

A) ¥2-4/6  B) V6-V2 () ¥2
2 2 2

D) V3 E) vV2+/6

15 §inox + cos®x = % denklemini saglayan

x in en kii¢lik pozitif degeri kactir?

A5 B 4 COF Dg Eqy

16. x, y € (O, %) olmak Uzere

1
tan(x+%> =3 ve tany = 7T

olduguna goére cot(x+y) nin degeri asagi-
dakilerden hangisidir?

A & B) 5 o §

2
D) § B) §

|
il
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17. A
a
B H 1 C

Yukarida sekildeki ABC dik liggeninde
[AB] L[AC] ve [AH] L [BC]
m(ABC) =«

|HC [= 1 birim

olduguna gore |AC| kag birimdir?

C) tana

A) seca B) coseca

D) cota E) sina

18. 2sin2x—5sinx-cosx =1, %T”<x<7r

olmak Uzere cot4x in degerlerinden biri
asagidakilerden hangisidir?

21 21
A —50 B) 50 C) 57

19. 3

sin% - cos%r carpiminin degeri asagi-

dakilerden hangisidir?

A) 1-v2 B) 2+/2 ) 1-/2
2 2 4
2—/2 V2 +1
D) == E) 5,

OLCME VE DEGERLENDIRME 3

"

[

20. tan20° = x olduguna gore cot65° in x tii-
riinden degeri asagidakilerden hangisi-

dir?
x—1 X+1 1—Xx
A) x+1 B) x—1 C) 1+x
_X X+ 1
D) 3iy B X}

21. sinx—y/3 cosx =1 denkleminin koklerin-
den biri agagidakilerden hangisidir?

A5 B F CO% DT B

' S

Sekilde [AB] ve [OB] caph yarim ¢em-
berler B noktasinda birbirine icten tegettir.
O noktasi [AB] capli cemberin merkezi ve
M noktasi [OB] c¢apli gemberin merkezidir.
[AC], T noktasinda M merkezli gembere te-

B

<

A O

get olup m(gﬁ))za olduguna gore sina
degeri kactir?

N B V6 c) V3

Trigonometri
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C) Asagidaki acik uclu sorulari cevaplandiri-
niz.

23. D C
L M
T E
A B K F

Sekilde ABCD, BKML ve KFET birer kare,
|AB|=2|CL|=3|TE| olduguna gore

cot(ALF) degerini bulunuz.

24.
K 4
Sekilde
[DF] L[KA]

[KD, C noktasinda

[KF, A noktasinda

[DF], E noktasinda

cembere teget olup

m(CBA) =x, |KF|=4 birim ve

| FA|= 2 birimdir.

Buna gore tanx degerini bulunuz.

25. b 38 °C
6
4
A x/6_1 B

Sekildeki ABCD dortgeninde [AD] L [DC]
olduguna gore sin(DAB) kactir?

Trigonometri
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26. D

C

Sekildeki [AB] capl cemberde

[DE] L[AB], | AE|= 4 birim,
|EB|= 1 birim, m(DCB) = x ise

sin2x degerini bulunuz.

27. cos2x = % bilgisini kullanarak asagida veri-
len trigonometrik ifadelerin degerlerini bulu-
nuz.

a) sin*x b) cos®x

28. cos50° =x, sin10° =y olduguna goére
cos10°-cos20° nin x ve y cinsinden esitini
bulunuz.

29. sin%—cos%=% olduguna goére sin3x de-

gerini bulunuz.

30. sin3a _ cos3a
sina cosa

isleminin sonucu kagctir?

31. 3sin®x+4sinx-cosx +5cos’x =2 olduguna
gore tanx ifadesinin alabilecegi farkli deger-
lerin toplami kactir?

|
il
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32. 3/5'5in2x + 4 cos3y + 12 cos2x + 10

ifadesinin alabilecegi kac tam sayi degeri

vardir?

33. C
16
D
4
A o) B

Sekildeki O merkezli [AB] capli yarim
cemberde

[DC], E noktasinda gembere tegettir.
|AD|=4 cm,
|CB|=16 cm ve
m(DEA) = @
olduguna gére cosa degerini bulunuz.

34. T
8
L

Sekildeki dik koninin tepesi T, taban mer-
kezi O, yuksekligi 8 birim ve taban yaricapi
4 birimdir.

m(BOL) = 60°

m(BTL) =«

olduguna gére cosa degeri kagtir?

OLCME VE DEGERLENDIRME 3

[

35.

Yukaridaki sekilde
[AB] L[AC]

m(BDC) =«
m(ABD) = x
m(ACD)=y

cos(x+y) 2

-3
olduguna goére cote nin degerini bulunuz.

1 1 _ o ..
1 —cos’x T 1—sin®x _ 4 olduguna goére

sin2x in pozitif degerini bulunuz.

36.

37. 0<x< % olmak Uzere tan4x = % olduguna

gore cotx ifadesinin degerini bulunuz.

38. (1+tan1°)-(1+tan2°)-...-(1 +tan44°)
ifadesinin degeri kactir?

39 sin5° " sin5° sin5°
* c0s0°-cos5°  cos5°-cos10° c0s40° - cos45°
ifadesinin degeri kactir?

"

Trigonometri

183




I —

40.

A 6 br B

Egik prizmalarda dik kesit alanini bulmak
icin taban alanini prizmanin dizlemle yap-
t191 acinin sinds degeri ile carpmak gere-
Kir. Akesit = Atapan - Sin@ olur.

Yukaridaki sekilde tabani dikdértgen olan
egik prizmanin ayritlari 5 br ve 6 br dir.
Yan yizindn taban duzlemi ile yaptigi agi
75° olduguna gére prizmanin dik kesi-
tinin alani ka¢ birimkaredir?

Resimdeki insansiz hava araci 3 km

uzunlugundaki bir aday! 2 km ylksekten
ve 2,/5 km uzaktan gézlemlemektedir.
Buna gore tanx degerini bulunuz.

Trigonometri

184

OLCME VE DEGERLENDIRME 3

42,

43.

——
E D
F
L _C
——"—’————‘:N::\\\\
A B

Sekildeki ABCLEFKD kupunde |AB|= 1 birim
ve N noktasi ABCL karesinin kdsegenlerinin
kesim noktasidir. Bu durumda cos(END)
degeri kactir?

Astronomi Birimi

Gulnes

1 astronomi birimi (1 A.B.)=1,5-10% km

Astronomi birimi, g6k biliminde kullanilan bir
uzaklik birimidir. Bir astronomi birimi Glnes’in
merkezi ile Dinya’nin merkezi arasindaki
uzakliktir. Bu deger yaklasik 150000000 km
dir.

Yukarida verilen sekildeki gibi Venus, Gunes ve
Dunya arasindaki a¢i 2a ve Dunya, Venus ve

/15

Glnes arasindaki agl 90° olsun. sina = 0

olduguna gére Giines ile Veniis arasindaki
uzaklik ka¢ astronomi birimidir?

il
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44. Harmonik Hareket

Sirekli olarak kendini tekrar eden harekete
harmonik hareket denir. Bir cismin harekete
bagladigi noktaya dénmesi bir salinim, bu
hareket sirasinda gecen sureye periyot de-
nir.

Sekildeki cisim y ekseni boyunca basit
harmonik hareket yapiyor.

Buna gére

a) Genel olarak y = asinkt+bcoskt bigi-

minde ifade edilen harmonik hareket
denklemi icin tanc = % olmak uizere
y=va?+b?-sin(kt+c) oldugunu gos-

teriniz.

b) y= % sin2t +% cos2t harmonik denkle-
minin en sade seklini bulunuz.

c) Frekans, periyodun tersidir ve parcaci-
gin birim zamanda yaptigi salinim sa-

.. o1 _ b . i

yisini gésterir. f= T =21 devir/sn ol

duguna gore sekildeki agirligin salinim
frekansini bulunuz.

"

OLCME VE DEGERLENDIRME 3
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45,

Sekildeki su deposu icin A, B ve C noktala-

r dogrusal olmak tzere BC uzunlugunun

% G |AB] ye esittir. K noktasinda bulunan

bir kisinin C noktasina olan uzakhgi ile AC

uzunlugu birbirine esgittir.

Buna goére tanco degerini bulunuz.

46.

Yukaridaki Ucgen seklindeki pencerede A

merkezli DK ve CL ¢ember yaylari, B mer-

kezli CK ve EL ¢cember yaylari gizilmistir.

|CA|=|CB|=a

m(C/A\B) = m(C/B\A) =0

|KL|=x

Buna gére

a) 0 ile a arasindaki bagintinin
cosf = 2a2; X oldugunu gosteriniz.

b) sing nin x ve a tiiriinden esitini bulu-
nuz.

c) 0=60° oldugunda x ile a arasindaki
bagintiyi bulunuz.

Trigonometri
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47.
D C
50 4
0
A B

Yarigap! 1 birim olan bir gemberin igine
sekildeki gibi bir dikdortgen yerlesgtirili-
yor. | OE | = x birim, | CE|=y birim ise
dikdértgenin alaninin § ya bagh olarak
A(8)=2sin26 oldugunu gosteriniz.

48. Cirit Atma
Yukseklik

,\

- ¢‘¥/_\X/_\/ Gzakhk

m

Bir cirit atma muisabakasinda bir yarig-
maci yukarida verilen sekildeki gibi ciriti
21 m/sn hizla 45 m uzaga atiyor. Ciri-
tin atildig1 yerden saplandigi yere olan
uzakhgi x ve ilk hizi Vo olsun. Cirit yatay
ile @ agisiyla atildiginda aldigr mesafe

« = Ve sin20

g 97 9,8m/sn?
olarak modelleniyor. Burada g yer ¢cekimi
ivmesidir.

Buna gére yarismaci kac derecelik bir
aci ile ciritini firlatmistir?

Trigonometri

186

OLCME VE DEGERLENDIRME 3

49.

50.

[

Yagmur Olugu

27 cm eninde metal bir levhanin kenarlari 3
cm eninde ve yatay ile « acisi yapacak sekil-
de kivrilarak kesit alani yukaridaki gibi géri-
nen yagmur olugu yapilmak isteniyor.

Buna gére

a) Olugun enine kesit alanini ¢ agisinin tri-
gonometrik oranlari cinsinden bulunuz.

b) o= % icin kesit alanini hesaplayiniz.

c) @ =90° oldugunda kesit alani nasil
degisir?

Ses kayit cihazina iki farkh sesi kaydeden bir
kisinin cihazdaki seslere ait sinyaller t saniye
olmak Gzere

yi= Ssin(2t+%>

y=3sin( 2t+ £

bagintisiyla verilmektedir.

Buna goére bu iki sinyalin toplamini bulu-
nuz.

DEGERLENDIRME

Cevaplarinizi cevap anahtari ile karsilastiriniz. Yan-
s cevap verdiginiz ya da cevap verirken tereddit
ettiginiz sorular ile ilgili konular veya faaliyetleri tek-
rarlayiniz. Cevaplarinizin timi dogru ise bir sonraki
6grenme faaliyetine geginiz.

iy




Topkapi Sarayi’'nin kapisinda kullanilan sislemeler geometrik sekillerden olusmaktadir. Dikdortgen sek-
., lindeki kapinin merkezinde bir tam ve koselerinde de ¢eyrek on kollu yildiz bulunmaktadir. Yildiz diizgiin
besgenin icine yerlestirilmistir. Kapidaki kaplama yatay ve dikey yonde tekrar ettirilerek periyodik olarak
tamamlanmigstir. Kapinin tzerindeki stislemede hem dikey hem de yatay dogrultuda simetri bulunmaktadir.
Bu slislemenin benzerleri Tokat Hatuniye Camisi ve Kayseri Hatun Camisi’'nde de kullaniimistir.

@ Hazirhk Calismasi

% \ Anadolu kilimlerinin bircogunda geometrik sekillerin olusturdugu desen-
ler kullanilmistir. Bu desenlerde haliyi dokuyan; sevgi, ask, 6zlem gibi ruh
hallerini haliya yansitir. Bazi yorelerde yeni evlenen ciftlere bindalli kilimi
hediye edilir. Bindalli kiliminin icindeki motiflerin nasil olusturuldugunu
ve ne anlama geldigini biliyor musunuz?

187



|
e B

4.1. ANALITIK DUZLEMDE TEMEL DONUSUMLER

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

o Andlitik dUzlemde koordinatlar verilen bir noktanin oteleme, donme ve simetri donusumleri
alfindaki gorunttstinun koordinatlanni bulma
o Temel donusumler ve temel ddnusumlerin bileskeleri ile ilgili problem cézme

Temel Dénusumler

Terimler ve Kavramlar )
Anadolu Selguklulari ve Osmanli- £S

Dénagum . I |

. larda kullanilan sitsleme motifleri
Oteleme temel donusumlerin en gizel 6r- BV
Donme neklerindendir.

Simetri dénGstmleri

Dénme merkezi Yandaki yildiz gegme Osmanli ¢ini  Z
Dénme acis| motifi, analitik dizlemde 6teleme,

Simetri simetri ve donme doénugimleri kul- W

lanilarak olusturulmustur.
Simetri merkezi ¥ s

SEH EEN] Asagidaki donisimler incelenirse

[. déntsimin 6teleme, Il. ddnusu-
mun simetri ve Ill. ddnisimdn dénme ddénusuma oldugu goéralar.

\
"
o /@/\:«ﬁ S
y </

—/

Se
\/\

/K

0
ok

&
f

&
>

&8 ‘%s'
fﬁ
\'7

— 2\ )

\¢

S
L 4

\ » _—
Gorsel 4.3: Simetri Gorsel 4.4: D6nme

—_
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Oteleme Déniisiimii

Analitik dizlemde bir seklin belirli bir dogrultuda veya yénde yer degis-
tirmesine oteleme denir.

Ornegin A(3, 2) noktasi x ekseni dogrultusunda 1 birim sada, y ekseni
dogrultusunda 4 birim yukari ételensin.

‘A(8+1,2+4)=A'(4, 6) bulunur.

,,,,,, 1 birimsaga 4 birim yukari

Yukaridaki 6rnekte de goruldigu gibi noktanin apsisi, nokta x ekseni
boyunca saga 6teleniyorsa artar, sola 6teleniyorsa azalir.

Noktanin ordinati, nokta y ekseni boyunca yukari ételeniyorsa artar,
asagi Oteleniyorsa azalir.

TANIM

A(x1, y1) noktasinin x ekseni dogrultusunda a birim, y ekseni dogrultu-
sunda b birim ételenmesiyle elde edilen nokta A’(xz, y2) olmak lizere
A’ (X2, y2) = A(x1, y1)+(a, b)=(x1+a, y:1+b) olur.

Otelenen seklin tiim noktalari ayni dogrultuda ve ayni uzaklikta étele-
nir. Oteleme déniistimii ile seklin konumu degisir ancak bicimi, yénii
ve boyutu degismez.

Asagida analitik dizlemdeki ABCD karesi x ekseni dogrultusunda
4 birim saga ve y ekseni dogrultusunda 1 birim yukari 6telenerek
A'B'C’D’ karesi elde edilmistir.

y
A’ D’
A }f—\;
B c
B C
(@] X

Déndstmler
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b ORNEK 1 -

A(2, —1) ve B(1, 4) olmak (izere AB dogru parcasinin x ekseni dog-
rultusunda 2 birim saga, y ekseni dogrultusunda 3 birim asag: ételen-
mesi ile elde edilen A'B’ dogru pargasinin ug noktalarinin koordinatla-
rini bulunuz.

b oomom_

A'(xz2, y2)=A(2, —1)+(2, =3)
Xo=2+2=4
y2=—1—8=—4 olur.

Buradan A’(4, —4) bulunur.

B'(x2, y2)=B(1, 4)+(2, —3)

Xe=1+2=3

y2=4—38=1olur.

Buradan B’(3, 1) bulunur.

B ORNEK 2

y

Yandaki sekilde kése koordinatlart A(4, 5),
B(2, 3) ve C(6, 1) olan lggen x ekseni dog-
A rultusunda 3 birim sola ve y ekseni dogrultu-

° sunda 2 birim yukar ételenerek A'B’C’ Gg¢geni
3181 elde ediliyor.
1 .C Buna gore A'B'C’ Ug¢genini analitik dizlemde

ciziniz.

A (X2, y2)=A(4, 5)+(-3, 2)
x2=4-3=1
ya=5+2=7 olur.

Buradan A’(1, 7) bulunur.
B'(Xz, YQ)Z B(2, 3)+(_3, 2)

X2=2—3=—1
y2=3+2=5 olur.

Buradan B’(—1, 5) bulunur.
C'(x2, y2)=C(6,1)+(-3, 2)

X2=6—-83=3
y2=1+2=3 olur.

Buradan C'(3, 3) bulunur.

Déndstmler
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b ORNEK 3

d:2x+ 3y —4 =0 dogrusu x ekseni dogrultusunda 3 birim sagda, y ek-
seni dogrultusunda 4 birim asagi 6telendiginde olusan dogrunun denk-
lemini bulunuz.

2x+3y—4=0 dogrusunun (zerindeki herhangi bir nokta A(X1, y1)
olsun. Bu dogru x ekseni dogrultusunda 3 birim saga, y ekseni dogrultu-
sunda 4 birim asag 6telendiginde A noktasinin yeni konumu A’(Xz, y2)
olsun.

Bu durumda A’(xz, y2) = A(x1, y1)+(3, —4) olur.

X2=X1+3 = X;1=X2—3

y2=y1—4 = yi=y>+4 bulunur.

A(x1, y1) noktasi 2x+3y —4 =0 dogrusu lzerinde oldugu icin
2x1+ 3y1 —4 =0 denklemi saglanir.

Buradan xi1=x2—3 ve y1=y2+4 de- y
gerleri dogru denkleminde yerlerine ya-
zilirsa
2(x2—3)+3(y2+4)—4=0 4
2x2—6+3y+12-4=0 3 X
2x2+3y2+2 =0 elde edilir. —1 (@) 2
" 2
Oteleme sonucunda elde edilen yeni 3 ox+8y—4 =0
dogrunun denklemi 2x+3y+2 =0 ola-
rak bulunur.
2x+3y+2=0
b ORNEK 4

a, b€ Z" olmak lizere 3x+2y+4 =0 dogrusu x ekseni dogrultu-
sunda a birim saga, y ekseni dogrultusunda b birim yukari ételene-
rek 3x+2y—8 =0 dogrusu elde ediliyor. Buna gére (a, b) ikilisini
bulunuz.

~1$ cozim
3x+2y —8 =0 dogrusu iizerindeki noktalar A'(x, y) olsun.

3x+2y +4 =0 dogru denkleminde x yerine x—a vey yerine y—b
yazilirsa

3(x—a)+2(y—b)+4=0
3x—38a+2y—2b+4 =0 bulunur.

Bu denklem ile 3x+2y —8 =0 dogrusu birbirine esit oldugundan
3x—3a+2y—2b+4=3x+2y—8
—3a—2b=-12
3a+2b =12 olur.
Buradan a, b € Z" kosulunu saglayan (a, b) ikilisi (2,3) biciminde
elde edilir.

Déndstmler
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BwORNEKS5
y =x?—2x+ 3 biciminde verilen parabol x ekseni dogrultusunda 3 bi-

rim saga ve y ekseni dogrultusunda 2 birim asagi 6telendiginde olusan
yeni parabolin denklemini bulunuz.

b oont

Parabol (izerinde alinan herhangi bir nokta A(Xs, Y1) ve ételenmig nok-
ta A'(X,, Y2) olsun.

A’ (X2 ¥2) = A(Xy, Y1) +(3,-2)

X, =X;+3 = X;=X,—3

Y2=Y1—2 = Yy;=Y,t2olur

y :Vx2V—8x+ 16 A(Xy, Y1) noktasi paraboliin tizerinde oldugu igin

y; =X —2x, + 3 denklemi saglanir.

Buradan x, =x,—3 ve y, =y, +2 degerleri denklemde
yerlerine
yazilirsa
Yo +2=(x,—3)*—2(x,—3)+3
Yo+2=%xS—6X,+9—-2x,+6+3

Yo =X, —8X,+ 16 olur.

O halde y = x*—2x+3 paraboliiniin 6telenmesiyle olusan

------ rrrrrrrrrrrr BN rrrrrrr .. : yeni paraboliin denklemi y = x*—8x+ 16 seklinde bulunur.

SIRA\SiZDE

Asagidaki tabloda sol sutundaki ifadeler x ekseni dogrultusunda 4 birim saga ve y ekseni dogrultusunda 2
birim asagi 6telenerek sag situna yazilmistir. Buna gére bosluklari doldurunuz.

ifade Otelenmis ifade

A(—1, 4)

B'(2,—1)
3x—-y—-5=0

x—2y—3=0
y=x*

y=x2—x
y=x’

Déntsumler
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GeoGebra programini kullanarak diizlemde herhangi bir gokgenin x veya y ekseni dogrultusunda 6telen-
mesini inceleyiniz.
=

GeoGebra programinin “grafik” béliminde herhangi bir ABC cgeni olusturunuz.

a=2
a ve b bigiminde iki tane surgu olusturunuz.

Il. Giris bdlimine ételenmis olan cokgenin kdselerini olusturunuz.

Giris: A+(a, b)
Giris: B+(a, b)

Giris: C+(a, b)

IV. Giris boliminde késeleri D, E ve F olan ¢okgeni olusturunuz.
Giris: Gokgen(D, E, F)

V. Sirguleri ve ABC ¢okgeninin kdselerini hareket ettirerek 6teleme dénisimini test ediniz.

ABC ucgeni x ekseni dogrultusun-
da 3 birim saga, y ekseni dogrultu-
sunda 2 birim yukari 6telenmistir.

ABC ugcgeni x ekseni dogrultusun-
da 4 birim sola, y ekseni dogrultu-
sunda 3 birim asagi 6telenmistir.

Déndstmler
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Pozitif yén

(Saat yonunin tersi)
4—“
’ \
\>Negatif yoén
(Saat yonu)

194

D6nme Donusiimi

Bir noktanin sabit bir noktaya olan uzakhgi degismeden bu sabit nokta
etrafinda hareket etmesine dénme denir.

2
P'(Xz, yg)
Vi P(X1, y1)
¢ A (1 =r-sind
) Of x;=r-cosf Xi| X

Duzlemde bir P noktasi verilsin. OP dogru parcasinin x ekseni ile yap-
tigr aginin olgtisti @ olsun. P noktasinin pozitif yonde orijin etrafinda «
derece dondurilmesi ile bulunan nokta P’ noktasi olsun.

P(x1, y1) noktasi igin x1 =r-cosf ve y; =r-sinf oldugundan

P’(x2, y2) noktasi

Xz =r-cos(a+0)
y2 =r-sin(a + @) bigiminde olur.

Toplam formullerinden

X2 = r(cosf - cosa — sina - sinf)
y2 = r(sina - cosf + cose - sind) bulunur.

Bu denklemler diizenlenirse

X2 =Tr-c0Sf - cosa —r-sind - sina
X2 = X1-COS@ — Y1 - Sina

Y2 =r-cosf - sina +r-sind - cosa
Y2 = X1-Sina +y1-cosa elde edilir.

Buradan P’ noktasi P’(xicosa —yisine, xisina +yicosa) bigiminde
elde edilir.

TANIM

P(x, y) noktasinin orijin etrafinda pozitif yonde « agisi kadar dondu-
rilmesi ile elde edilen P’ noktasi

P’ = R.(P)=(xcosa —ysine, xsina +ycosa ) bigciminde bulunur.

Burada R, ya dénme doénlisimu, @ ya ise ddnme acisi denir.

P(x, y) noktasinin orijin etrafinda negatif yonde « agisi kadar don-
durllmesi ile elde edilen P’ noktasi
P'=R.(P)

= (xcos(—a)—ysin(—a), xsin(—a)+ycos(—a))

= (xcosa + ysina, — xsina + ycosa ) biciminde bulunur.

Déndstmler
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Dénme dénisimi esnasinda konumu degismeyen noktaya donme
merkezi denir.

Ozel olarak P(x, y) noktasinin

I. Orijin etrafinda pozitif yonde 90° déndurtimesi ile
Rooe (P) = (xc0s90° — ysin90°, xsin90° + ycos90°)
Rooe (X, y)=(—y, X) bulunur.
Il. Orijin etrafinda 180° déndurilmesi ile
Risoe (P ) = (xcos180° — ysin180°, xsin180° + ycos180°)
=(—x, —Vy) bulunur.
lIl. Orijin etrafinda pozitif yonde 270° déndurilmesi ile

Rz7o- (P ) = (xc0s270° — ysin270°, xsin270° + ycos270°)
=(y, —x) bulunur.

Sonug olarak herhangi bir (x, y) noktasinin orijin etrafinda pozitif yon-
de 90° 180° ve 270° dondirilmesi ile elde edilen noktalar asagidaki
gibi ifade edilir.

Rooe (X, y) = (=Y, x)

Ruao“(X7 y) (—x, _Y)
Raroe (X, y)=(y, —X)

hwwORNEKG6

A(3, 4) noktasinin orijin etrafinda pozitif yonde 90° ddéndurilmesi ile
elde edilen noktayi bulunuz.

Sboon

A(x, y) noktasinin orijin etrafinda pozitif yonde 90° dénddrtimesi ile
elde edilen nokta A" olmak Uzere

R.(A)=(xcosa — ysina, xsina + ycosa)
R. (3, 4)=(3c0s90° — 4sin90°, 3sin90° + 4c0s90°)
)

A =
A =
=(—4, 3) bulunur.

Déndstmler
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B ORNEK 7

A(2, /3) noktasinin orijin etrafinda saat yéniinde 60° déndiriilmesi
ile elde edilen noktay! bulunuz.

Sboont

A noktasi orijin etrafinda saat yéniinde 60° doéndirildiginde R.(A)
dénme dontsiiminde a =—60° olarak alinir.

R.(2, v3)=(2cos(—60°)— 3 sin(—60°), 2sin(—60°)+ /3 cos(—60°))
=(2c0s60°+4/3sin60°, —2sin60°++/3 cos60°)
(1,548 48 1)

_<2'2+‘/§' g 275 T3y
(-2

2 2

A noktasinin orijin etrafinda saat yoninde 60° déndurdldigiinde elde

edilen nokta A(% —‘f) olur.

B ORNEK 8

A(—y3, —1) noktasi orijin etrafinda pozitif ydnde @ derece déndiiriile-

rek A’'(1, y/3) noktasi elde ediliyor. Buna gére « agisi kag derecedir?

l. Yol

Noktalar analitik diizlemde gosterilirse @ agisinin 210° oldugu goraldr.

2
AI
V3
60°
2
30°
. B o/ .
30° X
\—/21 0°
1
60° 2
—1
A
v
Déndstmler




Il. Yol

A'(1, /3)=R.(A)=(—y/3cosa +sina, —/3sine —cosa) olur.
Buradan

—y/3cosa +sina =1

—y/3sina — cosa = /3 bulunur.

Buradan ilk denklem +/3 ile genisletilir ve ifadeler taraf tarafa toplanirsa

—3cosa +y36ina = /3
Lo 3/sﬁa —cosa =+/3
—4cose =24/3

-3

cosa =—5 olur.

a=150° veya a =210° bulunur. @ = 150° denklemi saglamadigi
icin @ =210° elde edilir.

b ORNEK 9
N Yanda verilen OBC eskenar Ulgge-
ninde
< &) >
- X |OP | = 4 birim
|BP | =8 birim
) |PC| =443 birim
P m(OPB) =@
8
B 48 c ise a kag derecedir?
\/

OPB Uggeninin orijin etrafinda pozitif yonde 60° derece dénduriimesi
ile OP’C (icgeni elde edilir. D6nme donlisimiinde uzunluklar degisme-
diginden OPB uggeni ile OP'C lg¢geni es lggenlerdir.

Buradan |OP’|= 4 birim ve |P'C|= 8 birim bulunur.
m(POP’) = 60° oldugundan OPP’ eskenar iiggen olur ve
| PP’| =4 birim bulunur.

y
PP’C Ug¢geninin kenarlari 1
4, 4,/3 ve 8 birim oldugundan
m(PP'C) = 90°, m(PCP’) = 30° ve m(CP'P) = 60° B
bulunur.
Buradan
m(OP'C)=60°+60° = 120° elde 5
edilir. B
v
== Déndstmler
p——

<Y
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—2x+5y =10
2
—5
_— / X
2x——5y= 10

198

BewOdORNEK 10

2x — 5y = 10 dogrusunun orijin etrafinda pozitif ydonde 180° dénduril-
mesiyle elde edilen dogrunun denklemini bulunuz.

—@ cOZUM

2x — 5y = 10 dogrusu lzerinde herhangi bir nokta A(x1, y1) biciminde
olsun. A(x1, y1) noktasinin orijin etrafinda 180° dondurulmesi ile elde
edilen nokta A’(Xz, y2) olmak Uizere

A’ (X2, y2) = Rigoe (A(X1, y1))
= (x1c0s 180° —y1sin 180°, x1sin 180°+y;cos 180°)
=(—x4, —y1) bulunur.
Buradan
Xo=—X1 = X1=—X2
Y2 =—Yy1 = Yyi=—Yz olur.
A(x1, y1) noktalari 2x —5y = 10 dogrusunun Gzerinde oldugu icin
2x1 —5y1 =10 denklemi saglanir.
X1=—Xz Ve Y1 =—Y2 degerleri yerine yazilirsa
2(—x2)—5(—y2)=10
—2X2+5y2 =10 olur.

Buradan —2x+ 5y =10 dogrusu elde edilir.

II. Yol

2x —5y = 10 dogrusu Uzerinde A ve B seklinde herhangi iki nokta alinir.
Bu noktalar orijin etrafinda 180° déndirilerek A’ ve B’ noktalari elde
edilir. A" ve B’ noktalari ile egimi ve bir noktasi verilen dogrunun denk-
lemi y—ys=m(x—x1) bagintisi kullanilarak bulunur.

2x —5y =10 dogrusu Uzerinde

x=0 > y=-2 = A(0,—-2)

y=0 = x=5 = B(5,0)

noktalari alinsin.

A" =Ris°(0, —2)=(0, 2)

B = R1so°(5, 0) :(—5, 0) bulunur.

A’ ve B" noktalarindan gegen dogrunun egimi

m=Y2¥1_0-2 _2 .,
“x2—x1 —5-0 5 oMU

y—y1=m(x—xq) dogru denkleminde A’(0, 2) noktasi ve m =%
egimi yerine yazilirsa
20, _
y 2= 5(X 0)
5y —10 =2x

—2x+ 5y —10 = 0 dogrusu elde edilir.

Déndstmler

q




SIRAYSIZDE!

Asagidaki tablodaki ifadeleri verilen agi degerlerine gore orijin etrafinda pozitif ydnde déndurip buldugunuz
degerleri bosluklara yaziniz.

Dénme Acisi

ifade 30° 45° 60° 90° 180° 270°

A(-1,-3)

B(4,0)

C(0,-2)

GeoGebra programini kullanarak dizlemde herhangi bir cokgenin orijine gére dénme dénlisimuni ince-
leyiniz.

s

D(0, 0) noktasi olusturunuz.

GeoGebra programinin “grafik” bélimunde herhangi bir ABC i¢geni olusturunuz ve orijinde bir

a=2
I. =20 a bigiminde bir stirgi olusturunuz.

. “Nesneyi bir nokta etrafinda déndir” digmesine basip énce ABC Ug¢geninin icine basiniz. Daha
sonra D noktasina tiklayip acilan pencerede aci bélimune a yaziniz.

IV. Sirglyl ve ABC Uggeninin kdselerini hareket ettirerek ddnme dénlisimuna test ediniz

4 s
A ¢ A
3 A 3
< <
b a, b
B 2 B 2
i
a C a C
1 N 1 1
o 3 2 1 2 3 7 5 = 3 2 1
c
1 : : : 1
b
2 2
i

= 4.7 a=16

Déndstamler
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B ALISTIRMALAR

1. Asagidaki noktalari x ekseni dogrultusun-
da 3 birim saga, y ekseni dogrultusunda 4
birim asag 6teleyiniz.

a) A(—-1,2)
b) 0(0, 0)
c) C(-3,4)

2. A(a, b) noktasi analitik diizlemde 3 birim
saga ve 2 birim asa@i 6telenerek A’(—1, 4)
noktasi bulunuyor. A noktasinin koordinatla-
rini bulunuz.

Yukaridaki ABCD dértgeninin x ekseni dog-
rultusunda 3 birim sola ve y ekseni dogrul-
tusunda 2 birim yukarn 6telenmesi ile olu-
san A'B'C'D’ dértgenini giziniz.

4. Asagidaki dogrulari x ekseni dogrultusun-
da 2 birim saga ve y ekseni dogrultusunda
3 birim asagi 6teleyerek olusan dogrularin
denklemini bulunuz.

a) 4x—3y—5=0 c)y=2

b) y = 3x c) x=1

5. GeoGebra programini kullanarak a ve b bi-
¢iminde iki tane sirgii olusturup asagidaki
fonksiyonlarin x ekseni dogrultusunda a bi-
rim ve y ekseni dogrultusunda b birim 6te-

lemelerini olusturunuz.
a) 2x+3y =4 c)y=In(2x+1)

b) y=3x*—1 ¢) y=sin(3x+5)

Déndstmler
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10.

11.

Asagidaki noktalar orijin etrafinda pozitif
yénde 30° 45° ve 60° déndiirerek olusan
yeni noktalarin koordinatlarini bulunuz.

a) A(—2,1) c) C(-3, —4)
b) B(2, —2) ¢) D(0, —3)
y
6 A
215
e <
Ol 1 4 5 X

Yukarida verilen ABC li¢cgeninin orijin et-
rafinda 90°,180° ve 270° doéndiriilmesiyle
olusan yeni licgenleri analitik diizlemde
gosteriniz.

Asagidaki noktalar orijin etrafinda pozitif
yonde 90°,180° ve 270° doéndiirerek olu-
san yeni noktalarin koordinatlarini bulu-
nuz.

a) A(3,-3) c) C(—-1,2)

b) B(4,0) c) D(0,—3)

3x+y—6=0 dogrusunun orijin etrafinda
90°,180° ve 270° derece déndiriilmesi ile
elde edilen dogrulari bulunuz.

A(1, 1) noktasinin orijin etrafinda pozitif yén-
de «a derece donduriilmesiile

Buna gére « acisi ka¢ derecedir?

) noktasi elde ediliyor.

Geogebra programi yardimi ile asagidaki
fonksiyonlari orijin etrafinda pozitif yénde
30°, 45° ve 60° déndirerek fonksiyonlarin
dénme doéntistimlerini bulunuz.

a)3x—5y=6 c)y=In(x+3)

b)y=x*—x+1 c) cos(2x—1)

—
—




Simetri Dontiisumi

Simetri donusumu bir seklin butlin noktalarinin bir noktaya veya bir
dogruya gore esit uzaklikta gérantilerinin alinmasi ile olugan bir dén-
sumdur.

Dlzlemde P noktasinin M noktasina gére simetrigi P’ noktasi olsun.
M noktasina simetri merkezi denir ve Sw ile gosterilir.

Eger simetri ddnisiimu bir d dogrusuna goére yapiliyor ise bu dogruya
simetri ekseni denir ve Sy ile gosterilir.

d
Simetri A
merkezi Simetri
ekseni
P M PP A P
|PM|=|MP’ 7
|PA|=|AP

Dizlemdeki bir nokta ile simetrigi olan noktanin simetri eksenine uzak-
liklari birbirine esittir.

Simetri dénisimi noktanin noktaya, noktanin dogruya, dogrunun nok-

taya veya dogrunun dogruya gére simetrigi gibi farkl bicimlerde yapi-
labilir.

Bir Noktanin Noktaya Gore Simetrigi

Bir A noktasinin B noktasina gére simetrigi A" olsun.

A(x1, y1) B(a, b) A’ (X2, y2)

|AB|=|BA’| oldugunda B orta noktasinin koordinatlari

a:%=>Qa:X1+X2=>X2:23—X1
+
b=Y"7Y2  2b=y,+y.~y.=2b—y; biciminde elde edil.

A’ noktasinin koordinatlari A’(2a—x+, 2b—y+) bigiminde bulunur.

Ozel olarak A(x1, y1) noktasinin orijine gére simetrigi ise
A’(—x1, —y1) noktasi olur.

Déndstmler
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B ORNEK 11 __

A(—4, 1) noktasinin B(—1, 3) noktasina gére simetrigi olan noktanin
koordinatlarini bulunuz.

Soom

l. Yol

A(—4,1)

B(—1, 3) A(xy)

A noktasinin B noktasina gére simetrigi A" noktasi olsun.
y

5 A’ , .
A’ noktasinin koordinatlari
B,/3 —12# = —2=—4+X = x=2
1+y
3=—%> = 6=1+y = y=5
A'(2, 5) olarak bulunur.
—4 -1 |0 2 X
: o O halde simetri dontsimi Sg(A)=A’" oldugun-
dan S(-1,3)(—4,1)=(2, 5) elde edilir.
I.Yol

202

|AB|=|BA’| oldugundan A ve B noktalarinin apsis ve ordinatlarinin
artma miktarlan esittir.

Z Z
o — . 2 J
A(—4,1) B(—1, 3) A(x,y)
ol )
+3 +3
+2 +2

Xx=—-1+3=2
y=3+2=5

A’(2, 5) noktasi bulunur.
O héalde simetri déntsimi
Ss(A)=A’" oldugundan S(-1,3)(—4, 1)=(2, 5) biciminde gdsterilir.

B ORNEK 12

A(—3, 3) noktasinin B(a, b) noktasina gére simetrigi C noktasidur.

C noktasinin orijine gére simetrigi D(—1, 5) noktasi ise B noktasinin
koordinatlarini bulunuz.

Déndstmler
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C(x, y) noktasinin orjine gére simetrigi D(—1, 5) ise C(1, —5) olur.
B noktasi A ile C noktasinin orta noktasi oldugundan

_—3+1 _ _3-5_ _ _ _
a=—>5 =-1,b="5"=-1 ° . °
B(—1, —1) noktas! bulunur. A(-3, 3) B(a, b) C(1,-5)

Bir Noktanin Eksenlere Goére Simetrigi

a) Bir Noktanin x Eksenine Gore Simetrigi

Bir A(x1, y1) noktasinin x eksenine gére simetrigi A" noktasi olsun.

y

......................... )
SRR L Y g o A(X1, Y1)

. . . . \d
- 0 X

N :

..................................... Nt
.................... LY -A'-(§X1; —y1)
............................ Vo

Buradan A(xs, y1) noktasinin x eksenine gére simetriginin A’ (x1, —y1)
noktasi oldugu gorulur.

b) Bir Noktanin y Eksenine Gore Simetrigi

Bir A(x1, y1) noktasinin y eksenine gére simetrigi A’ noktasi olsun.

oy

Buradan A(xs, y1) noktasininy eksenine gére simetriginin A’ (—x1, y1)
noktasi oldugu goralur.

Bir A noktasinin x eksenine ve daha sonra y eksenine gére simetrigi
alindiginda A noktasinin orijine gére simetrigi elde edilir.

Déndstmler
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B ORNEK 13

A(—1, 3) noktasinin x eksenine ve y eksenine gore simetrigi olan

noktalari bulunuz.

Sooz

A(x1, y1) noktasinin x eksenine gére simetrigi B(x1, —y1) oldugun-

dan A(—1, 3) noktasinin x eksenine gére simetrigi B(—1, —3) olur.

A(x1, y1) noktasinin y eksenine gore simetrigi C(—x1, y1) oldugundan

A(—1, 3) noktasinin y eksenine gére simetrigi C(1, 3) olur.

Ay
A(-1,3) |3 C(1, 3)
= 1 0| 1 x
B(—1,-3) v -3

Bir Noktanin y = x Dogrusuna Goére Simetrigi

Bir A(x1, y1) noktasinin y =x dogrusuna gére simetrigi A’ noktasi

olsun.

y . . y=x
ST S SRR R S 4
: Ay, xi) /0
........................ X1
oy G Alxa, yi).
a o Y1 X1 VX
.............................. V

C noktasi y = x dogrusu Gzerinde oldugundan C(y1, y1) olur. A’'CA
Uggeni ikizkenar dik ticgen oldugundan |A'C|=|AC|= x;—y1 bulu-
nur. Buradan A noktasinin y = x dogrusuna gdre simetrigi olan nokta

A’(y1, x1) biciminde elde edilir.

Déndstmler




Bir Noktanin y = —x Dogrusuna Goére Simetrigi

Bir A(x1, y1) noktasinin y = —x dogrusuna gére simetrigi A’ noktasi
olsun.

Buradan A(x1, y1) noktasinin y = —x dogrusuna gére simetriginin
A'(—y1, —x1) oldugu géralir.

BwORNEK14

A(1, —2) noktasinin y =x ve y = —x dogrularina gére simetrigi olan
noktalari bulunuz.

Scox

A(x1, y1) noktasinin y = x dogrusuna gore simetrigi B(y1, X1) nok-
tasi oldugundan A(1, —2) noktasinin y = x dogrusuna gére simetrigi
B(—2, 1) olur.

A(x1, y1) noktasinin y = —x dogrusuna gére simetrigi C(—y1, —x1)
noktasi oldugundan A(1,—2) noktasinin y =—x dogrusuna gore

simetrigi C(2, —1) olur.

.......................... “y-y:X y:_X“y“
B(-2; 1)
............ : ..1.... .......é........... ...............E.............é..............é.........

P N[t 2 o
R 0 T ox e X
............ S5 70N NN T TR RS T O W c(2,-1)
..................... PN g b N

A1 -2) 5 ;
......................... | A ‘VA(1’_2)

Déndstmler
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Bir Noktanin x = a Dogrusuna Gore Simetrigi

Bir A(x1, y1) noktasinin x = a dogrusuna gére simetrigi A’ noktasi
olsun.

O S S Ao
] Rbew | A
. ......... y1,——y2. .....? . ? ...... .
a— Xz X1=—a ;
| ol x 2 Xi X
| X=a

a—Xz =Xy —a oldugundan x> =2a—x1 bulunur.

Buradan A’(2a— x4, y1) bigiminde elde edilir.

Bir noktanin y = b dogrusuna goére simetrigi

Bir A(x1, y1) noktasinin y =b dogrusuna gére simetrigi A’ noktasi
olsun.

.................... “y ...................
L e ——— o A'(xz y2)
y=b . R

f b 5
e E by
Y1 [ o A(x1, yi)

B o - X1 = Xe x
...................... Yoo

y2—b =b—ys oldugundan
y2 =2b —y; bulunur.

Buradan A’(xi, 2b —y+)bigiminde elde edilir.

Déndstmler
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B ORNEK 15

A(—2, 3) noktasinin x =4 ve y = —2 dogrularina gére simetrigi olan

noktalari bulunuz.

Socon

y XxX=4
A A
A(x1, y1) noktasinin x=a dogrusuna  A(-2,3) |3 B(10, 3)
goére simetrigi B(2a—x1, y1) oldugundan
A(—2, 3) noktasinin x =4 dogrusuna gére 0 4 10
simetrigi B(2-4—(~2), 3) olur. I P e
Buradan B(10, 3) noktasi elde edilir. \ \
A(xy, noktasinin  y=b dogrusuna 4
gére simetrigi C(x1, 2b—y1) oldugundan
A(—2, 3) noktasinin y=—2 dogrusuna
<l 72 -
gbre simetrigi C(—2, 2-(—2)—3) olur. Bu- < 0 ~
radan C(—2, —7) noktasi elde edilir.
y=-2
C(—2, — 7) [ ISP
v
Bir Noktanin Herhangi Bir Dogruya Gore Simetrigi
1Y d

N _ A(_x1, yi)

Y :

, B

vl

(e, Ye)

7 © 8
Y

X2

B

Duizlemde herhangi bir A(x1, y1) noktasi ve egimi m; olan d dogrusu
alinsin. A noktasinin d dogrusuna gore simetrigi A" noktasi olmak Gze-

re AA’ dogrusu d dogrusuna diktir.

AA’ dogrusunun egimi mz olarak alinirsa birbirine dik olan dogrularin

egimleri carpimi —1 olacagi igin m1-mz=—1 olur.

_—

Déndstmler
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A noktasinin simetrigi olan A’ noktasi asagidaki islem basamaklari ta-
kip edilerek bulunur.

I. A noktasindan gecen ve d dogrusuna dik olan di dogrusunun denk-
lemi y—y1=mz2(x—x1) bagintisi ile elde edilir.

Il. d ve di dogrularinin ortak ¢ézimi yapilarak bu dogrularin kesisim
noktasi olan B noktasi bulunur.

lll. A noktasinin B noktasina gére simetrigi olan A’ noktasi elde edilir.

BuuwORNEK. 16

A(—2, 1) noktasinin 2x+y—4 =0 dogrusuna gére simetrigi olan
noktay bulunuz.

Sboon

2x+y—4 =0 dogrusunun egimi mz=—2 olur.
AA’" dogrusunun egimi ise

mi-mo=—1
(—2)m2=—1
m -1 olur

2<% .

A(—2, 1) noktasindan gegen ve egimi % olan dogru denklemi
y—yi=m(x—x1)
_1
y—1=75(x+2)
2y—2=x+2
2y —x—4=0 olur.

Buradan 2y —x—4 =0 ve2x+y—4 =0 dogru denklemleri ortak
cozulirse

4y—2x—8=0 2y —x—4 =0 denklemi
+ 2x+y—4=0 2 ile genigletilir.

By—12=0
12 12

y=-g ve 2x+?—4=0 = 2x=% = x=%

4 12

B(sv 5 ) bulunur.

A’ noktasinin koordinatlari

a-2_4 _ __18
2 5 5

b+1 1 19

T:? = b=?olur.

Buradan A(—2, 1) noktasinin 2x+y—4 =0 dogrusuna gore simetrigi

18 19
5’5

olan nokta A’( > olarak elde edilir.

Déndstmler
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Bir Dogrunun Bir Noktaya Gore Simetrigi

a) Bir Dogrunun Orijine Gére Simetrigi Olan Dogru

y d:y=mx+n
/ d/d

:P(:X’ :y) o diy=mx-—n
2 prh
0 i X
P’(_X,‘Y)

d dogrusu lzerinde herhangi bir P(X, y) noktasinin orijine gére simet-
rigi olan P’(—x, —y) noktasi d dogrusunun simetrigi olan d’ dogrusu
Uzerindedir.

O hélde y=mx+n dogrusunun orijine gbére simetrigini bulmak icin
dogru denkleminde x yerine —x, y yerine —y yazilr.

Buradan y = mx+n dogrsunun orijine gbre simetrigi
—y=m(—x)+n
—y=-mx+n

y =mx—n olur.

d dogrusu ile orijine gére simetrigi olan d’ dogrusunun egimleri birbirine
esit oldugundan d 7 d’ olur.

B ORNEK 17

—2x+y =6 dogrusunun orijine gbre simetrigi olan dogruyu bulunuz.

Soon

—2x+y =6 dogrusunda x yerine —x, y yeri- 6

ne —y yazilirsa

—2(—x)+(-y)=6
2x—y=6

dogrusu bulunur. 0| /3 X

O halde —2x+y =6 dogrusunun orijine gére 2x—y=6
simetrigi olan dogru 2x —y = 6 dogrusudur.

—-2x+y=6

Déndstmler
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d:y=mx+n;

P(a, b)

Y

<

A(x1, y1)

»

<
<

210

P'(c, d)

d:y=mx+n:

b) Bir d Dogrusunun Herhangi Bir A(x1, y1) Noktasina Gore
Simetrigi Olan Dogru

l. Yol

P(x, y) , diy=mx+n;

A

A(x1, y1)
< » d:y=mx+n:

P(x', y)

d dogrusu lizerinde alinan herhangi P(x, y) noktalarinin A noktasina
gbre simetrigi olan noktalar, d dogrusuna paralel olan d" dogrusu Uze-
rinde olacaktir.

P(X, y) noktalarinin A(x1, y1) noktasina gére simetrigi olan noktalar
P’(x’, y') olsun. Orta nokta formiliinden

X:x+x/
! 2
+

= 2X1=X+X = X =2X1—X

y1:y2y = 2y;1=y+y = vy =2y;—y bulunur.

Buradan P’(x’, y') noktasi P'(2x: —x, 2y1—Yy) bigiminde elde edilir.

P(x, y) , diy=mx+n;

A

A(x1, y1)
> d:y=mx+n;

A
/

P'((2x1—x), (2y1—y))

P’ noktasindan gecen ve egimi m olan dogru denklemi
y—y =m(x—x")
y—(2y1—y)=m(x—(2x1 —x))
y—2y1+y=2mx—2mx;
2y1 —y =m(2x; —X)+y—mx
2yi—y=m(2x,—X)+n
seklinde bulunur.
O halde y = mx+n dogrusunun A(x1, Y1) noktasina gére simetrigini

bulmak icin
X yerine 2x1 —X
y yerine 2y —vy yazilr.

Il. Yol

y =mx+n dogrusunun A(xi, y1) noktasina gdre simetrigini bulmak
icin d dogrusunun Gzerinde herhangi bir P(a, b) noktasi alinir.

P noktasinin A noktasina gore simetrigi olan P’(c, d) noktasi, d dog-
rusunun simetrigi olan ve d dogrusuna paralel olan d’ dogrusu Uzerin-
dedir. P’ noktasi d’ dogrusu Uzerinde yazilarak n2 degeri hesaplanir.

Déndstmler
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BuwwORNEK18

x+4y—8 =0 dogrusunun A(—1, 1) noktasina gére simetrigi olan
dogruyu bulunuz.

L\% -

l. Yol

x+ 4y —8 =0 dogrusu Uizerindeki herhangi bir nokta P(x, y) olsun.
P noktasinin A(—1, 1) noktasina gére simetrigi olan nokta P'(x’, y’)
olsun. Orta nokta formuliinden

+x ,
4 =XTX -2

2
+/
1=y2y =y =2-y

elde edilir. Buradan P'(x’, y') =P’ (—2—x, 2—y) bulunur.

X+ 4y —8 =0 dogru denkleminde x yerine —2—x, y yerine 2—y
yazilirsa
(—2—x)+4-(2—y)—8=0
—2—x+8—-4y—-8=0
X+4y+2=0 bulunur.

I.Yol

x+4y—8 =0 dogrusu tzerinde herhangi bir nokta P olmak lzere
x=0 = y=2 oldugundan P(0, 2) noktasi alinsin.

P(0, 2) noktasinin A(—1, 1) noktasina gére simetrigi P'(—2, 0) nok-
tasi x+4y+n=0 dogrusu tzerinde olacagi i¢cin bu dogruyu saglar.
(—2)+4-0+n=0

n=2 olur.

O hélde x+4y—8 =0 dogrusunun A(—1, 1) noktasina gére simetrigi
olan dogru x+4y+2 =0 bulunur.

Déndstmler
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Bir Dogrunun Kendisine Paralel Bir Dogruya Gore Simetrigi

(0, n1)

di:y = mx+n;y

A
Y

(0, n2)
da:y =mx+nz

(0, ns)/
< dsiy = mx+ns;

ds 7/ d2 7/ ds

Y

Sekilde dy dogrusunun d» dogrusuna goére simetrigi ds dogrusu olur.
ds Uzerinde (0, n1) noktasi, dz» Uzerinde (0, n2) noktasi ve ds (ize-
rinde (0, ns) noktasi alinirsa, (0, nz2) orta nokta oldugundan

n _n1+n3
2 2
2n2=n1+ns

ns = 2n2—ny bulunur.

Bir dogrunun kendisine paralel bir dogruya gére simetrigi ds dogrusu-
nun denkleminde ns yerine 2n; —ns yazilarak bulunur.

B ORNEK 19

x+2y—38=0 dogrusunun x+2y+1=0 dogrusuna gbre simetrigi
olan dogru denklemini bulunuz.

Sboont

_—3+n
2

1 =n=>5 olur.

Buradan x+2y—3=0 dogrusunun kendisine paralel x+2y+1=0
dogrusuna gore simetrigi x+2y+5 =0 dogrusu olarak bulunur.

d, < / > Xx+2y—3=0
d> = / > X+2y+1=0
ds < > X+2y+5=0
di 7/ dz2 /7 ds
Déndstmler ==




BuwORNEK 20
Ay A
6
B
2
= O 3 c(x0)7 x
\ 4

A(3, 6), B(7, 2) ve C(x, 0) olmak tzere |AC|+|BC| toplaminin en
kiguk olmasi igin x kac¢ olmalidir?

»}@ ¢cOzim

A

O 3 c(x, 0)\7 X
\/
B/

B noktasinin x eksenine gére simetrigi alinirsa B'(7, —2) noktasi elde
edilir. |CB|=|CB’| olur. Buradan |AC|+|BC|=|AC|+|B'C| elde edi-
lir. Bu toplamin en kuguk olmasi igin A, B ve C’' noktalarinin dogrusal
olmasi gerekir. A, B ve C' noktalarindan gegen dogrunun egimi m ol-

mak Uzere

Mpg = Mac
6-(—2) 0-(-2)
3-7  x—7
8 _ 2
-4  x—-7

2
2_x—7
—2x+14=2

X = 6 bulunur.

Déndstmler
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RAYSIZDE

Asagidaki tabloda verilen ifadelerin simetri ddntisimu altindaki gértntulerini bulunuz.

214

Simetri Déntistimii
A2, 1) l\.l.oktasr x Eksenine Gére |y Eksenine Gére Orijine Gore
Nokta na Gére
A(=7,1)
B(-%2, —-%2)
C(0, 5)
D(-2,0)
Simetri Déntistiimii
y =X y =—X X=2 y=-3 Xx+ty+4=0
Dogrusuna Dogrusuna Dogrusuna Dogrusuna Dogrusuna
Nokta Gore Gore Gore Gore Gore
A(2, —5)
B(—3, —3)
c(0, 4)
D(—3,0)
Simetri Dénisimii
O G | e D NEEEE o p g 0 wemy—a—g x =2y
. na Gore
Dogru
X—2y+5=0
Déntsumler I
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1. Diizlemde verilen A(2, —1) noktasinin
a) B(3, 2) noktasina gére
b) Eksenlere gore, y =x, y =—x, x =3, y = —3 dogrularina gére
c) 4x—2y =25 dogrusuna goére simetrigi olan noktalari GeoGebra programi yardimi ile bulunuz.

2. 2x+3y =6 dogrusunun

a) A(3, 4) noktasina gore

b) 2x+ 3y =1 dogrusuna goére simetrigi olan noktalari GeoGebra programi yardimi ile bulunuz.

GeoGebra programinda

Giris: A =(2,—1) yazarak A noktas! olusturunuz.

a) Giris: B=(83,2) yazarak B noktas! olusturunuz.

@ “Noktada yansit” dugmesine, A noktasina ve sonra B noktasi- i
na tiklandiginda A’(4,5) noktasi elde edilir.

!
x “Dogruda yansit” digmesine, A noktasina ve daha sonra

eksenlere tiklandiginda A noktasinin x eksenine gére simetrigi
A'(2, 1), y eksenine gore simetrigi A:'(—2, —1) noktalari elde

edilir.

Girig: y =X

Girig: Yy = —X

Girig: x =3 —
Girig: Y =3

dogrulari giris bdlimune yazilarak olusturulur.

x “Dogruda yansit” digmesine, A noktasina ve daha sonra
dogrulara tiklandiginda A noktasinin dogruya goére simetrigi olan
noktalar elde edilir. T
A(2, —1) noktasinin

y = x dogrusuna gore simetrigi A>'(—1, 2)
y = —x dog@rusuna gore simetrigi As'(1, —2)
x = 3 dogrusuna goére simetrigi As (4, —1)

y = —3 dogrusuna goére simetrigi As (2, —5) noktasidir.

Déndstmler
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©) Giris: 4x— 2y = 25 yazarak dogru olusturunuz.
“Dogruda yansit” digmesine basilarak énce A noktasina ve sonra
4x —2y = 25 dogrusuna tiklandiginda As'(8, —4) noktasi elde
edilir.

ece GooGebra

R, [A O 0, 4] = )
» Cebir Penceresi X v Grafik X
Dogru W-[e~-[~~ [4
3

&

2. Girig: 2x+ 3y = 6 yazarak dogru olusturunuz.

a) Giris: A=(3, 4) yazarak A(3, 4) noktas! olusturunuz.

@ “Nokta yansit” digmesine, dogru Uzerine ve daha sonra A
noktasina tiklayarak d’ dogrusunu bulunuz.

A noktasinin koordinatlarini degistirerek d dogrusunun A nokta-
sina gbre simetrigi olan d’ dogrusunun degisimini test ediniz. e

Giris: 2x + 3y = 1 yazarak dogru olusturunuz.

x “Dogruda yansit” digmesine, 2x+ 3y =6 dogrusuna ve
daha sonra 2x + 3y = 1 dogrusuna tiklandiginda 2x+3y =—4
dogrusu elde edilir.

eo0e GeoGebra

A AL O O 4 ] =) :

» Cebir Penceresi Xl » Grafik X]
Dogru IV

® f:2x+3y=1
® g:2x+3y=6
® g:2x+3y=-4

Giris:

Déndstmler
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B ALISTIRMALAR

1. A(-3, 2) noktasinin 6.3x—y—-6=0 dogrusunun 3x—y+1=0
dogrusuna gére simetrigi olan dogruyu bu-
a) B(1, —2) noktasina gore d g J aruy
lunuz.
b) Orijine, x ve y eksenlerine gére
c) y=x ve y=—x dogrularina gbre
¢) x=3 ve y=-2 dogrularina goére
d) 2x+3y =12 dogrusuna gore simetrigi 7. AY
olan noktayi bulunuz. 5 A
3 B
2
2. A(2, 1) noktasinin 3x—4y—12=0 dogru- 0 C(x, 2) 8 X
suna gore simetrigi B noktasi ise |AB| de- \/

geri kactir?
A(1,5),B(8,3) ve C(x,2) olmak i{izere

|[AC|+|BC| toplaminin en kiiciik olmasi
icin x ka¢ olmalidir?

3. A(—2, 3) noktasinin d dogrusuna gére si-
metrigi A’(4,—1) noktasi olduguna gére d
dogrusunun denklemini bulunuz. 8. Asagidaki sorulari GeoGebra programi yar-

dimi ile ¢6ziiniiz.

a) A(—1, 4) noktasinin B(—3, 2) nokta-
sina gore, orijine gore, eksenlere gore;
y=X,y=—-X x=-2vey=3 dogrular-
na gdére simetrigi olan noktalari bulunuz.

4. —x+y—2=0 dogrusunun A(3, —1) nok-

tasina gére simetrigi olan dogruyu bulu- b) B(5,~2) noktasinin x+2y—4 =0 dogru-

suna gore simetrigi olan noktayi bulunuz.

nuz.
c) 3x—4y =1 dogrusunun orijine gbre simet-
rigi olan dogruyu bulunuz.
¢) 3x—4y =1 dogrusunun 3x—4y =-5
dogrusuna goére simetrigi olan dogruyu
5. A(1, —2) noktasinin ax+3y—1=0 dog- bulunuz.
rusuna gobre simetrigi kendisi ise a degeri
kactir?
Déndstamler
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Temel Dénusumlerin Bileskesi

Doénastmlerde bileske islemi fonksiyonlardaki gibi yapilir. Bu bélimde
dontstimlerde ele alinan 6teleme, dénme ve simetri dontstmlerinin
bileskelerini iceren uygulamalar yapilacaktir.

Oteleme Doniisiimiiniin Bileskesi

Bir noktanin iki veya daha fazla ételemesinin bileskesi altindaki goriin-
tusu, bu noktanin koordinatlari ile 6teleme miktarlarinin toplamidir.

BuwORNEK 21

A(1, 3) noktasl, x ekseni dogrultusunda 3 birim sada ve y ekseni dog-
rultusunda 2 birim asagi 6telendikten sonra tekrar x ekseni dogrultusun-
da 5 birim sola ve y ekseni dogrultusunda 3 birim asagdi 6telenmektedir.
A(1, 3) noktasinin bu iki ddénistimden sonraki koordinatlarini bulunuz.

(@ ¢OzUM

A(1,3)+(3, —2)+(-5, —3)
A” (X5, ¥Y») noktasi
Xo=1+3—-5=-1
y2=3-2—-3=-2

A'(—1, —2)
noktasi bulunur.

BuwORNEK22

A(2a+1, 3b—2) noktasi, x ekseni dogrultusunda 2 birim sola ve y
ekseni dogrultusunda 1 birim yukari 6telendikten sonra tekrar x ekseni
dogrultusunda 3 birim sola ve y ekseni dogrultusunda 4 birim yukari
otelenerek A’(a—3, b—1) noktasi elde ediliyor. Buna gére A’ nokta-
sinin koordinatlarini bulunuz.

~ coz0Mm

A(2a+1,30—2)+(-2,1)+(-3,4)=A(a—3,b—1)
2a+1+(—2)+(—-8)=a—3 ve 3b—2+1+4=b—1

b =-2 olur.
Bu durumda A’ noktasinin koordinatlari (=2, —3) olarak bulunur.

Déndstmler
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D6nme Donisumiiniin Bileskesi

R. ve Rg biciminde iki tane dénme dénidsimindn bileskesi
(Ra)o(Rg)(X, ¥)=Ru+s(X, y) seklinde olur. Burada dénme déniisi-
mundn bileskesi, ddonme dénlisimlerinin acilarinin toplami olan bir d6-
nusimdar.

BwORNEK 23

A(1, 2) noktasi orijinin etrafinda pozitif yénde énce 23°, daha sonra

67° déndurdliyor. iki déniisimden sonra olusan noktalarin koordinat-
larini bulunuz.

Soon

A’ (X', y') =Rz 0 Rer(X, y)=Rooe(X, ¥)
=(x c0s90° —y sin90°, x sin90° +y cos90°)
X" =xc0s90° —y sin90°
=1-0-2-1
=-2
y’ =xsin90° +y cos90°
=1-1+2-0
=1
A(1, 2) noktasinin ddnme déntisiiminin bileskesinin koordinatlari
A’(—2, 1) olarak bulunur.

BuwORNEK24

A(3, —2) noktasi x ekseni dogrultusunda 3 birim saga ve y ekseni
dogrultusunda 2 birim yukari ételendikten sonra orijin etrafinda pozitif
yonde 30° donddrdliyor. Olusan yeni noktanin koordinatlarini bulunuz.

Sbcon

Once dteleme dénisiimii uygulanirsa

A'(a, b)=A(3, —2)+(3, 2)
a=3+3=6
b=-2+2=0

A'(6, 0) noktasi bulunur.

Bu nokta orijin etrafinda pozitif yonde 30° déndrulirse

A"'(X, y)=Rs (6, 0) =(6c0s30°— 05sin30°, 65sin30°+0cos30°)

3
x=6-cosSO°—0~sin30°=6-§=3\/§

1_
2

A''(34/3, 3) noktasl elde edilir.

y=6-sin30°+0-cos30°=6- 3

Déndstmler
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BuwORNEK 25

A(—1, 3) noktasinin y = x— 1 dogrusuna gére simetri déntsima altin-
daki gorintisi B noktasi, B noktasinin 1 birim saga ve 2 birim yukari
Oteleme donusimu altindaki gérintist C noktasi olsun.

C noktasinin orijin etrafina pozitif yonde 90° lik dénme dénisumi al-
tindaki goérinttsu D noktasi olduguna gére D noktasinin koordinatlarini
bulunuz.

‘\l -

A(—1, 3) noktasinin y =x—1 dogrusuna gobre simetrigi B noktasi ol-
sun. AB dogrusunun egimi mas =—1 olur. A(—1, 3) noktasindan ge-
¢en ve egimi mas = —1 olan dogrunun denklemi

y—3=—-1(x+1)
y = —x+ 2 olarak bulunur.

y=x—1Iile y=—x+2 dogrularinin ortak ¢6zim ile H noktasi bulu-
nur.

y=x+2 A(-1,3)
+ y=x-1
2y =1 7
1 ol y=x—1
Y¥=2 H
_ _3 7
y=x—1ve X=% olur.
B(x, y)
3 1
Buradan H<§, 5) noktasi bulunur.

Orta nokta teoreminden

x—1 3 ey+3=
2

_EV
x—1=3 y+3=
x=4 y

B noktasi B(4,—2) seklinde bulunur. B noktasinin 1 birim saga, 2
birim yukari 6telenmesi ile olugan C noktasi
C(x, y)=B(4,-2)+(1, 2)

=(5,0) olur.

C noktasinin orijin etrafinda 90° déndurilmesiyle elde edilen D nokta-
sI D =Reoe(5, 0)=(0, 5) bigiminde bulunur.

BuusORNEK. 26

di:2x —y +3 =0 dogrusunun orijin etrafinda pozitif yonde 90° déndu-
rilmesiyle dz> ve d» dogrusunun 2 birim saga 6telenmesiyle ds dogru-
su elde ediliyor. Buna gére ds dogrusunun denklemini bulunuz.

Déndstmler
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Socom

di:2x —y + 3 = 0 dogrusu lzerinde alinan iki nokta A(0, 3) ve B(1, 5)
olsun. Bu noktalarin orijin etrafinda pozitif yonde déndurilmesiyle olu-
san noktalar A’(—3, 0) ve B'(=5, 1) olur.

iki noktasi verilen dogru denklemi kullanilarak A’ ve B’ noktalarindan
gecen dz dogrusunun denklemi dz=2y+x+3 =0 olarak bulunur.

d2:2y —x+3 =0 dogrusunun 2 birim saga Otelenmesi durumunda
dogru Uzerinde alinan noktalarda 2 birim saga 6telenecektir. d. dog-
rusu Uzerindeki iki nokta A’(—3, 0) ve B'(—5, 1) olsun. Bu durumda
A"(-3+2,0)=A"(-1,0) ve B"(-5+2,1)=(-3, 1) bulunur.

iki noktasi verilen dogru denklemi kullanilarak A” ve B” noktalarindan

gecen dogrunun denklemi ds:2y +x+1 =0 olarak bulunur.

BuwORNEK 27
ﬂy "y
B Al
-5 —4 0O, x ! «
o = : 0 7 .
: —3 C*_Z *1D O
A
B Y 4
Sekil | Sekil Il

Sekil | deki ABCD dértgeninin konumu sekil 1l deki konuma doénastaril-
mek isteniyor. Buna gore sekil | deki dértgene hangi déntsimler uygu-
lanirsa sekil Il deki doértgen elde edilir?

g\' -

A(=5, —2) noktas! orijin etrafinda saat yéninde 90° déndirilirse
K(—2, 5) noktas! elde edilir. Bu nokta 2 birim saga, 4 birim asag: 6te-
lenirse A’(0, 1) elde edilir.

Déndstmler
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Temel Doniisiimler ve Bileskelerini iceren Uygulamalar

Temel dénusumler ve bu dénisimlerin bileskesi sadece geometride
degil ayni zamanda mimaride, sanatta ve dogada da gérulmektedir.

Gorsel 4.5: Kelebek

Gorsel 4.6
Antandros (Balikesir)

Gokgensel bir bolge, bir nokta etrafinda 360° den kiglk ag! ile don-
dardldugunde bdlgenin kendisi ile ¢akisiyorsa dénme simetrisi olusur.
Dénme simetrisi sayisi 360° nin simetri acgisina boélinmesiyle bulunur.
Bir dikddrtgenin simetri merkezi etrafinda 60°, 45° ve 30° lik acilarla
dénduarilmesiyle bilesik yildiz modelleri olusturulur.

x ¥ »

60° 45° 30°

Gorsel 4.7
Anadolu kilimi

Selcuklu ve Osmanli Dénemi ustalari dénme simetrisi ile olusturulan
yildiz modellerini buyuk bir ustalikla kullanmiglardir.

Gorsel 4.8
Ulu Cami (Sivas)

: . : Gorsel 4.9
Gérsel 4.10 Topkapi Saray! (istanbul)
Sultan Ahmet Camisi (istanbul)

Temel dénisim ve bileskesini sanatla birlestiren Hollandah Maurits
Cornells Escher (Mavrits Korneylis Esir) bu alanda bircok eser vermis-
tir. Escher’a ait yandaki ¢alismada isaretli alanlara 180° lik ddnme, si-
metri ve 6telemeli simetri islemleri uygulanmistir.

Gorsel 4.11
Escher’a ait bir calisma

Déndstmler
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4

R. = a derecelik pozitif ydbnde dénme
Sx=x eksenine gbre simetri
Sy =y eksenine gobre simetri

D = Desen

Yanda kenar uzunlugu 1 birim olan bir kare tGzerindeki Osmanli
lalesi, deseninin 4 kopyasi alinarak bir kenar uzunlugu 2 birim olan
bir kare icerisine asagidaki kodlama ile yerlestiriliyor.

D S«
Raf Sy
(D, Sx, Ra, Sy)

Buna gore (Sy, D, Rise Sx) kodlamasi ile olusan sekli bulunuz.

Soon

Sy

D

R1SO°

Sx

LR

= seklinde bulunur.

P R

(Sy, D, Risoe Sx)

s ORNEK 29

y

)

Yanda verilen desenin (Sx, Sy, Riso)
siralamasina goére olusturulan dénu-
stimun goéruntlsini bulunuz.

Soon

Ornekte verilen sekle uygulanan déniisiimlerin gériintiisii asagidaki

gibidir.

Déndstmler
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B ALISTIRMALAR

1. A(—2, 6) noktasl x ekseni dogrultusunda 3 bi-
rim saga ve y ekseni dogrultusunda 2 birim yu-
kari 6teleniyor. Elde edilen A’ noktasi x ekseni
dogrultusunda 4 birim sola ve y ekseni dogrul-
tusunda 2 birim asag: 6ételeniyor.

Buna gére

a) Olusan A” noktasinin koordinatlarini
bulunuz.

b) A” noktasinin y=—x dogrusuna gore
simetrigi olan noktayi bulunuz.

2. A(—1, —2) noktasinin orijin etrafinda negatif
yonde 6nce 32° ve sonra 58° dondurliimesi
ile elde edilen A’ noktasli, x ekseni dogrultu-
sunda 3 birim sola ve y ekseni dogrultusunda 2
birim asag! 6telenmistir. Olugsan A” noktasi-
nin koordinatlarini bulunuz.

3. A(a, 4) noktasinin x=3 ve x=—2 dogrula-
rina gére simetrigi A”(—6, 4) olarak bulunu-
yor.

Buna goére a noktasinin degerini bulunuz.

4. A(—1,4) noktasinin 2x—y+3=0 ve
x+2y—1=0 dogrularina gére simetrigi
olan noktayi bulunuz.

5. A(x, y) noktasinin orijin etrafinda énce pozitif
yénde 100° ve sonra pozitif ydonde 125° don-
durtimesiyle A’(y2, 34/2) noktasi elde edili-
yor.

Buna gére A(x,y) noktasinin y=-1 ve
y =3 dogrularina gore simetrigi olan A"
noktasinin koordinatlarini bulunuz.

Déndstmler
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6. A(3, —2) noktasininy =x+1vey=—x+1
dogrularina gére simetrigi olan A’ nokta-
sinin orijine olan uzakligini bulunuz.

7.
D Sx
g N
Ra SY
(D, Sx, Ray Sy)

Kenar uzunlugu 1 birim olan desenin 3 kop-
yas! alinarak (D, Sy, R, Sy) siralamasina
sahip dénusum goérintisu, kenar uzunlugu 2
birim olan karenin igine yerlestiriliyor.

Olusan doniisiim goérintisini bulunuz.

Pitrak, Anadolu kilimle-
rinde kullanilan bir motif
olup bollugu sembolize
eder.

Yukaridaki kilim motifi yandaki
model kullanilarak elde edilmigtir.
Buna gére

a) Kilim motifinin elde edilmesi i¢in bu mo-
dele hangi déniisiimler uygulanmistir?

b) Bu motifin kac simetri ekseni vardir?

iy
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~ —a OLCME VE DEGERLENDIRME 4

A) Asagida 1 ve 2. sorularda verilen tablolardaki bosluklari uygun sekilde doldurunuz.

1. Asagida verilen noktalarin orijin etrafinda tabloda belirtilen yén ve acilarla déndiiriiimesiyle
elde edilen noktalarin koordinatlarini tabloya yerlestiriniz.

Saatin Tersi R
R Saat Yoniinde
Yoénunde
90° 180° 270° 90° 180° 270°

(—4,-2)
1
(%.-3)
(0,-4)

2. Asagida verilen noktalarin simetri donlisiimii altindaki gériintiilerini tabloya yerlestiriniz.

Simetri (—3,4) Orijine X y X=—2 y=-3 y=X y=—X y=-3x y=2x+4
nokta- gore  ekseni- ekse- dogru- dogru- dogru- dogru- dogru- dogrusu-
sina ne nine suna suna suna suna suna na gore

Nokta gore gére  goére  gobre gére  gore gore gbre
(-1, -3)

(=3,1)

(3,0)

(0, -6)

B) —2x+y—5 =0 dogrusunun asagida verilen acilarla orijin etrafinda déonme doéniisiimii altindaki
goruntilerini karsilarindaki bosluklara yazip es olan déniisiimleri eslestiriniz.

3. R« Dogru Re Dogru
. | 90° a) | —90°
. | 180° b) | —180°
ln. | 270° c) | —270°
Déndstmler
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C) Asagidaki coktan se¢cmeli sorulari cevap-
landiriniz.

4. Analitik diizlemde A(—1, 3) noktasinin m birim
saga, n birim asag! ételenmesiyle A'(4, —1)
noktasi elde ediliyor. Buna gére m-n kactir?

A)10 B)20 C)30 D)40 E)50

5. Analitik diizlemde A(a, a?) noktasinin
4a birim saga, 6 birim yukari 6telenmesiyle
elde edilen noktanin koordinatlari egit ise a
nin alabilecegi degerlerin toplami kactir?

A1 B)2 C)3 D)4 E)5

6. Denklemi y = 3x+n olan di dogrusu tzerin-
deki tum noktalar 1 birim sola ve 3 birim asagi

Otelendiginde d» dogrusu elde ediliyor. d2
dogrusu A(n, 4) noktasindan gectigine
gore n kactir?

7. Analitik diizlemde 5x = 12y dogrusunun
20 birim asagi 6telenmesiyle elde edilen

dogrunun eksenler arasinda kalan parcasi-

nin uzunlugu kac birimdir?

A)12 B)25 C)32 D)40 E)52

Déndstmler
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10.

1.

|

Analitik diizlemde A(4, —3) noktasinin
orijin etrafinda pozitif ydonde 90°,180° ve
270° dondurilmesiyle elde edilen noktalar
siraslyla B, C ve D dir. Buna gére ABCD
doértgenin alani kagtir?

A)10 B)20 C)30 D)40 E)50

Analitik diizlemde A(y2, —1) noktasinin
orijin etrafinda pozitif yonde 63° déndurl-
mesiyle B, negatif yonde 57° déndirilme-
siyle C noktasi elde ediliyor.

Buna gore |BC| kactir?

A1 B)2 C)3 D)4 E)5

Analitik diizlemde A(3, —1) noktasinin
orijin etrafinda saat yéniinde 90° dénduril-
mesiyle elde edilen nokta C dir. Buna gére
AOC ucgeninin alani kactir?

A) 1 B)2 C)3 D)4 E)5

Analitik dizlemde A(—1, 3) noktasinin
ax+2y—b =0 dogrusuna gobre simetri
dénistimi altindaki goriintist A’ (5, —1)
ise a-b degeri kactir?

A) 10 B) 12 C) 15

i




.« OLGCME VE DEGERLENDIRME 4  w

12. Analitik diizlemde A(x, y) noktasinin orijin 16.
etrafinda pozitif ydnde 120° déndirilme-
siyle A’(0, —4) noktasi elde ediliyor. Buna
goére x-y kactir?

Klndekari, Anadolu Selguklulari ve Osmanli
zamaninda kullanilan bir ahsap oyma tekni-
gidir. Sekilde Edirne Selimiye Camisi’nden
glnumuze ulagmis bir kiindekari érnegi
verilmistir.

Dik koordinat dizleminde merkezi O noktasi
olan sekil pozitif ydbnde 216° dondurdliyor.
Buna gére déndiirme sonrasi elde edilen
seklin x eksenine gére simetrigi asagida-
kilerden hangisidir?

13. Analitik diizlemde A(2, —3) noktasinin
d: 3x—4y+2=0 dogrusuna gore simetri-
gi A’ noktasidir. d dogrusu Uzerinde alinan
B ve C noktalari da kullanilarak olusturulan
ABA’C dortgeninin alani 20 birimkare ise
|BC| uzunlugu kactir?

A) 1 B)2 C)3 D)4 E)5 A)

14. Analitik dizlemde 2x —3y +a =0 dogrusu-
nun Uzerindeki her noktanin orijin etrafinda
negatif yénde 270° ddndurllmesiyle elde
edilen dogru (—2, 5) noktasindan gegiyor-
sa a degeri kactir?

A)-1 B)—2 C)-3 D)4 E)-5

15. 5x+2y—6=0 dogrusunun A(—2k, 5k)
noktasina gore simetri doniigsimi altin-
daki goriintiisii olan dogrunun y ekseni-
ni kestigi noktanin ordinati kactir?

A1 B)—2 C)-3 D)-4 E)-5

Déndstmler
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17.

I//v)‘\' ] Rigo° D

(R180°y D, Sx, Sy)

Yukaridaki desenin verilen kodlamaya
gore déniisimleri uygulandiginda asagi-
dakilerden hangisi elde edilir?

C) Asagidaki acik uclu sorulari cevaplandiri-
niz.

18. y

X

Yukarida verilen OABC dikddrtgeni orijin
etrafinda saat ydoniinde 180° doéndirillp

2 birim sola, 3 birim asag: ételenerek
O'A’B'C’ dikdortgeni elde ediliyor.
2:|0A|=|AB| ve |CC’|=54/5 birim oldu-
guna gore OABC dikdortgeninin alanini
hesaplayiniz.

Déndstmler
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19.

20.

21.

Sekilde verilen OAB eskenar lggeni orijin
etrafinda pozitif yonde 120° déndurilerek
O'AB’ iicgeni elde ediliyor. B(a, 2/3)
olduguna gére B’ noktasinin koordinat-
larini hesaplayiniz.

Analitik diizlemde 3x—5y —3 =0 dogru-
sunun A(1, —2) noktasina gore simetri-
gi olan dogrunun denklemini yaziniz.

Analitik dizlemde simetri eksenleri
2x—y+2=0 ve x+2y—9=0 dogrular
olan OABC dikdértgeni ciziliyor.

Buna gére

a) B noktasinin koordinatlarini bulunuz.

b) OABC dikdértgeninin alanini hesapla-
yiniz.

q




22.

23.

24.

J——

Yukaridaki sekilde verilen bayrak direkleri
Uzerindeki A ve B noktalarindan C noktasina
bir tel baglanmigtir. Bayrak direkleri arasin-
daki mesafe 9 m dir. Bu baglama igsleminde
en az miktarda tel kullanmak icin C noktasi-
nin D noktasina olan uzakligi ne kadar olma-
hdir?

Analitik dizlemde A(m, n) noktasinin
orijin etrafinda 270° déndlrimesiyle
A’(3—2n, m—4) noktasi elde ediliyor.
Bu durumda B(m+n, m—n) noktasinin
orijine gére simetri dénisimu altindaki
gorintiisiinii bulunuz.

Analitik diizlemde A(1, 6), B(3, 2) nokta-
lari veriliyor. Buna gore

a) x =6 dogrusu lzerinde alinan P
noktasi icin |AP|+|BP| toplaminin en
kiiciik degerini bulunuz.

b) y =—1 dogrusu lizerinde alinan T
noktasi icin | AT |[+|BT| toplaminin en
kiiciik degerini bulunuz.

|

OLCME VE DEGERLENDIRME 4

25.

26.

- 0

Denklemi 3x—y+6 =0 olan d dogrusu
tizerindeki tim noktalar 3 birim sola ve
2 birim yukari 6telendiginde olusan yeni
dogrunun denklemini bulunuz.

Yukaridaki sekilde

ABCD dikdértgeni orijin etrafinda saat y6-
ninde 90° donddurilince A'B'C’'D’ dértgeni
elde ediliyor. KLMN dértgeninin y eksenine
gore simetri dontstimu altindaki gérantisu
K'L'M'N’ ciziliyor.

Buna gére A'B'C’'D’ ve K'L'M'N" dort-
genlerinde ortak olan boélgelerin alanini
hesaplayiniz.

Déndstmler
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27.

28.

29.

s OLCME VE DEGERLENDIRME 4  m
y“ 30. “y
C 4 B
< 6 0
< ) [e) 'X < A » X
1 2
D —2 A K
v 3
Analitik diizlemde kenarlari eksenlere para- c
lel olarak verilen sekildeki ABCD dikdortge- B v

nin orijine gére simetri dontisimu altindaki
gorintisti A’'B'C'D’" dikdortgenidir.

Buna gére ABCD ve A'B'C'D’ dértgenle-
rinde ortak bélgenin alani ka¢ birimkare-
dir?

Analitik diizlemde A(3, 4) noktasinin y = x
dogrusuna gdre simetri dénisimu altin-
daki gértintisa B ve B noktasinin y = —x
dogrusuna gore simetri donlisimu altindaki
gorintisi C noktasidir.

Buna gore, B noktasinin AC dogrusuna
uzakhigini hesaplayiniz.

Yukaridaki sekilde y = x dogrusu ile x =6
dogrusunun kesim noktasi A ve OAK ucgeni-
nin i¢c bdlgesinde bir B noktasi alintyor.

B noktasinin y = x dogrusuna goére simetri
dénisuma altindaki géruntist C ve x =6
dogrusuna gére simetri ddnisimu altinda-
ki gortintist D noktasidir. |AB|= 2 birim
olduguna gére ACD uggeninin alanini
hesaplayiniz.

Déndstmler
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31.

32.

Yukarida analitik diizlemde OABC karesi

verilmigtir.
| KA|= 1 birim, |KC|= 3 birim,

|KO|= 2 birim ve m(OKA) =8
olduguna gére ¢ acisi kag derecedir?

Analitik diizlemde verilen verilen A(1, 3)
noktasinin B(t—2, 2t +4) noktalarina
gore simetri déniisiimii altindaki goriin-
tiilerinin denklemini bulunuz.

Yukaridaki sekilde bir pervanenin kanatla-
rinin konumu gértlmektedir. Bu pervane
saat yénunun tersine saniyede 4 tur atmak-
tadir. Pervanenin taradigi alanin ¢api 20
cm olduguna goére 30 sn sonra A, Bve C
noktalarinin koordinatlari ne olur?

DEGERLENDIRME
Cevaplarinizi cevap anahtari ile karsilastiriniz. Yan-

s cevap verdiginiz ya da cevap verirken tereddit

ettiginiz sorular ile ilgili konular veya faaliyetleri tek-

rarlayiniz. Cevaplarinizin timi dogru ise bir sonraki

6grenme faaliyetine geginiz.

iy
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5. TUREV

5.1. LIMIT VE SUREKLILIK )
5.2. ANLIK DEGISIM ORANI VE TUREV
5.3. TUREVIN UYGULAMALARI

Matematikte tegetin egiminin bulunmasi, fonksiyon grafiklerinin cizilmesi, fizikte hiz ve ivme denklemle-

rinin bulunmasi, kimyada bir reaksiyon hizinin hesaplanmasi, biyolojide blylime hizinin hesaplanmasi, .
meteoroloji tahminleri, ekonomide marjinal gelir, marjinal fiyat hesaplamalar gibi bircok alanda tirevden h
yararlanilir.

Hazirlik Calismasi

Dogrusal yolda konum zaman denklemi s(t)= 20t +2t?> km/sa. ile veri-
len bir aracin 2. saat ile 4. saat arasinda aldig1 toplam yolu ve bu saatler
arasindaki ortalama hizini bulunuz.
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5.1. LIMIT VE SUREKLILIK

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti, soldan limit ve sagdan limit kavramlar
Limit ile ilgili 6zellikler

Genigletiimis gercek sayilar kimesinde sonsuz igin limit ve sonsuz limit
Limitte belirsizlik durumlari

Bir fonksiyonun bir noktadaki strekliligi

Limit

Terimler ve Kavramlar

. Bir noktada limit Bocce, gecmisi milattan 6nceye
o Sagdan limit
« Soldan limit
o Sdureklilik

St 2

dayanan Anadolu’da bilinen ve oy-
nanan bir oyundur.

Bu spor 1984 yilinda paralimpik
olimpiyatlara alinmigtir. Bedensel
engellilerin de sabirli ve azimli bir
sekilde galisarak bu sporda basa-
ril olduklar gérulmustar.

Gorsel 5.1: Bocce sporu

Bocce sporunda amag atilan topun hedefe en yakin olmasini sagla-
maktir. Oyun baslarken oyun sahasi icerisinde herhangi bir yere bir top
atilir. Oyuncular sirayla bu topa en yakin topu atmaya c¢alisir.

Ornek olarak bir oyunda yandaki durum olus-
o tugunda siyah olan hedef topa en yakin mavi
top oldugundan mavi takim oyunu kazanir.

O o f(x)=x2 fonksiyonu tzerinde A(2, 4) nok-
tasi alinsin. Apsisi 2 ye yakin olan noktalarda
fonksiyonun aldigi degerleri gdsteren tablo
asagidaki gibidir.

Gorsel 5.2: Bocce toplari

X, 2 ye soldan yaklasiyor. X, 2 ye sagdan yaklasiyor.

X 1,5 1,7 198 199-» 2 <201 205 22 25

f(x)=x%|225 2,89 3,92 396> 4<«-404 42 484 625

-10

232

Yukaridaki tabloda gorildigu gibi x, 2 den kiicik degerler ile 2 ye yak-
lastiginda fonksiyon 4 e yaklagsmakta, 2 den blyik degerlerle 2 ye yak-
lastiginda fonksiyon yine 4 e yaklagsmaktadir.

12 <3 X

Turev
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TANIM

x degiskeni a gercek sayisina a dan kucik degerlerle yaklagiyorsa bu
tir yaklasmaya soldan yaklasma denir ve x — a~ biciminde gdsterilir.
x degiskeni a gergek sayisina a dan blyik degerlerle yaklasiyorsa bu
tir yaklagmaya sagdan yaklasma denir ve x —a* biciminde gésterilir.

f(x) = x2 fonksiyonunda x, 2 ye soldan yaklastiginda fonksiyonun yak-
lastig 4 sayisina f(x)=x2 fonksiyonunun x = 2 noktasindaki soldan

[imiti denir ve Iir121_ (x?) = 4 biciminde gésterilir.
X —

f(x)=x? fonksiyonunda x, 2 ye sagdan yaklastiginda fonksiyonun
yaklastigi 4 sayisina f(x) = x2 fonksiyonunun x = 2 noktasindaki sag-

dan limiti denir ve  lim_ (x?) = 4 biciminde gésterilir.
X—2

TANIM

f:R-R yada f: R—{a} - R, y=f(x) seklinde tanimh bir f fonk-
siyonunda x degiskeni a ya soldan yaklastiginda f(x) fonksiyonu L+
gercek sayisina yaklasiyorsa f(x) in x=a daki soldan limiti L¢ dir
denir ve x”T f(x) = L1 bigiminde g0sterilir.

x degiskeni a ya sagdan yaklastiginda f(x) fonksiyonu L2 gercek sa-
yisina yaklasiyorsa f(x) in x=a daki sagdan limiti L2 dir denir ve

lim f(x) = L2 bi¢iminde gosterilir.
X—a

— > -

<

O v —> g — X
Bir fonksiyonun sagdan limiti soldan limitine esit olsun ve L gercek sayi
degerini alsin. Bu durumda fonksiyonun limiti vardir ve x, a ya yaklagir-
ken f(x) fonksiyonunun limiti L dir denir.

lim f(x)= lim f(x)=L ise lim f(x) =L olur.

x—a’ X—a x—a

Sagdan ve soldan limitleri esit degil ise fonksiyonun bu noktada limiti
yoktur. lim f(x) # lim f(x) ise |im f(x) yoktur.
Xx—a X—a -

Turev
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B ORNEK 1

Asagidaki fonksiyonlarin x =2 noktasindaki sagdan ve soldan limit-
lerini bulunuz. Limiti olan fonksiyonlarin limit degerini hesaplayiniz.

a) y

b) AY

*%—gézﬂmr—rr

a) limf(x)=0
X—2
lim f1(x)=0
x—2"

oldugundan f1(x)

f1(x) c)

¢)

fonksiyonu-

nun x =2 noktasinda limiti var-
dir ve )!imzf(x)zo olur.

b) Iirr217f2(x)=1

X
lim fa(x) =1
x—2"

oldugundan f2(x)

fonksiyonu-

nun x =2 noktasinda limiti var-
dir ve Iirr12f2(x): 1 olur.
X —

c) limfs(x)=3

X—2"
lim fa(x)=3
x—2*t

oldugundan f3(x)

fonksiyonu-

nun x =2 noktasinda limiti var-
dir ve Iirr12f3(x)=3 olur.
X —

fa(x)
4
3 X
v

—2 < X

Turev
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¢) Iirr21_f4(x)=1

lim fa (x) = —1 olur.

x—2"

Sagdan ve soldan limit degerleri
farkli oldugundan )!imzf(x) yok-
tur.

Gorsel 5.2
A. L. Cauchy

x VY

A

A\

lim f(x) = lim f(x)=L oldugundan

X—a X—a
limf(x)=L olur.
X—a

lim f(x) = L1
X—a
lim f(x) = L2
x—a’

ve L1 # Lo ise )!imﬂf(x) yoktur.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Fransiz Matematikgi Augustin Louis Cauchy (Agusto Lui Kusi) kendi adiyla
bilinen teoremiyle ve Uretken bir matematikci olmasiyla taninir.

Elde ettigi sonuglari hemen yayimlamak ve ders kitaplari hazirlamak su-
retiyle bayUk kitleler Gzerinde hizli ve faydal etkiler birakmistir. Teorik ve
uygulamali matematigin birgok alaninda tanimlamalar yapmistir.

Limitleri ele ahs sekli, fonksiyonlarin surekliligi ile ilgili yeni teorisiyle dife-

ransiyel analizin temel ilkelerini blylUk oranda gelistirmistir. Daha sonra
gelen matematikgiler Cauchy’nin yéntemini kullanmislardir.

Turev
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B ORNEK. 2

Asagidaki grafikte verilen y = f(x) fonksiyonunda apsisleri
-3, —2, —1, 0, 1 ve 2 olan noktalarin hangilerinde fonksiyonun limiti

yoktur?

VA
(x)

A

lim f(x)=lim f(x)=1 oldugundan I|m f(x)—1 olur.
Xx——3" x——3%

lim f(x)=lim f(x)=1 oldugundan I|m f(x)—1 olur.

X——2" x——2"

lim f(x)=2 ve lim f(x)=1 oldugundan I|m f(x) yoktur.
X——1" x—-1"

lim f(x)="lim f(x)—— oldugundan I|mf(x)— olur.
x—-0" x—0" 2

lim f(x)=lim f(x)=0 oldugundan I|mf(x)— 0 olur.

X—-1" X—1

lim f(x)=—1ve lim f(x)=1 oldugundan lim f(x) yoktur.
X—2" x—2" X—2

O hélde f(x) fonksiyonunun apsisi —1 ve 2 olan noktalarda yoktur.

vA
2 -
*- .
2 10 1 2 3 X
\ 4

Yukaridaki grafikte verilen y = f(x) fonksiyonunda apsisleri
—1, 0, 1 ve 2 olan noktalarin hangilerinde fonksiyonun limiti yoktur?

Turev
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f(x)=x2—x+4 fonksiyonu verilsin. GeoGebra programini kullanarak asagidaki tabloyu doldurup
)!irq f(x) =4 oldugunu gdsteriniz.

X

05 |08

0,9

099|—*>1<—101|105|12 |15

f(x) =x?—x+4

I. GeoGebra programinda Giris: bélimiine f(x) = xA2—x+ 4 yazarak f(x) = x?—x + 4 fonksiyonunu olus-

turunuz.
11.
Giris: 1(0.5) Giris
Giris: f(0.8) Girig
Giris: f(0.9) Giris
_ 1(0.99) .
Giris: Girig

. f(1.01)
. f(1.05)
. 1(1.2)
~f(1.5)

biciminde yazip tabloda verilen degerleri cebir penceresinde bulunuz.

1. Artis: 0.001 olacak sekilde a siirglisii olusturunuz. Giris: bélimine (a, f(a)) yazarak bir A noktasi

olusturunuz.

IV. Giris: bolimUne (a,0) yazip bu nokta ile A noktasini dogru parcasi araci ile birlestiriniz.

V. Girig: bolimine (a,f(a)) yazip bu nokta ile A noktasini dogru parcasi araci ile birlestiriniz ve dogru par-

¢alarinin rengini ve stilini kendi isteginize gére degistiriniz.

VI. Surglyl hareket ettirerek 1 degerine yaklasildiginda fonksiyonun aldigi degerin 4 e yaklastigini test

ediniz.
a=1.15
T
1
1
P |
|
L |
|
1
N 1
1
1
1 0 $ 2 3 4
—

[
a=1.15
T
D, LI | A
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1. Asagidaki tabloda verilen degerleri hesap
makinesi kullanarak istenen limit degerleri-
ni hesaplayiniz.

a)
X 2,9 | 2,99 —»3= 3,01 | 3,001
f(x) =2x®
; 3
)llins(Zx )
b)
X —0,02|—0,01»0< 0,01 [0,02
X+3
) =2x—1
. X+ 3
,!'[%( 2x—1 )

2. Asagida verilen tablolari GeoGebra prog-
rami yardimi ile doldurup verilen noktalara
gore fonksiyonlarin limitini bulunuz.

a)
X 4,9 | 499 [»5<] 501]5,03
x2—25
fx) =55
: 2—25
100 = Jim( %52°)
b)
X —0,02|—0,01l» o </ 0,01 | 0,02
e*+1
Hx) =5
L (e*+1
f(x) = "L“o< >t 1)
c)
X —0,02/—0,01/->0<| 0,01 |0,02
_ sin4dx
FO) = Ginox+ 1

o sin4x
fix) = x"fno< Sin2x + 1 )

Turev
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3. Asagidaki grafiklerde verilen fonksiyonlarin
varsa x = 3 noktasindaki limitini bulunuz.

a) y f(x)

b) y

c) \Y

4 -3 —2 -1 0| 1

Yukarida grafigi verilen y =f(x) fonksiyonu-
nun hangi degerler icin limiti yoktur?

il




Limit Alma Kurallan

Sabit Bir Gergek Sayinin Limiti

Sabit bir gercek sayinin limiti yine kendisidir. b ve ¢ birer gercek sayi
olmak lzere )I(igncb = b bigiminde ifade edilir.

y

f(x) = x Fonksiyonunun Limiti

f(x) = x birim fonksiyonun limiti limx=c olur.

f(x) =x
2
W
f
B (0] : >
—»C <«— X
v

B ORNEK 3

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

a) M2 ¢) (imx
b) lim (=3) ¢) limx
X—7
a) )!ilns2 =2 c) Xllrgzx =-2
lim (—-3)=-3 lim x =
b) x——1 ¢) XQ% 2

iki Fonksiyonun Toplaminin ve Farkinin Limiti

ACR, ceR ve f, g: A— R cnoktasinda limiti olan iki fonksiyon
olsun.

a) )!iinc(f(x)Jrg(x)): Jim () + lim g(x)

b) Jim(f(x)—g(x))= lim f(x)— lim g(x) olur.

Turev
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B ORNEK 4

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

a) [Mim (x+3) b) )!i£n2(5—x)

%@ cOZ0M
a) lim (x+3)= lim x+ lim 3 b) lim(5—=x)= lim5— lim x
x——1 x——1 x——1 X—2 X—2 X—2
=—1+3=2 =5—2=3 bulunur.
iki Fonksiyonun Garpiminin Limiti

ACR,b,ce R neZ ve f, g:A— R c noktasinda limiti olan iki
fonksiyon olsun.

a) )!iinc(f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x)
b) lim (b-f(x))=b- Jim f(x)

c) Jlim (fOO)" = (Jim fOO)" olur.

B ORNEK 5

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

a) )!iins(xz) b) Jim (=4x) ¢) Xllrn1(4x3) c) )!i£n1(2x3—5x+2)

Seon

. 2\ _ 1: .
a) )!lins(x )—)![ns(x X)
~ () (Jm)
=3-3=9
b) lim (—4x)= lim (—4)-lim x
X——3 X——3 X——3
=(—4)-(-8)=12
c) lim (4x®)= lim 4-lim x3
x——1 X—-—-1 x--1
=4.(-18=-4
¢) lim (2x®—5x+2)= lim2x3— lim5x + lim2
X—1 X—1 X—1 X—1
=2.-1%-5.1+2
= —1 bulunur.

Polinom Fonksiyonlarin Limiti

P(x) polinom fonksiyonunun x = ¢ noktasindaki limiti P(c) olur.
lim P(x)=P(c) bigiminde gdsterilir.

Turev
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B ORNEK. 6

P(x)=3x*—5x3+2x—6 polinom fonksiyonu icin asagidaki limit
degerlerini bulunuz.

a) Xllnj1P(x)

Seon

a) Jim P(x)= lim (3x*—5x°+2x—6)

=8-(—1)*=5(-1P+2:(-1)-6=383+5-2-6=0

b) limP(x)

b) limP(x)= lim(3x*—-5x3+2x—6)
Xx—-0 x—-0
=3.0*-5.02+2-0—-6=—6 bulunur.

iki Fonksiyonun Béliimiiniin Limiti

ACR, ceR, f g:A- R cnoktasinda limiti olan iki fonksiyon,

f(x) _ lim f(X)

) . . X—C
9(x)#0 ve Jim g(x)# 0 olmak tizere Jinq ey = jim g(x)

olur.

b ORNEK 7
Asagidaki limit degerlerini bulunuz.
2 2
L oX“—9 L3 —x+1
2 Jim =1 o) lim =5
@ cOZ0M
2 2 2 2
. X°—9 _2°—9 . 3x“—x+1 _ 3(—1)y—=(—1)+1
a) Im5—4 =%-9 =5 b) im=5-%—= 12

_L|U'|

=-7=5 bulunur.

Koklii ifadelerin Limiti

f:R—-R,c€ R neZ" venciftise f(x)>0 olmak lizere

)I(imc”\/f(x) = Q/)I(im:f(x) olur.
s ORNEK 8

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

. . 24 . 4
a) )![n;m b) Jim 4/ )§(+21 c) )!|£n1(x4+6x+1)3

g}% _— )

a) IImY6x*—ax+1=3/lm(5-2°~4.2+1)=%52°—4.2+1 =313

. x2+1 _ J(—1P+1
b) Jm /ST TV 12 =v2

4 4 4
c) X|im1(x4+6x+1)3 =(1%+6-1+1)3 =83 =2*=16 bulunur.
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Ustel Fonksiyonlarin Limiti

f:R—R,a <€ R" ve a#1olmak tizere a™ fonksiyonunun x =c

T lim f(x)
noktasindaki limiti Jim af® = a5 olur

B ORNEK. 9

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

2 3
lim3*" ~x*1 b) lim 4<%
a) X—1 ) X——2

Sbeon

a) lim3xrt =gl iy fox gm0
x—1 XD
— 312—1+1 )
=3 —478t2_46_0o"12

Logaritma Fonksiyonunun Limiti

f:R—-R", acR", a#1ve f(x) >0 olmak lizere logaf(x) fonksiyo-
nunun x =c noktasindaki limiti lim[logaf(x)]= loga (Jimf0O) olur.

s ORNEK-10

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

a) le[log7(x3—x+1)] b) lim[In(3x—1)]

Sboon

. H 3_
a) )EID’\2[|OQ7(X3—X+1)]=|Og7[)!'£n2(x X+1)]
=log7(28—2+1)=1log77 = 1 bulunur.
b) lim [In(3x—1)] = In[ iIM(3x—1)]
X—1
=In(3-1—1)=1In2 bulunur.

Trigonometrik Fonksiyonlarin Limiti
ACR,ceR ve f: A- R olsun.
Jim(sinf(x)) = sin[)l(i[ncf(x)]
Jim(cosf(x)) = cos[)!im:f(X)]
)!imc(tanf(x))z tan[)[i[ncf(x)]

lim(cotf(x)) = cot[ JimfOO] olur.

Turev
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B ORNEK 11

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

_4E0 1+ 2cosx
a) lim [sin(2x—15°)] b) I'r%71+tanx

~® cozim

a) lim [sin(2x—15°)]=sin[ "TOQ(QX—‘lSO)]
x—30° X~
=sin[2-30°—15°]
/2

— o_N&
=sin45° = 5

T
1+2-cos§

b) 1+2cosx _

Im
’é 1 +tanx 1+tan%

V3
:1+2-17
1+—=
V3
_1+43
f+1 = /3 bulunur.
/3

Parcali Fonksiyonlarin Limiti

A, BCR ve f:A - B iken
g(x), x < a ise

f(x)= c, X=a ise
h(x), x > a ise

pargall fonksiyonu verilsin. f(x) fonsiyonunun x = a noktasina fonksi-
yonun kritik noktasi denir. Kritik noktada fonksiyonunun limiti incelenir-
ken fonksiyonun sagdan ve soldan limitine bakilir.

X ‘ —o0 a +o0

) \ () h(x)

Iimﬁf(x) = Iimfg(x)= L1

lim f(x)— lim h(x)— L2 olsun.
X— a X— a

Buradan
L1 =Lz ise limf(x) vardir ve limg(x)= limh(x) olur.

Xx—a X—a X—a
L1 # Lo ise )!iinaf(X) limiti yoktur.
Kritik nokta disindaki noktalarda limit incelenirken o noktanin bulundu-
gu araliktaki fonksiyon pargasinin limiti incelenir.
xo €R ve xo < a ise limf(x)= limg(x) olur.

X—Xg X — Xg

Xo > a ise Jim f(x)= limh(x) bulunur.

X —Xg X — Xo

Turev
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BuwwORNEK.12

2x—1, x < 3 ise
f:R — R olmak lGzere f(x)= 2, x=23 ise
X+2, x> 3ise

fonksiyonu veriliyor. Buna gére asagidaki limit degerlerini bulunuz.

a) limf(x) b)  limf(x) c) Jimf(x)
x | l 3 i
f(x) | 2x—1 f(S)T—Z X+2

f(x) fonksiyonunun kritik noktasi x = 3 olur.
a) limf(x)= lim(2x—1)=2-1-1=1

x—1 X—1
b) limf(x)= lim(x+2)=3+2=5

x—3" x—3"

Iimff(x)= Iim7(2x—1)= 2-3—-1=5

I|m+f(x)— I|m  f(x) oldugundan I|mf(x)— 5 bulunur.
x—-3

c) limf(x)= lim(x+2)=5+2=7 bulunur.
X—5 X—5

Busw.ORNEK. 13

a, b € R olmak Uzere f(x)={

x>—ax+1, x <2 ise
3x+1, x=2 ise
fonksiyonu veriliyor. )!imzf(x) =b olduguna gbére a+b toplami kagtir?

b coni

beRve I|mf(x)— b oldugundan I|m L f(x) = I|m _f(x)=b olur.

Buradan I|m f(x)— lim (3x+1)—3 2+1 =7 oIdugundan b=7
olur. X2 X2

lim f(x)= lim(x?—ax+1)
X—2 X—2

=22-3.2+1=-2a+5 bulunur.

lim f(x) = I|m _f(x) =b oldugundan
x—2"

7=-2a+5
a =—1 bulunur.
Buradan a+b=—1+7 =6 elde edilir.

BwwORNEK 14

Mutlak degerli bir ifadenin kritik noktalardaki limiti incelenirken bu nok-
talarda ifadenin sagdan ve soldan limitine bakilir.

Kritik nokta olmayan noktalarda ise parcal fonksiyonlarda oldugu gibi o
araliktaki fonksiyonun limiti incelenir.

Turev

q




foo =%

bulunuz.

fonksiyonu veriliyor. Buna gére asagidaki limit degerlerini

a) Xllrng(X) b) )!iinof(x) c) )!iinsf(x)

Ix| asagidaki gibi parcall bir fonksiyon olarak gdsterilir.

X | —o0 0 +o0
x| | —X $ X
x| —x x| X
a) Jim,5 =, m, b) N5 = M
= lim(—=1)=-1 = lim(=1)=—1
- x—0
X X
XILT+T o XILT+X
= lim(1)=1
x—0"
Bu durumda Iimm limiti yoktur.
x—-0 X
c) )!iﬂl))z—lz lim3e = lim(1) =1 bulunur.
B ORNEK 15 o
2 oy
fiR—{-1}-R ve f(x)= % fonksiyonu veriliyor.

Buna gore XIinj1f(x) limit degerini bulunuz.

Soon

X —00 —1

3 400
x2—2x—3 + o - 6 +
) x>—2x—3 —(x2—2x—3) x>—2x—3
f(x)=|x —2x—3| x+1 X+1 x+1
X+ _(x=3)xH1) | (x—3)x+1) | _ (x=3)(x+1)
x+1 =7 x+1 | = x+1
=x-3 =-—x+3 =x—3

x—3, x < —1ise
Buradan f(x)=7—x+3, —1 <x <3 ise
x—3, x> 3 ise
biciminde bulunur. Buradan
lim f(x)= Xﬂrpr(x—S) =-1-3=—4

X——1

lim f(x)= lim (=x+3)=—(=1)+3=4 olur.
x——1" x——1"

lim f(x)# lim f(x) oldugundan lim f(x) limiti yoktur.
x——1" x——1 X——1

Turev

T

245




1. Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

a) lim(3x?—4x+5)
X—2

2
. X“—x+5
b) XIIID1 x2+2

. /Bx%—41
c) lim—=—5—

x-3 X—2

. 2_
lim3*
x—-0

¢)

. logs(x+4)
4 limiogs(x—2)

. logs(x+4)
xmlogs(x—2)

2. x> +3x+1, x> 2 ise
f(x) = Xx—3, x=2 ise
x2+4, x <2 ise

fonksiyonu veriliyor. Buna gére asagidaki
limitleri hesaplayiniz.

a) Xllnj1f(X)
b) limf(x)
X—2

c) limf(x)
X—3

_fax+2, x <A1 ise
3 f(x)_{Bx—b, x> 1ise
fonksiyonu veriliyor.
)!imf(x):4 ise a+b degeri kactir?

246

Turev
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4. )![nz =)

limitinin varsa degerini bulunuz.

. limf(x)=3 ve limg(x)=—1ise
X—2 X—2

ef(X) -1

lim degeri kactir?
X”sin(ng(x)—%)

- f(x)=x%2—x+2 olmak iizere

lim w degerini bulunuz.

h-0

. Albert Ainstein (Albirt Aynstayn), disaridan

bir gbzlemciye gbre hareket eden bir cismin
hizina baglh olarak boyunun kisaldigini séyle-
mektedir.

Lo : Cismin ilk boyu

L : Cismin V hizindaki gézlenen boyu

C :lsik hizi olmak uzere

2
L=Loy/ 1~z

biciminde modellenmektedir.
Buna gére cismin hizi 11k hizina yaklasti-
ginda cismin gézlenen boyu ne olur?

. [, V2 L
Jlinc Los/ 1 oz degerini hesaplayiniz.

iy




Genigletilmis Gergek Sayilar Kiimesinde Limit

Matematikte sonsuz, sonlu olmayan
demektir. Daha acik olarak adina son-
suz denilen bir nesne yoktur. Ancak
sonsuz olan matematiksel nesneler
vardir. Sonsuz elemanli kiime, son-
suz terimli dizi gibi.

Gorsel 5.3: Sonsuz igareti

Sonsuz, degiskenin degerleri strekli blytdigunde veya kigildiginde
olusan bir durum olarak ifade edilebilir.

Eger bir x degiskeni sinirsiz olarak surekli artiyorsa x — +o veya
azaliyorsa x — —oo geklinde ifade edilir.

oo+ 1 =o0 olur. Ancak bu durum “sonsuz arti bir egittir sonsuz” demek
degildir. Strekli buytyen bir degiskene 1 eklendiginde elde edilen
degisken de surekli buyir anlami tagir.

TANIM
Gergek sayilar kimesine +oo veya —oo eklenmesiyle elde edilen ku-
meye genigletilmis gercek sayilar kimesi denir.

Genisletilmis gergcek sayilar kiimesinde asagidaki islemler yapilabilir.

1. (4o0) +(+00) = o0
(—0)+(—0) = —00

2., atoo=+4c0

a— oo = —o0

3: (400) - (+00) = +oo
(=00) (—00) = +o0
(—00) (+0) =—c0

4. vn e Z" igin (+o0)" = +oo
—oo, N tek ise
vne 7z igin(—oo)”Z{ oo et
+o0, N ¢ift ise
5. a € R" igin
a-(+oo) =+
a-(—o0)=—c0
a <€ R icin
a (+o0)=—0
a-(—o)=+x

6. vn € Z" igin V4oo = +oo

Turev
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B ORNEK. 16

ER—{0}~R, f(x)=—

fonksiyonu veriliyor. Buna gére asagidaki limit degerlerini bulunuz.

a) mf00 p) lim fx) ¢) Jimf(x) ¢) Jim f(x)

3@ cOZOM

i

\
\

f(x) =% fonksiyonunun grafiginde géraldugu gibi x, 0 a sagdan yak-
lastiginda f(x) degeri sinirsiz olarak blyimektedir. x, 0 a soldan yak-
lastiginda ise f(x) degeri sinirsiz olarak kigtimektedir.

Bu durumda

-1
a) lim - =+oo
XA0+X

Yukaridaki grafikte gérildigi gibi x sonsuz olarak arttiginda f(x)

degeri 0 a yaklasmaktadir. Bu durumda Xﬁrg@% = % =0 olur.

¢) Benzer sekilde x sonsuz olarak azaldiginda f(x) degeri 0 a yaklas-
maktadir.

N ISR P .
Jim ~-=—_ =0 bigiminde ifade edilir.

Turev
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B ORNEK 17

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

im —1 , +1
lim ——&= X
) (5 X5 c) ><|Lrt°,]‘(x—3)2

. 1 1
b) Jim 2%+ ) ¢) lim5x-2

(—o0)*
_ 1 1
1.1
o0 o0
=0+0=0
. x+1 _ 3+1
c) M x—3F " (3-3F
=400
11
¢) lim5%x2=52 -2
X—2
=5~
_ 1
5@
=%=Oolur.

Belirsizlikler

Limit hesaplamalarinda karsilagilan %, % bicimindeki ifadelere
belirsiz ifadeler denir.

9 Belirsizligi

lim f(x) =0 ve lim g(x)=0 olmak tzere
X—a X—a

i 100 _ im )

i i 0 holivaioliz:
xag(x) ~ lim g(x) ifadesinde {5 belirsizligi vardr.
X—a

f(x)

g(x)
sadelestirme yapilarak belirsizlik durumu ortadan kaldirilr. Belirsizlik
durumunun ortadan kaldiralamadigi durumlarda sadelestirme islemi
tekrarlanir.

rasyonel ifadesi ¢arpanlarina ayrilarak ifade dizenlenir ve

Turev
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. ORNEK 18

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

2 f—
- x2—x—6 imYxt2-x lim —C0S2X
a) [Jim =57 b) iM% c) X'In%smx—cosx

x2—x—6 _(—22—(—2)—6

a) lim —g belirsizligi vardir.

X—-—2 x2—4 a (_2)2_
o XP—x=6 _ o (X=3)(x+2) . x=3_—2-3_5
X|er_12 x2—4 lernz(X 2)(x+2) Xl'ﬁlzx—g =557 1
b) | {;(? X \/7_ O belirsizligi vardir.

Ix+2-— X—I' (Vx+2=x)(/x+2+x)(y/2+/x)
BV A (V22 /X)X F2+X)
— im (x+2-x2)(y/2+yx)
x—2 (2—=x)(yx+2+x)
_ "m(xz—x—z)(@h&)
x—2 (x—2)(Yx+2+x)
_ e (x=2)(x+1)(V2 +yx)
ol (x—2)(yYx+2+x)
i XDV (24 1)(V2+y2) _ 3y2
= lim = =
x-2  (Yx+2+x) (Y2+2+2) 2

cos2x 0 s
c) X“";]r SinX — cosx — 0 belirsizligi vardir.
cos®x —sin®x
Sinx — cosx

I|m cos2x  _ i
_ 7 SiNX—COosX
-z -

A\NB

(cosx — sinx)(cosx + sinx)
—(cosx — sinx)

V2 2 _
5=

Xlir%(—cosx—3|nx) ==

X—

4>|=|3

2 bulunur.

BewORNEK 19

x2 + ax

a, b € Rolmak (izere )!lmZsz_s =b olduguna goére a-+b kac

olmalidir?

Teon

x’+ax—6 _2°+a-2-6 _2a—2

)!imz X—D = 55 ==0 olur. Buradan
. x2+ax—6 e e s . ... 0 TN
)!llnzﬁ limitinin bir gercek sayi olmasi icin ) belirsizligi

olmalidir. 2a—2 =0 = a =1 bulunur.

imXetx=6 _ o (Xx=2)(x+3) _
X—2 X—2 X — 2 X—2

b =5 elde edilir. Buradan a+b=1+5=26 olur.

= Im(x+3) 5

Turev

q




Sikistirma Teoremi

limf(x) = limg(x)=L olsun.
X—a X—a

vx € R igin f(x) = h(x) = g(x) ise lim f(x) < lim h(x) < lim g(x) olur.

Buradan )!iina h(x)=L elde edilir.

M. ORNEK 20
)!|mom—1 ve I|m smx =1 oldugunu gosteriniz.

Sb ooz

B(cosx, sinx)

P(1, tanx) : R
Yandaki POA Uggeninin alani BOA

daire diliminin alanindan buyuktar.
BOA daire diliminin alani da BOA
YA Ucgeninin alanindan blyUktar.

) / X . AL(LO)
< o >
p

B

sinx i ZS

e} A
1

BOA Uc¢geninin - BOA daire diliminin < POA Uggeninin

o ] A © 1 A

alani a alani - alani

Buradan
1:-sinx 2 X _ 1-tanx
—a = < 1 alx

2 N or=""

sinx < x < tanx

sinx _ _ X 1 X 1

= <
sinx = sinx =~ cosx = 1 = ginx = cosx Pulunur.

Her G¢ tarafln X — 0 i¢in limiti alinirsa

]
Jim1 < lim smx = Jim Cosx

. X
< A<

= 1= ,!'[%smx <1 olur.

Bu durumda “T?mx =1 bulunur.

X
Benzer sekilde 1 < sinx =

s esitsizligi
1= % = cosx bigiminde yazilir.

X — 0 i¢cin her ¢ tarafin limiti alinirsa

limt > lim S > lim cosx = 12 lim =% > 1 bulunur.

sinx

v =1 elde edilir.

Buradan sikistirma teoreminden I|m

Turev
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BwORNEK 21

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

. sin2x tanx 3X sin5x
a) lim=3y b) lim c) limianox ¢ lMianax
sin2x _ 0 e o
a) )![no 3y — o Pelirsizligi vardir.
limSin2x _ . (l_ sin2x>
x-0 93X x—0\ 3 X 2x = h olsun.
=1 in2.8in2x  x-~0 = h-0 olur.
3 x402 X
, Buradan
=2 li Sin2x £2 sin2x sinh
3 x-0 2X 3 lim o = i =1 bulunur.
x—-0 2X h—o h
tanx _0
b) li I X —0 belirsizligi vardir.
. tanx sinx 1 sinx _ _
im0 = imGosx - x = JiMGosx " Jm=x~=1-1=1
3 _0 o
c) I| Mtan2x ~ 0 belirsizligi vardir.
3x
I|m otan2x =3 I|m tan2x
2 X
=3 )!m?)2 tan2x
_3 ;. 2X
-2 ,!'ﬂnotan2x
_3 jim—2x __3 [} 2x |_3
-2 ,!Lo sin2x ~ 2 l'inocoszx l'[.n sin2x 2
C0S2X
sinbx _ 0 T
c) I| Miandx ~ 0 belirsizligi vardir.
sin5x sin5x
,!'m)tan4x - I' ~0 Sin4x
‘cosdx
— _sinbx
= Jim cosdx: 2%
— mX. sin5x
—)!lm)cos4x )!I 1% sindx
= lim cos4x - lim—=—- lim Sindx _ 1 'l~5 =32 bulunur
x—0 x0SIN4X x.0 X 4 4 .
SONUC
smx _ . sinax _ a sinax _ a
I|m =1 lm bx b Imsmbx b
X _ bx _ b . sinax _ a
Jimysinx =1 Jim Sinax ~ a Jimtanbx ~ b
tanx _ . _tanax _ a tanax _ a
Jim == =1 Im=ox ~ b Jim-sinbx = b
X bx _ b tanax _ a
Jimtanx =1 limtanax = a Jim3anbx = b
Turev & =
252 —————




BuwORNEK 22

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

. sin(x—1) . sin4x + tan3x
a) )!'mﬁ c) l'ﬂnoT d)
tan? 3)( : sin(x+1)
b) m= "5 5x2 ¢) . Mtan(x®+1)

Seon

sin(x—1) _ sin(1—1)

a) )!|£n1 X—1 = 1=1 =% belirsizligi vardir.

lim_

Xx—1=nh olsun. Budurumda x -1 = h— 0 olur.

. sin(x—1) _ . sinh _
)!lm X—1 ‘h"% h =1 bulunur.

tan23x tan®(3-0) _ 0

v 1—c082x

b) |I£T(l) 52 502 0 belirsizligi vardir.
. tan®3x _ tan3x tan3x
Jim 52 _)!'”B< 5% X )
_ . tan3x tan3x _3 ,_9
—)!I_rn) 5x )!lm) X 5 3—5 bulunur.
. sindx+tan3x _ sin4-0+tan3:0 0
c) )!ILT‘IO Bx = 5.0 belirsizligi vardir.
sindx +tan3x _ . ( sin4x , tan3x
Jim. 5X —)!an0< 5x 1 bx )
_ sindx tan3x _ 4 | 3
= Im=g +Im=5 =5*%
. sin(x+1) sin(—=1+1) 0 e
lim = == belirsizligi vardir.
® x=-ttan(x®+1) tan((-1)*+1) O 9
sin(x+1) _ . x°+1 sin(x+1)
x——1tan(x3+1) x--1x3+1 tan(x®+1)
— lim x3+1 lim sin(x+1)
x~f1tan(x 1) e x+ 1) (x2—x+1)
_ x*+1 . osin(x+1)
_lerD1tan(x3+1)x|LrD1 (X+1) Xlinj1(x2_x+1)
= . . 1
1-1 2= (c+1 - = bulunur.
d) X'l”{,‘—w _2‘;032)‘ _ /1 _2095’2'0 =3 belirsizligi vardr.

J1—cos2x . /1—(1—2sin’x)

lim

x—-0" 2x - X—-0" 2X
— iim Y 2sin®x
- erBL 2X
_ f |smx| f 2 -(—sinx)
X 0 XAO 2X
= —@ Jiﬁn&f% = —g bulunur.
Tarev
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o0 . T
- Belirsizligi

f(x) ve g(x) iki fonksiyon ve g(x) # 0 olmak tzere lim f(X)= Foo

X — +oo

ve lim g(x)=Foo olsun.
X — +oo
Hx lim f(x)
Bu durumda xlle g(x)) X“r;""g(x) % belirsizligi vardir.

Ayrica P(x) ve Q(x) iki polinom ve Q(x)+# 0 olmak Uizere

a) P(x) ve Q(x) polinomlarinin dereceleri birbirine esit ise

lim Q(( )) limiti en blyuk dereceli terimlerinin katsayilari orani olur.
X — Foo

Buw.ORNEK 23
<@Li§Lil o
Jim & o o limitinin degerini bulunuz.
%}@gszM
8 1
2 3+—+—>
fim 3X248x+1 _ IimX < x T2
XﬁOO5X2+3X 2 Xﬂoox2 5+%_%)
8 1
3+>+—%
—_ ® * _3+0+0_3
5.3 2 5+0-0" 5 bulunur.
00 2
oo

b) Payin derecesi paydanin derecesinden blyik ise

(der(P(x)) > der(Q(x)) ise)

lim g(( )) = Foo Olur.

X — Foo

MewORNEK24
2
lim w limitinin degerini bulunuz.
X~ X<+ 3x
e T
. X X 2 [e's) o)
LUy TS I Wl RPN
X < +X X2 o0 002
_ <3+0+0>
* \1+0-0

=03 = oo bulunur.

c) Payin derecesi paydanin derecesinden kuguk ise
(der(P(x)) < der(Q(x)) ise)

P(x)
x“TooQ(x) 0 olur.
Turev

q




BwORNEK 25

3
xﬂrpmb(ji_qu limitinin degerini bulunuz.
:\% -
3
lim 2XX:—_X1+ 1_ == belirsizligi vardir.
1 1 1 1
X3<2+?+F) 1 2+?+F
Jim 1 = lim < 7
a1+ R 1+
X 1+ X4> X4
2 1
2+ +
A |- (cef (P
—00 1
1+
(—o0 )
= %(%) =—0-2=0 bulunur.
B ORNEK 26
Co)y3_ 2 _
Jilrgo(a 2)x 5X2(3;21X1 +3x=2 _ 4 ise a+b degeri kagtir?

Sbon

X — oo iken bu limitin % belirsizligi vardir. Limitin degeri 4 oldu-

gundan payin derecesi paydanin derecesine esit olmalidir. Buradan

a—2=0=a=2 bulunur.

En blyuk dereceli terimlerin katsayilari orani limitin degeri oldugundan

4
—b—-1=20

b =-21 olur.
atb=2-21

= —19 bulunur.

—(b+1) _
=

SONUC
P(x) ve Q(x) iki polinom olsun.
der(P(x))=n ve der(Q(x))=m olmak lzere

N mo lim anX"+a, X" '+..+ao _ an
-mo =4n
a) X — Foo ann+bn—1Xn71+...+bo bn

, anx"+an1 X" '+...+a0 _
b) n>m= lim o — = Foo
x—Foo PmX™+ bm-1X +...+bo

. anx"tan-x"'+..+a
c) n<ms lim = - =0 bulunur.
X— Foo me +bm—1X ++b0

Turev
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TEOREM
a < R ve 0<a< 1olmak Gzere
lima*=0

X — o0

lim a* = +oo olur.
X — —oo

a € R ve a > 1 olmak lizere
lima* =+

X — o0

lim a*=0 olur.
X — —oo

BussORNEK. 27
Asagidaki limit degerlerini bulunuz.
. 2-3*+3-5% . 3:2+5-7%
a) Im ox 7 5 b) [m =g ox
(o (3Y )
i 2.3+g O (2 3)+s
g =S
_2'<5> "3 _o0+43_3
%) e 0+7 7
x , 1X>
i85 P <3+5 ()
b) X ——o0 5X+2X X ——o0 2X< 5 X )
(5)+1
7\ 2\
3+5(3) " _3+(3) 5.0
5\~ 2\ 0+1
(3) +1 () +
BussORNEK 28 o
/y2 _ _
Jim 4% 22XX++13 3X. Jimitinin degerini bulunuz.

im YX2—2x+3—-3x _ fim X
X0 2x+1 X=o0 X(2+%>
Ix1,/1-2+3 —3x

lim 1"
X X<2+7>

_ . x(y1-3)

=m0

2

=—5= —1 bulunur.

Turev
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B ALISTIRMALAR

1. Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

X+3
a) XllrngX 3
b X+2
) Jim. (x—2)
3
c) Imox+2
1
c) lim5x—3
X—3

2. Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

2
) lim=

lim————- X+ 1
X—3yX—2— 1
3f_1

c) lim

3. Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

. 3x—tanx
a MA ATIA
) )!'Eno sin2x

.2
b sin<4x
) >!m}>3xtan2x

¢) |im XSinx
x—01—Cosx

. tan(x®—8)
G) )!LO4X 5

d) lim ¥ Sin9x
x—0tany/3x

4.

5.

Turev

Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

3x*—4x +1
2 M

3_
b) Jim X1

¢) Xﬂmm(n" +e*+3%)

3%—2.5*
d) Jim=ox

3-2°+3.5%+4-7*
e) lim 5. 0% 1 7%

lim (a+3)x®—(b+1)x?>+3x—1
X~ 4x2+2x+4

ise a+b kactir?

=5

6. Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

x5
D M 161

b) |im 2x+Vx?+ 1

X = —o0 5x+3

257
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Sureklilik

TANIM
ACR ve f:A— R bir fonksiyon olsun. a € A olmak lizere
limf(x)=1f(a) ise f fonksiyonu x = a noktasinda sureklidir denir.

Eger f fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda surekli ise fonksiyon
A Uzerinde sureklidir denir.

Yukaridaki tanima gére bir f fonksiyonunun x = a noktasinda surekli
olmasi igin

a) f fonksiyonu x = a noktasinda tanimli olmalidir.
b) f fonksiyonunun a noktasinda limiti olmalidir.
c) Fonksiyonun a noktasindaki limiti a noktasindaki fonksiyon degeri-

ne esit olmalidir.

Bir f:A — R fonksiyonu a € R noktasinda surekli degil ise fonksiyona
bu noktada slreksizdir denir.

Buw.ORNEK 29

Asagida grafikleri verilen fonksiyonlarin x = 1 noktasinda strekli olup
olmadigini inceleyiniz.

a) Y f:R-R* c) y

f:R-{1}-R

a) Verilen grafige gore )!imf(x) =2 ve f(1)=23 bulunur.

)!imf(x);é f(1) oldugundan f fonksiyonu x =1 apsisli noktada si-
rekli degildir.

b) Verilen grafige gére Xllr?_f(x) =3 ve xlij?j(X) = 4 oldugundan
)!imf(x) limiti yoktur. Bu durumda f fonksiyonu x =1 de sirekli de-
gildir.

c) ffonksiyonunun tanim kiimesi R—{1} oldugu i¢cin x = 1 noktasinda
sureklilige bakiimaz.

c) )!im1f(x)=f(1 )=2 oldugundan f fonksiyonu x =1 apsisli noktada
sureklidir.

Turev
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B ORNEK 30

f:R-R

Yukarida grafigi verilen y = f(x) fonksiyonunun sireksiz oldugu nok-
talarin apsislerini bulunuz.

{}@gbzﬂm

lim f(x)=2 ve lim f(x)=—1 oldugundan lim f(x) limiti yoktur.
X——4 X — -4+ X——4

O halde fonksiyon x = —4 apsisli noktada sureksizdir.

Xllrng(x)= —1ve f(=2)=0 olur.

Buradan Xlirng(x)aéf(—Z) oldugundan fonksiyon x =—2 apsisli nok-
tada sureksizdir.

Xliﬁrrsz(x): —1ve limf(x)=0 oldugundan )!iinzf(x) limiti yoktur.

X—2
O halde fonksiyon x =2 apsisli noktada sureksizdir.

Buradan f fonksiyonunun sureksiz oldugu noktalarin apsisleri
X =—4, x=-2 ve x =2 bulunur.

TEOREM
ACR, fA— R ve g:A - R fonksiyonlari a € A noktasinda surekli
fonksiyonlar olsun. Bu durumda

a) f+g fonksiyonu x = a da sureklidir.

b) f—g fonksiyonu x = a da sureklidir.

c) f-g fonksiyonu x = a da sureklidir.

¢) k € R olmak tzere k- f fonksiyonu x = a da sureklidir.

i

d) g(a) # 0 olmak lzere 9

fonksiyonu x = a da streklidir.

BuwORNEK 31

f(x) = 3x*—5x3 + 4x + 1 fonksiyonunun gercek sayilar kiimesinde
surekli oldugunu gésteriniz.

{}pgoZUM

Jimf(x)=3a*—5a°+4a+1ve f(a)=23a*—5a°+4a+1olur.
Buradan limf(x)=f(a) oldugundan

vx € R icin f(x)=3x*—5x3+ 4x+ 1 fonksiyonu siireklidir.

Turev
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TEOREM
Polinom fonksiyonlar gercek sayilar kimesinde sureklidir.

BuwORNEK32

3 _
f(x)= % fonksiyonunun surekli oldugu en genis kimeyi

bulunuz.

Pay ve payda polinom fonksiyon oldugundan sreklidir.
Paydayi 0 yapan degerler, fonksiyonu tanimsiz yaptigindan tanim
kimesinden cikarilir.

x2—1=0
X1=1
X2 =—1 olur.

Buradan fonksiyonun en genis tanim kiimesi R—{—1, 1} olur.
y = f(x) fonksiyonu tanim kiimesindeki her noktada strekli oldugun-
dan bu fonksiyonun sirekli oldugu en genis kime R—{—1, 1} olur.

B ORNEK 33

;é?T,X‘<1iSB
f(x)=]ax+2, x=1ise
x+2b, x > 1ise

fonksiyonu x = 1 noktasinda surekli ise a ve b degerlerini bulunuz.

3@(@ cOZUM

f fonksiyonu x = 1 noktasinda sirekli oldugundan Iim1f(x)=f(1)
X —

olmalidir. x =1 noktasi kritik nokta oldugundan

. o 3 _3
X|LI’T1Lf(X)— Xllrr117<XJr1 )— 5

lim f(x) = Iim+(x+2b)= 1+2b olur.

X—1 X—1
Buradan
lim f(x) = lim_f(x)
x—1" x—1
-3
1+2b=75
_1
b= 7} bulunur.
y = f(x) fonksiyonu strekli oldugundan )!im1f(x)=f(1) olur.
% =a-1+2
__1
a=-5 bulunur.
Tdrev
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B ORNEK 34

24 x—1
fx)= X X1
) x%—ax+1

hangi aralikta deger alr?

b eont

fonksiyonu gercek sayilar kiimesinde sirekli ise a

f fonksiyonu vx € R igin surekli oldugundan fonksiyonun en genis ta-
nim kiimesi R olur. O halde fonksiyonu tanimsiz yapan x degeri yoktur.
Buradan vx € R igin x2—ax+1 # 0 oldugundan A < 0 olur.

A=a?-4-1-1<0

A=a’—4

Buradan a € (-2, 2) olur.

SIRA\SIZDE

X+3
x2—25
4, x=1ise

» Xx < 1ise

f(x)=
X

———— x> 1ise
x>—x—6

fonksiyonunun surekli oldugu en genis kiimeyi

bulunuz.

AQ/-
Gorsel 5.4
Salih Zeki

Salih Zeki (1864-1921)

17. yy. matematikgileri Dlinya tUzerindeki veya Diinya’nin yakinindaki ci-
simlerin yani sira gezegen ve yildizlarin hareketleriyle ilgili calismalarla
yakindan ilgiliydi. Hareket eden bir cismin suratinin ve bir egrinin tegeti-
nin bulunmasi limit kavraminin esasini olusturmustur. Newton, Leibniz,
Cauchy gibi matematikgiler limit ve sureklilik konusunda calismiglar ve
bugtin kullanilan tanimlarin bircogunu yapmiglardir.

Ulkemizde ise bu alanda Salih Zeki'nin birgok makalesi ve 30 civarinda kitabi bulunmaktadir.
Bunlardan bir kismi ilkokullar, ortaokullar ve liseler icin yazdigi matematik, fizik ve gok bilimi ders
kitaplaridir. Diger kitaplari ise cebir, geometri ve fizik alanlarinda Universite ders kitaplaridir.

Bunlardan baslicalari Mizan-1 Tefekkiir (mantik kitabi), Asar-1 Bakiye (bilim tarihi kitabi) ve
Kamdas-1 Riyaziyat'tir (matematik bilimleri s6zIigu).

|

Turev
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TANIM
ACR, f:A - R bir fonksiyon ve a € A olsun.
lim f(x) =1f(a) & ffonksiyonu sagdan sureklidir.
X—a
lim_f(x) =f(a) o ffonksiyonu soldan sureklidir.
X—a
[a, b] araliginda tanimli bir fonksiyon araligin i¢ noktalarinda strekli,

a noktasinda sagdan sirekli, b noktasinda soldan surekli ise f fonksi-
yonu [a, b] de sureklidir.

b ORNEK 35

f:—1, 3] = R, f(x) =x2—3x+4 fonksiyonunun [—1, 3] araliinda
sUrekli olup olmadigini arastiriniz.

Socont

Verilen fonksiyonun grafigi yanda- O -

ki gibidir.Grafikte de géruldugu gibi

vx € (—1, 3) igin fonksiyon sureklidir. f(X)=x2—3x + 4

Bunun yaninda lim f(x)=f(-1)=8 4
x—-1"

ve Iirgj(x)=f(3)= 4 oldugundan f
X —

fonksiyonu [—1, 3] araliyinda stirekli-
dir. 1[0 3 X

Ara Deger Teoremi

f fonksiyonu [a, b] araliginda strekli olsun. p, f(a) ve f(b) arasinda
herhangi bir sayi ise [a, b] aralifinda f(c)=p olacak sekilde en az
bir ¢ noktasi vardir.

Y f(x) WY
f(b)‘ ! E(X)

P P

O] a c b
\ v

4

b,
a C1 Czca\" X

=<V
O

f fonksiyonu [a, b] araliinda stirekli olsun.
f(a) ile f(b) zitisaretli ise a ile b arasinda f(c) =0 olacak sekilde en
az bir ¢ noktasi vardir.

by f(x) Ay
f(b)
ftb) f(x)
- O a »> - o a/\Cz >
f(a) |- .— ¢ bx ‘@) ‘;___Vm e x

Turev
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B ORNEK 36

f:[—1, 2] - R, f(x)=x®—4x+ 1 fonksiyonu veriliyor.

a) f fonksiyonunun (0, 1) ve (1, 2) araliklarinda en az bir kdke sahip
oldugunu gosteriniz.

b) f(¢c) =3 olacak sekilde en az bir ¢ € [—1, 2] oldugunu gésteriniz.

Sboont

Polinom fonksiyonlar gercek sayilarda surekli fonksiyonlardir. O hélde
f fonksiyonu i¢in ara deger teoremi uygulanabilir.

a) f(x)=x3—4x+ 1 fonksiyonunda
f(0)=1
f(1)=1—-4+1=-2 olur.
f(0) ve f(1) zit isaretli oldugundan ara deger teoremine gore
f(c1) =0 olacak sekilde en az bir ¢4 € (0, 1) vardr.
Benzer sekilde
f(1)=-2
f(2)=2%-4-2+1=1olur.

f(1) ve f(2) zitisaretli oldugundan f(c2) =0 olacak sekilde en az
bir c2 € (1, 2) vardir.

b) f(—1)=(-1P®—-4-(-1)+1=4
f(2)=2%—4-2+1=1olur.
Yt

f(2) <f(c) <f(—1)
oldugundan ara deger teoremine gore f(c)=3 olacak sekilde en
az bir ¢ €[—1, 2] vardur.

Turev
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e | — |
i Toemem———

= I | ‘ i

= =="—"=C=0R8 =
e T

X
f(x)= «

fonksiyonunun slreksiz oldugu noktalar GeoGebra programi ile bulunacaktir.
Bilgisayarinizdan programi agip “giris” bélimune
f(x)= eger (x <=1, (x+1)/(x"2—4), (x—2)/(x"2—-9)) yazarak f fonksiyonunu olusturunuz.

a=2
> Bir a siirgiisti olusturup artis: 0.1 olarak belirleyiniz.

“Girig” bdlimiine

Giris: A=(a, f(a)) A(x1, f(x1)) noktasidir.

Giris: b=1f(a) b = f(x) noktasidir.
Giris: ¢=lim(f, a) limf(x)=c

degerlerini yaziniz.
Slrglyl saga ve sola hareket ettirerek fonksiyonunun sirekli oldugu noktalarda
f(a) = limf(x)
b=c
oldugunu test ediniz.
Sirglyd a =—2 konumuna getirdiginizde x = —2 noktasinda f(2)=—co ve xIirpzf(x) in tanimsiz oldugu-

nu, b =—oco ve c tanimsiz degerlerini cebir penceresinden tespit ediniz.

Sirglyl a =1 konumuna getirdiginizde f(1)=-0,67 ve !(imf(x) in tanimsiz oldugunu b =-0,67 ¢
tanimsiz degerlerini cebir penceresinden tespit ediniz.

Sirglyd a =3 konumuna getirdiginizde f(3) =« ve !(i[ngf(x) in tanimsiz oldugunu b = oo ve c tanimsiz
degerlerini cebir penceresinden tespit ediniz.

[R] A L B B O, ©) ) N == )

» Cebir Penceresi X~ Grafik
Nokta [ | AC~
A tanimsiz : A
Sayisal
®a=-2
b=-o a==-2
c tanimsiz
islev
x2+ 1 x<1
x2 —4 -
e f(x) = ‘2
- aksi halde
x2 -9

.

Buradan fonksiyonunun sireksiz oldugu noktalarin apsisleri x = -2, x =1 ve x =3 olur.

Turev
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Yukarida grafigi verilen y = f(x) fonksiyonu-
nun siirekli oldugu en genis kiimeyi bulunuz.

2. Asagidaki fonksiyonlarin siirekli oldugu en
genis kiimeyi bulunuz.

2
X —4x+1
a) f(X)=—2_9

x%—1

b) f(x)= XT3

sin2x — 1
©) 1= 200ex—1
Xx—3
X+1°

-3, x=0 ise
X+1
X—2’

x <0 ise
c) f(x)=

x > 0 ise

2_
I)§<—24|’ X > 2 ise

3

" f(x)=| 3a+1, x=2ise

2x+b, x < 2 ise

fonksiyonu vx € R i¢in siirekli ise a+b
kactir?

il
|

Turev

4,

5.

X+3

0= x*—(a+1)+a+4

fonksiyonu sadece bir noktada sirekli degil
ise a € R" degeri kagtir?

xXt+2
x+1°

X+1
X+2’

fonksiyonu [ 1, 3] arahiginda siirekli midir?

x <2 ise
f(x)=

X =2 ise

f(x) = x®—3x2+ 2 fonksiyonu veriliyor.

a) y =f(x) fonksiyonunun
(=1, 0), (0, 2) ve (2, 3) araliklarinda
birer kokii oldugunu gosteriniz.

b) Fonksiyonunun grafigini ciziniz.

c) GeoGebra programinda fonksiyonun
grafigini cizip program kullanmadan
cizdiginiz grafik ile karsilastiriniz.
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5.2. ANLIK DEGIiSiM ORANI VE TUREV

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

*  Tlrev kavrami

® Bir fonksiyonun bir noktada ve bir aralikia ttrevienebilirligi

* ki fonksiyonun toplami, farki, carpimi ve balimanin tirevieri
* ki fonksiyonun bileskesinin trevi

® Yuksek mertebeden turevier

Terimler ve Kavramlar

266

Anlik degisim orani
Tegetin egimi
Tarev

Sagdan tlrev

Soldan tirev

Anlik Degisim Orani

Bir futbolcu belli bir agiyla topa
dikey yonli hizi 20 m/sn. ola-

cak sekilde vurmustur. Topun t
saniye sonraki yerden yuksekligi
h(t)=20t— 5t fonksiyonu ile
modellenmistir. Ornegin topun
birinci saniyedeki yerden yuksekligi
h(1)=20-1-5-12=15m ve
ikinci saniyedeki yerden yuksekligi
h(2)=20-2—-5-22=20 m olur.

Gorsel 5.5: Futbolcu

AXx : Toplam yol

At :Toplam zaman

olmak Uzere

topun birinci ve ikinci saniye araligindaki ortalama dikey yénla hizi

Vort = i—)t( ile bulunur.

_Ax _h(2)~h(1) _20-15

Buradan Vort = At 51 1 =5 m/sn. olur.
y
h(2)“ B Topun [1, 2] saniye araliginda-
ki ortalama hizi AB dogrusunun
h(1)|A/ £ egimi olur.
At
= jor2 ] "
v h(x)

TANIM

f:[a, b] -~ R fonksiyonu verilsin. x =a ve x =b arasinda f fonksiyo-

nunun ortalama degisim orani w olur.

Turev
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yu B
f(b) ..................................... .4 f(X)
f(b) —f(a)
A
f(a) ........... b_a '_
- - X
O a b
Y

N 5

HCR ) ) — 4 f(x)
A i f(a+h)—1f(a)

f(a) ........... h :
- = X
o a a+h
Y
Bu durumda ortalama degisim orani w olacaktir.

h — 0 icin ortalama degisim oraninin limitine f fonksiyonunun A nokta-

sindaki ani degisim orani denir. h — 0 igin a noktasinda

f(x) fonksiyonuna teget

Ani degisim orani r!imow olur. olan dogru elde edilir.

" A "
f(x — f(x
/ (x) ? (x)
- o X - : X
0 a 0 a  o._p ath
Y Y
Ani degisim orani A noktasindaki tegetin egimidir. mrt, A noktasinda-
ki tegetin egimi olmak lzere m; = Air%w biciminde bulu-
nur.
Turev
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B ORNEK 1

f(x) = x2— 1 fonksiyonunun

a) [2, 4] araligindaki ortalama degisim oranini bulunuz.

b) X =2 noktasindaki ani degisim oranini bulunuz.

Sboont

a) [2, 4] araligindaki ortalama degisim orani

_ 2_4)_(02_ _
f(44) 2(2)2(4 1)2(2 1)=1523=6§eklindebulunur.

b) x =2 noktasindaki ani degisimin orani ayni zamanda

fonksiyonun x = 2 apsisli noktasindaki tegetinin egimidir.

Buradan

mr = fim 12 ED=(2)
h—-0
. (2+hP—1—-(22-1)
= lim
h-0 h

2_ 4 _

:”m4+4h+h 1-3
h-0 h

rI]im0(4 +h)=4 bulunur.

TANIM
f:[a, b]— R bir fonksiyon ve x, €(a, b) olsun.

Eger lim G =% limiti varsa bu limite f fonksiyonunun xo
=20

X— XO
noktasindaki tirevi denir ve f'(xq) veya df(g:(’) ile gosterilir.

y = f(x) fonksiyonunun x = xo noktasindaki tlrevi o noktadaki tegeti-
nin egimine esittir.
Bir f fonksiyonunun x = xo noktasindaki tegetinin egimi mt olsun.

f(x) —1(Xg)
X%, o

Bu durumda m7 = f'(xo) = |im r.

Bu limitte x —xo = h ddnusimu yapilirsa x = Xo+ h bulunur ve
X — Xo iken h — 0 olur.

w elde edili.

Buna gore mt = f'(xq) = r!im0

B ORNEK 2

f(x) = x®—x fonksiyonunun x = 3 noktasindaki tegetinin egimini
bulunuz.

Turev
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f(x) = x?— x fonksiyonunun x = 3 noktasindaki tegetinin egimi mr
olsun.

I. Yol I1. Yol
Caran e FX)—1(3) _ f(3+h)—1(3)
mT—f(3)—)!|LT'|37X_3 =f(3)= o—h
. x?—x—6 o (3+h)2—(3+h)—6
= mx=3 = Jimy h
_ o (x=3)(x+2) _ . 94+6h+h®-3-h-6
L = lim h
= lim(x+2)=5 bulunur. 2
lim :m)h -;5h

rI]imo( h+5)=5 bulunur.

Sagdan ve Soldan Tiirev

TANIM
f:[a, b]— R ve xo e (a, b) olsun.

lim Fx) —#(xo) limiti varsa bu limite f fonksiyonunun xo noktasinda-

X—Xg X—Xp
ki soldan turevi denir ve lim L(XO) =f'(xg) bigiminde gosterilir.
X— XO
lim w limiti varsa bu limite f fonksiyonunun xo noktasinda-
XaXO

ki sagdan tiirevi denir ve lim %

X—Xq

=1(x,) biciminde gésterilir.

f fonksiyonu igin f'(x,) =1 (x,) = ¢ ise f fonksiyonunun x = x, nokta-
sinda turevi vardir ve f'(xo) =10 olur.

f fonksiyonu icin ' (xg) # f'(x,) ise f fonksiyonunun x = xo noktasin-
da tlrevi yoktur denir.

BuwORNEK 3

4x—1, x<1ise
X+2, x> 1ise

f:R-R, f(X)Z{

fonksiyonu icin x = 1 noktasindaki tirevinin olup olmadigini arastiriniz.

Socon

x =1 noktasindaki tirevinin olmasi i¢in fonksiyonun bu noktadaki
sagdan tlrevi soldan tirevine esit olmahdir.

f(x)—f(1) . x+2—3
f(1h)= f_xl'ﬁr?+7x—1 =1 olur.
f(17)= I|m7f(x) ) _ Ilm—x__1_3:4 olur.
X X—1

Buradan f(1 ) # f'(17) oldugundan fonksiyonun x = 1 noktasinda
tlrevi yoktur.

Turev
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Bir Aralikta Tiirevlenebilen Fonksiyonlar

f:[a, b] - R bir fonksiyon olsun.
vx € (a, b) igin f fonksiyonunun tlrevi varsa f fonksiyonu (a, b)
araliginda turevlidir denir.

y = f(x) fonksiyonu (a, b) araliginda tiirevli ise bu fonksiyonun tiirev

fonksiyonu ' (x) veya dg(;() veya % ile gosterilir.

f(x+h)—f(x)

f(x)= A'%f olur.
B ORNEK 4
Asagidaki fonksiyonlarin tanimli olduklari arahkta tirevlerini bulunuz.
a) R R, f(x)=x2—4 ¢) FR—{2}~ R, f(x)=5 15
b) f:[0,+o)—R, f(x)=4yx
df(x) _ . f(x+h)—f(x)
a Tagx - lmTTh
2_A_(v2__
_”m(X+h) f\(x 4)
h-0
. x?+2xh+h?—4—x2+4
—I|m0 h
= lim MR _ jim (2x+h) = 2
h~0
b) df(x) _ rlimof(x+h)—f(x)
=I|m X+ —/x
_ <ﬁx+ VX)X +/x)
" (JX+h+f)
=i x+h—x
A h(/x+h+yx) 2&
d(f(x)) _ . f(x+h)—f(x)
c) dx _r!'m) h
1 1
h-0 h
—I|mX 2—(x+h-2)
T hooh(x+h—=2)(x—2)
_“m X—2—X—h+2
" h—oh(x+h-— 2)(x 2)
_ 1
_I'mo(x+h 2)(x 2) " (x—27 bulunur.
Turev =




SIRA\SIZDE!

1. f(x)=|x2—4| fonksiyonu veriliyor.

Buna goére

a) ffonksiyonunun x =2 apsisli noktada varsa tiirevini bulunuz.

b) ffonksiyonunun x =1 apsisli noktada varsa tlrevini bulunuz.

2. Asagidaki fonksiyonlarin tanimli olduklari aralikta ttrevlerini bulunuz.

a) £R-R f(x)=3x>—x

b) FR—{-1,1} =R, f(x)=—2

x2—1

c) f:[-3, to]-R, f(x)=yx+3

Michel Rolle (1652-1719)

Fransiz Matematik¢i Michel Rolle (Misel Rol) kendi adiyla anilan teoremin yazaridir. Bu teo-
rem onun 1690 tarihli
“Traite D’algebra” (Tua Deljebra) adli eserinde bulunmaktadir.

Rolle Teoremi
y = f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginin her noktasinda stirekli ve (a, b) agik araliginin

her noktasinda tiirevlenebilir olsun. Bu durumda f(a)=f(b) ise (a, b) araliginda f'(¢)=0
olacak sekilde en az bir ¢ sayisi vardir.

Turev
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f(x) = ¢ sabit fonksiyonu x
eksenine paralel oldugu icin

egimi 0 olur.
df
mr= d(;() -
272

0

n tane

Tirev Alma Kurallari

Sabit Fonksiyonun Tiirevi

c € R olmak tzere f(x)=c ise f'(x)=0 olur.
f(x)=c ise

f(x+h)—1f(x)

h
_ pnC—C
= m=h
= im0 = 0 bulunur.
h-0

f'(x)= lim
h-0

Ornegin
f(x)=3=f(x)=0
f(x)=—% = (x)=0

f(x)=e? = f(x)=0 olur.

f(x) =x" Fonksiyonunun Tiirevi

f:R—- R, ne R olmak lizere

f(x)=x"ise f(x)=n-x""" olur.

vy s (XEH)T =X
f(x)_r!'ino—h

— im X Eh Ol T (xR Ex L X

h-0 h

=x" T4 x" T+ x"T=n-x""" olr.
Ornegin
fx)=x3 = f(x)=23x2
f(X)=%=x’4 = f(x)=—4x*1=-4x"°

1 1 1

f(xX)=yx=x2 = f’(x):%X§_1=%X—§=L

0= =x7 - f’(x)Z%x%‘1:2 F=_2

f(x) = ¢-x" Fonksiyonunun Tiirevi

f:R- R, neR ve ce R olmak lizere
f(x)=c-x"ise f(x)=c-n-x""" olur.

— . N_ ~.yN
f’(x): ||mw: |ImC (X+h) C- X
h-0 h h-0 h

—om
=c-n-x"""

Ornegin

f(x)=3x°=f(x)=3-5-x51=15x*

f(x) :%: 2. x35f(x)=2.(—3).x 3 1=—px*

1 1 -4
f(X)=4%x =4-x5 5 F(x)=4 L x5 " =¢x3 olur.

Turev
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Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

a) f(x)=sinx ise f'(x)=cosx olur.

f(x) = sinx ise
() = fim fXHERIZT00
h-0
— lim S|n(X+L1)—S|nx
h-0
— i sinx - cosh + cosx - sinh — sinx
h-0
— i sinx-(cosh—1)+cosx-sinh
A h h
i 1—2sin® 5 —
. ., cosh—1 ; _sinh 2
rI1|E10(s,|nx h >+ r|1|E10<cosx h )
= sinx - lim % + cosx - Iim% —Zsin% h
h=0 T h-0 T =lim———=-sin&
0 i h—o h 2
= cosx bulunur.

b) f(x)=cosx isef (x)= —sinx olur.

f(x) = cosx ise
f ()= fim fXERI=T00
h-0

— lim Sos(x+h)—cosx
h—0 h
=i cosX - cosh — sinx - sinh — cosx
= lim

h—-0 h
— cosx-(cosh—1)—sinx sinh
= lim

h—-0 h

- oo (=11 o S0

sinh

=cosx- lim %—sinx li
h-0 h

0 1
= —sinx bulunur.

Ustel Fonksiyonlarin Tiirevi

a#1ve acR" olmak tzere
f(x)=a"ise f(x)=a*-Ina olur.
f(x)=¢e* ise f'(x)=¢* olur.
Ornegin

f(x)=8"= f'(x)=3%-In3
(0=(5) =r0=(3) %

f(x)=5e* = f'(x) = 5e* olur.

Turev
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Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

a#1ve aeR" olmak lizere

f(x) = logax ise f'(x) =

1.
X

logae

f(x)=Inx ise f’(x)z% olur.

Ornegin

f(x)=logax = f'(x) = %Iogse

f(x)=5Inx = f'(x)= 5% olur.

B ORNEK 5
Asagidaki fonksiyonlarin % turevlerini hesaplayiniz.
a) y=—4 c) y=4%x f) y=2¢"°
b) y=3x° d) y = >5sinx 9) y =logsx®
6) y=8yx &) y=°%% g) y =In®

dy _ d(—4) _
a ax = dx 9

5 5

b) g—§= d(g)’(‘ )=3d(d’)‘()—3 5-x°71=15x*
o v _d(3Vx) _d/x) _dx2)

dx dx dx dx

= 3~%x%’1 =%x’%
_ .3
2//x
1 1

dy dlaxs) dlxs) 1.1, a2
€ G T Tdax 4 Tdax T4 3xs Tax?
d) %: d(5ds)|(nx) =5 d(zl)?x) = 5cosx

CosXx

d_Y_d< 2 )_ld(cosx)__l inx
€ dx~  dx 2 dx =~ 28

dy _ d(2¢"%) _ d(2*-2°%) _ . d(2Y) _
D &x~="a&x ~ dax 8 dx =8-2%1n2

dy d(logsx?) d(2logsx d(logsx 1
g) d—§= ( (?Xs )_ d)?s )=2 (d?(S )=27Iogse
.. d d 3 |

Turev
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Tirev ve Sureklilik iligkisi

TEOREM
f:la,b] - R bir fonksiyon ve xo, € (a,b) olsun. f fonksiyonu x = Xo
noktasinda tirevli ise ayni noktada sureklidir.

Baska bir ifadeyle y = f(x) fonksiyonu x = a da sirekli degil ise fonk-
siyonun bu noktada tlirevi yoktur.

Yukaridaki teoremin tersi her zaman dogru degildir. Bir fonksiyon bir
noktada surekli olup turevi olmayabilir.

b ORNEK G

f(x) = x| fonksiyonunun hangi noktada tlrevi yoktur?

*ES cOzUM -

o | x,x=01ise
f(x)—IxI—{_X’ x < 0 ise
f fonksiyonu x = 0 noktasinda sireklidir.
Ancak
f(0")=1
f(07)=-1

oldugundan (0%)# f(0~) olur. Dolayisi ile fonksiyonun x =0 nokta-
sinda turevi yoktur. f(x)=|x| fonksiyonunun grafigine x = 0 noktasin-
dan fonksiyona birden fazla teget cizilebilir. Fonksiyon x = 0 noktasin-
da kirilmaktadir. Fonksiyonlarin kirilma noktalarinda tiirevi yoktur.

BussORNEK.7

Asagida verilen grafiklerde x = a noktalarinda fonksiyonlarin sureklili-
gini ve tdrevlenebilirligini arastiriniz.

a) y c)

.

b) y

Turev
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a) f(x) fonksiyonu x = a noktasinda strekli degildir. Fonksiyonun bu
noktada tdrevi yoktur.

b) f(x) fonksiyonu x =a noktasinda sireklidir. Ancak bu noktada
fonksiyon kiriimaktadir. x = a noktasindan fonksiyona birden fazla
teget cizilebileceginden fonksiyonun bu noktada tlrevi yoktur.

c) f(x) fonksiyonu x =a noktasinda taniml degildir. Dolayisi ile fonk-
siyon x =a noktasinda surekli degildir. Fonksiyonun bu noktada
turevi yoktur.

. ORNEK 8

f(x) =|x2— 3x| fonksiyonu veriliyor.

a) f fonksiyonu x =3 noktasinda surekli midir?

b) f fonksiyonu x = 3 noktasinda tlirevli midir?

&\l I

f(x)=|x2—3x| ffonksiyonu parcall fonksiyon bigi-
minde yazilirsa
x2—3x, x < 0 ise
f(x)=1—x2+3x, 0 <x <3 ise
x2—3x, x > 3 ise
olur.

O 3
a) lim (x* —3x) = Iirrslf(—x2+3x)=f(x)= 0 oldugundan f fonksiyonu
x—3 X—

x = 3 noktasinda sureklidir.

b) 1(3*) = lim 13+ =1(3)
h-0

~ (83+hP-3(83+h)—(32-3-3)
= m h
h-0

9+6h+h°~9-3h—0
h

= lim
h-0"
2
— lim h;—?’hz lim (h+3)=3
h-o" h-o"
f'(3_):h”’2—f(3+hr3_f(3)
—(83+h)®+3-(3+h)—(—-32+3-3)
h—-0" h

_h2_
— lim %z lim (—h—3)= -3
h-0

Buradan '(3") # f'(37) oldugundan fonksiyon x =3 noktasinda
turevli degildir.

Turev
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BuwORNEKS

ax?+x—1, x> 1ise
f(x)= _
bx+3, x<1ise
fonksiyonu vx € R icin turevli ise a ve b degerlerini bulunuz.

Sboont

f fonksiyonu turevli olabilmesi icin éncelikle strekli olmalidir.
ax?+x— 1 ve bx+3 birer polinom fonksiyon oldugu icin bu fonk-
siyonlar her noktada surekli ve tarevlidir. f fonksiyonu her noktada
surekli oldugundan x = 1 noktasinda da surekli olmalidir.

Buradan
Iim+(ax2+x— 1)= Iirr117(bx+3) =f(1)
X —

X—1
at1—-1=b+3
a=b+3 bulunur.
ikinci olarak f fonksiyonunun tiirevli olabilmesi icin her noktada sag-

dan tdrevinin soldan tirevine esit olmasi gerekir. Buradan x = 1 kritik

noktasi igin f(1%)=1f(1") olmahdir.
f(17)= lim 1

x—1"

2

. ax®+x—1—(b+3)

= Jim, x—1 b=a-3
2

_ o AX“+Xx—1—-b—-3

_-JH?+ x—1

ax’+x—4—(a—3)
X—1

= lim
x—-1"

I
L3

(x—1Nlalx+1)+1]
x—1

lim

x—1"

2a+ 1 bulunur.
bx+3—(b+3)
- x—1

bx+3—b—3

- X—1

= lim
X—1

= lim

x
1

= b bulunur.

f(17)=1(1") oldugundan 2a+1 =b elde edilir.
Buradan a =b+3 oldugundan

2(b+3)+1=b
2b+7=0Db
b=-7
a=-7+3
= —4 elde edilir.
== Tdrev
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iki Fonksiyonun Toplaminin ve Farkinin Tiirevi

TEOREM

f ve g, AC R lzerinde tanimli ve Vx € A noktasinda
turevlenebilen fonksiyonlar ise f+ g fonksiyonu da vx € A noktasin-
da tiirevlenebilir ve [f(x)+g(x)] =f(x)+g (x) olur.

ispat

[f(x)+g(x)] = hIiLTEJ(f+g)(x+ hr:_(erg)(x)

. f(x+h)+g(x+h)—f(x)—g(x)
= |lim h
h—0
f(x+hh)_f(x)+ im g(X+hh)—g(x)

= lim
h-0

=f(x)+g (x) bulunur.

TEOREM

f ve g x noktasinda tlirevlenebilen fonksiyonlar ve a, b € R ise
[a-f(x)+b-g(x)[=a f(x)+b-g(x) olur.

B ORNEK 10
Asagidaki fonksiyonlarin turevlerini bulunuz.
a) f(x)=g+3x4—cosx c) f(X)ZC%i—ZeXHogsx

b) f(x):2&+43&—%

Sbcon

o) U0 8 (K 1t on
= () o+ Gotens
1 1

l~ ) 3 . _ 3 .
5 2&+3 4x +3|nx—4&+12x + sinx

dx dx\ 3 dx

- —%sinx —2e* + %Iogse bulunur.

¢) df(x) =g< cosx>+%(_2ex)+ d (logax)

Turev
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iki Fonksiyonun Garpiminin Tiirevi

TEOREM

f ve g, ACR Uzerinde tanimli ve Vx € A noktasinda tlirevlenebi-
len fonksiyonlar ise f-g fonksiyonu da x noktasinda tirevlenebilir ve
[f(x)-g(x)] =F(x)-g(x)+f(x)-g'(x) olur.

ispat
f(x)-g(x+h)

(f-g)(x+h)—(f-g)(x) eklenip cikarildi.
h

(f-g)(x)=r!i£nO

_ jim f(x+h)-g(x+h)—f(x)-g(x)

h—0 h
—im f(x+h) g(x+h)—f(x)-g(x+h)+f(x) - g(x+h)—f(x) g(x)
"~ h-0 h
— im | fx ) =)

+h)-
lim ) g(x+h)+f(x). 4X =900 ) 9(x)

=F(x)- limg(x+h)+f(x)-g'(x)

g(x) tlrevlenebilir
oldugundan sureklidir.
r!iinog(x +h)=g(x) olur.

=f(x)-g(x)+f(x)-g'(x) bulunur.

B ORNEK 11

Asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bulunuz.

a) g(x)=x2-e*—sinx-Inx b) f(x):(x4_4x+1),<3&_%>

Soon

a) g(x)=(x2) - e*+(x2)(e*) —((sinx)"- Inx + sinx - (Inx)")

=2x-eX+x%-eX—cosx - Inx — sinx - % bulunur.

b) f(X)=(x4—4x+1)’-(3f—%>+(x4—4x+1)-(3&—%)

=(4x3—4)<3«/;—%)+(x4—4x+ 1 )-(%+20x_5)

BuwORNEK.12

fR-R, f(x)=(x—1)-(x—2)-(x—3)-...-(x—10) olduguna gore
f'(4) degeri kagtir?

‘\ir -

f(x)=(x—4)[(x—1)(x—2)-(x—3)-(x—=5)-...-(x—10)] bigiminde

yazilirsa

fF(x)=(x—4)[(x=1)(x—=2)-(x—3)-(x—=5)-...-(x—10)]+
(x—4)[(x—=1)-(x—2)-(x—3)-(x—=5)-...-(x—10)]’

olur. Buradan f(4)=3-2-1-(=1)-(-2)-...-(—=6)+ 0 =6-6! bulunur.

Turev
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iki Fonksiyonun Boéliimiiniin Tiirevi

TEOREM

fve g, ACR lzerinde tanimli, Vx € A noktasinda tiirevlenebilen

fonksiyonlar ve g(x) # 0 ise z fonksiyonu da vx € A noktasinda

g
L f(x) |"_ F(x)-g(x)—g'(x)-f(x)
tarevlidir ve 9(x) [g(x)]2 olur
ispat
f f
—)(x+h)——=(x)
)(x)= Iim<g> h 9
h-0
f(x+h) f(x) f(x)-g(x)
. gx+h) gx) eklenip cikarildi.
=A|m0 h

o f(x+h)-g(x)—f(x)-g(x+h)
e h-g(x+h)-g(x)

_ im Jx ) g () —f(x)-g(x) +f(x)- g(x) = f(x)- g(x +h)
_hIEnO hg(X)g(X+h)

=i 1 [ f(x+h)—f(x)

B r![nO( g(x)-g(x+h)| h g(x)—f(x)
_ 1 , . B - -

a gz(x)(f (x)-g(x)—f(x)-g'(x)) elde edilir.

g(x+ hrz—g(x) D

B ORNEK 13

Asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bulunuz.

x3—2x+5
a) f(x)="—7="—

] ¢) m(x) = secx

b) g(x)=tanx d) n(x)=cosecx

c) h(x)=cotx

Sbon

(x®—2x+5) - (x*—1)—(x*—1) - (x*—2x+5)
(x*—1)7

_(3x2-2) (x*—1)-4x®(x®—2x +5)
(x*—17

_ 3x®—3x®—2x*+2—4x5+8x* —20x3
(x*=1)

_ —x5+6x*—20x3-3x?+2

(x*—1F

a) f(x)=

Turev




cron [ sinx \
b) g(X)“<cosx)
_ (sinx)’- cosx —(cosx)'- sinx
cos?x
_ cos®x + sin®x
cos?x
coszx.+ sin®x
cos®x  cos®x
in? X
1+tan2x tan?x = -3NX
., cos?
sin®x.
cos?x
_ sin®x+cos®x
cos?x
1

= —5—=sec?x
cos®x

o) neo=(5)

(cosx)'- sinx — (sinx)’- cosx
sin®x
_ —Sinx - sinx — cOSX - COSX
sin®x
_(smzx_%coszx>
sin®x  sin®x

yaznarak

=1+ dizenlenir.

1 +COt2X) COt2X = COS X

yazilarak

Sln X

sin x+cosx)

—(

cos X

( ) dizenlenir.
< sin“x

sin®x
= —cosec’x

c) m’(X)=<CO13X)
_ Tcosx—(cosx)"- 1
(cosx)?
_ 0-cosx— ( —sinx)
cos?x
SInX

= bulunur.
cos®x

d _ 1'sinx — (sinx)’- 1
) n(x)= <&nx> (Sinx 2
_ 0 sinx —cosx
sin®x
cosx

= bulunur.
sin®x

SONUC

(tanx) = 1 +tan®x (cotx) = —(1 +cot®x)
1 _ 1

~ cos®x ~ sin®x
= sec®x = —cosec?x

Turev




Bileske Fonksiyonunun Tiirevi

TEOREM
f(x) fonksiyonu x noktasinda turevli, g(x) fonksiyonu f(x) nok-
tasinda tiirevli ise (gof)(x) fonksiyonu x noktasinda tirevlidir ve

(gof)'(x) = g(f(x)) =g (f(x))-f (x) olur.
y =1f(u)
u=g(x) olsun.

g—i turevi g—i = g—z - g—)l: biciminde yazilir. Bu kurala zincir kurali
denir.
BuwORNEK14

f(x) = x3—4x?+5x—1ve g(x)=x%+x+ 1 olduguna gére (fog)(2)
degeri kactir?

Sboon

gx)=2x+1
g(2)=2-2+1=5ve g(2)=22+2+1=7
f'(x)=3x?—8x+5
f(7)=3-72—8-7+5=96 olur.
Bulunan degerler yerine yazilirsa
(fog)(x) =1 (g(x)) g (x)
(fog)(2)=1(g(2))-g'(2)

=f(7)5

=96-5

=480 bulunur.

MuwsORNEK.15

f(x3—x)=x2+3x+ 1ise f(24) degeri kactir?

g\i -

Esitligin her iki tarafinin tirevi alinirsa
[f(x®—x)]'=(x®+3x+1)
f(x3—x) (3x2—1)=2x+3 olur.
x3—x =24 denkleminin bir kdki x =3 olur.
x=3ise f(3°-3)(3.32-1)=2-3+3
f(24)-26 =9
F(24) =5 bulunur.

Turev
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BwwORNEK 16

Asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bulunuz.

a) fx)=(x3-x+1) d) m(x)=logz2(x+1)

b) g(x)=yx®—x+1 e) n(x)=In(x*+x2+1)

c) h(x)=sin(yx) ) r(x)=cos*(y/x2+x+1)

¢) Kk(x)=3x"x g) s(x)=In(tan(3x))

a) u(x) tirevlenebilen bir fonksi- c) u = +x olsun.
yon olsun. n € R olmak lzere h(x) = sinu
(u")=n-u"""-u olur. h'(x)=(cosu) u’
u=x3—x+1olsun. h (x) = (cosyx ) ——
F(x) = (u?) 2vx

=4u®-u c) u=x%—x olsun.

=4-(x3=x+1)°(38x2—1) K'(x)=(3")=3"In3-u’

2_
b) u(x) tlrevlenebilen bir fonksi- =3 "% (2x—1)-In3

yon olsun. n € R olmak lizere d) u=x2+1 olsun.

n ,: . n71. ’ I R ’
(u")=n-u"""-u olur m'(x) = (logau) = - logze - u

_y2_
u=x x+‘,IoI$u1n _ 21 (logae) - (2x)
g00=(ul=g 5 v o

__2X
:é‘(Zx—ﬂ T X2+ 1 log2€ olur.

2/x%—x+1

e) u=x*+x2+1olsun.

n’(x):(lnu)':%

f) u(x) tirevienebilen bir fonksiyon olsun. n € R olmak iizere
(u")=n-u"""-u olur.

u=+vx2+x+1 olsun.

r'(x) = (cos*u) = 4cos®u - (—sinu)-u’

=4. 3/x24+x+1)-(—si 21 v+1)- 2X +1
(COSW)(smW)—zm

g) u = tan3x olsun.
§'(x)=(Inuy =&

3
_ cos?3x
tan3x

_ 3
c0s?3x - tan3x

olur.

Turev




B ORNEK. 17

y=t2—t?+t—1
t=4x-3

bigciminde verilen y =f(x) fonksiyonu igin % ifadesinin x =1 ve

x = 2 icin deg@eri kactir?

Sbcon

dy dy dt

dx ~ dt dx
=(3t?—2t+1) -4 olur.
x=1 = t=4-1-3=1
f(1)=(3-12-2-1+1)-4
=2-4
= 8 bulunur.

x=2 = t=4-2-3=5
f(2)=(3.52—2.5+1) 4

=664

= 264 bulunur.

B ORNEK 18

Gercek sayilar kiimesinde tanimli ve tirevlenebilir bir f fonksiyonu igin
f(1)=1(1)=2 ve f(2)=—3 olduguna gére g(x)=1f(x2-f(x)) ile
tanimlanan g fonksiyonu igin g’'(1) degerini bulunuz.

Sbont

g(x) =f(x2-f(x))
g (0 =F(x2-f(x))-[2x- f(x)+x2-f (x)]
g =1(12-4(1))[2-1-f(1)+12-¥(1)]
=f(1-2)(2-24+1-2)
=f(2)(6)
=(-3)-6
= —18 olarak bulunur.

Yiiksek Mertebeden Tiirevler

y = f(x) fonksiyonunda y’ =g—¥=f’(x) tlrevine f(x) in tlrevi veya

f(x) in birinci mertebeden tlrevi denir.
Eger y' =f(x) fonksiyonu da turevlenebilirse

Vimy = &3]

tirevine f(x) in ikinci mertebeden tlrevi denir.

Turev
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Benzer sekilde
3

f(x) in Gglincl mertebeden tirevi y” = 3%

@ _ dYy

f(x) in doérdiinci mertebeden turevi y v

n
f(x) in n. mertebeden tirevi y™ = gx}: biciminde olur.
huwsn ORNEK 19
4y , o dM)
f(x) = x" —3x*+ 5x + 1 fonksiyonu igin ax tdrevini bulunuz.

S con

f(x)=4x3—6x+5
f'(x)=12x>—6
f7(x)=24x = f*(x)=24 bulunur.

B ORNEK 20

f(x)= 3)(1—_2 fonksiyonu igin

\—}@GGZUM ,

f(x)=(3x—2)"
f(x)=(—1)(3x—2)2-3
f/(x)=(—1)(—2)(3x—2)°.3-3
7(x)=(=1)(—2)(-3)(8x—2)*.3-3-3

d'%f(x)
dX10

tdrevini bulunuz.

19 (x) = (—1)(=2)...(-9)(3x—2) 1. 31°

__—9!-3"
= (3x—2)" bulunur.
b ORNEK 21
£(X) = sin(2x + 1 . o dPHX) e
= sin(2x+1) fonksiyonu icin X2 tirevini bulunuz.

Socon

f'(x)=cos(2x+1)-2 Her 4 tlrevde tekrar

f(x) =—sin(2x+1)-22 sin(2x+ 1) bulunur.
7 (x)=—cos(2x+ 1) 23 Bu durumda 42. tiirevde
f4(x)=sin(2x+1).2* —sin(2x + 1) ifadesi bulunur.
5(x)=cos(2x+1)-2° f42)(x) = —sin(2x+1)- 22 olur.

Turev




1. Asagida verilen fonksiyonlarin tarevlerini bulunuz.

a) y ==X 0) y=(x—x) o) y=3/(2x+17

X2+ 1

2. Asagida verilen fonksiyonlarin tanimli oldugu degerler icin tirevlerini bulunuz.

a) y=In(4x?—x) b) y = 3(x*-2¢) c) y=4sin®(x2+1)

3. f(8x%—2x) = 2x*+x? fonksiyonu igin (1) degerini bulunuz.

4. f(x)=2x2+3
g(x)=x2+1

olduguna gére (fog)(1) degerini bulunuz.

Tarev
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s ALISTIRMALAR

1. Asagidaki fonksiyonlarin x =2 apsis-
li noktalarindaki tegetlerinin egimlerini
bulunuz.

a) fiR- R, f(x)=xe*
b) R~ R, f(x)=In(x2+3)
) £R—{1}—-R, f(x)=2+3

X—1

2. Asagidaki fonksiyonlarin varsa x =0 ap-
sisli noktalarinda tiirevini bulunuz.

f(x)—{x3_1’ X <0 ise
a) x2—1, x>0 ise

sinx, x <0 ise
X2, x>0 ise

b) f(x)=1

c) f(x)=|x®—4x|

A

2 0] 1 2 3 «x
\

Yukaridaki grafikte f(x) fonksiyonunun
tiirevi olmayan noktalarinin apsislerini
bulunuz.

4. Asagidaki fonksiyonlarin tanimli olduklari
araliklarda tiirevini bulunuz.

a) f(x)=(x2—x)e*
b) f(x)=x-cosx+x?-Inx

0 100= Kok

3/y —
¢ f(x)= :/rf_:

T

9)

. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini bulunuz.

a) f(x)=sin(x3—1)

b) f(x)=tan(yx2+1)

c) f(x) = g%

¢) 10x)=In(¥5%)

d) f(x)=coss<./%>

- f(f(X)+3x+1)=g2(2x)+ x? ve

f(0)=f(1)=4 ise g(0) kactir?

f(x)=(2x—1)° ve g(x)=x>—4x*+1 oldugu-
na gére (gof) (1) degeri kactir?

Cy =ttt

t=38x—2
olduguna gore

% ifadesinin x =1 icin degeri kactir?

f(x) = xcosx olduguna gére
d"(x)
dX15

in turevini bulunuz.

Turev
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5.3. TUREVIN UYGULAMALARI

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

®  Bir fonksiyonun artan veya azalan oldugu araliklarn tirev yardimi ile bulma
®  Bir fonksiyonun ekstremum noktalarni turev yardimi ile bulma

®  Bir fonksiyonun ddnum noktasini tUrev yardimi ile bulma

® TUrev yardimi ile fonksiyonlarnn grafiklerini cizme

®  Maksimum ve minimum problemilerini turev kullanarak ¢ozme

Artan ve Azalan Fonksiyonlar

Terimler ve Kavramlar

y
. Kritik nokta 5
_X
«  Ekstremum nokta Y=
« Yerel maksimum ve
1
minimum nokta —
«  Mutlak maksimum ve = > 1 0 1 P 7 X

minimum nokta

» Donam (bdkim) Yukaridaki bicimde verilen parabolik bir uydu antenine x =xo apsisli

noktasi noktalardan gizilen tegetlerin egimi fonksiyonun bu noktadaki tirevidir.
. ¢ bk

¢ oHKey Fo0=25=X _ mr=f(x0)=22 olur.
« Dis bukey

Asagidaki tabloda farkli x =xo apsisli noktalarda fonksiyonun aldigi
degerlerle cizilen tegetlerin egimleri bulunmaktadir.

Xo —o0 =2 —1 0 1 2 +4oo
2
— Xo 1 1
f(xo0) = 4 1 \Z\ O/Z/1
, X
m=fE =% = 0

Tabloda goruldigu gibi x =—2 ve x =—1 apsisli noktalarda tegetin
egimi negatif, x =2 ve x =1 apsisli noktalarda tegetin egimi pozitiftir.
x = 0 noktasinda ise tegetin egimi 0 bulunur.

2
f(x)= XT fonksiyonu (—oo, 0)
araliginda azalan, (0, ) arahgin-

da ise artan bir fonksiyondur.

Turev
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2
f(x)=XT fonksiyonunun tlrevi f’(x)=% fonksiyonu, (—oo, 0) arali-

ginda negatif deger alir. (0, o) araliginda pozitif deger alir.

Bir fonksiyonun bir noktadaki trevinin bilinmesi o nokta civarinda fonk-
siyonun nasil davrandigi hakkinda bilgi verir.

TEOREM

f fonksiyonu [a, b] araliginda surekli ve (a, b) araliginin her nok-
tasinda tiirevli olsun. Her x € (a, b) igin ' (x) > 0 ise f fonksiyonu
[a, b] araliginda artan, f'(x) <0 ise f fonksiyonu [a, b] araliginda
azalandir.

BusswORNEK 1

f(x) = x3+3x2 fonksiyonunun artan veya azalan oldugu araliklari bu-
lunuz.

Socon

f fonksiyonu R de surekli ve her noktada tirevli bir fonksiyondur.
Bu durumda

f'(x)>0 ise f artan,

f(x)< 0 ise f azalandr.
f'(x) = 3x2+6x olur.
3x2+6x=0

3x(x+2)=0

x1 =0 veya x2 =—2 bulunur.

Artan Azalan Artan

Buradan f fonksiyonunun artan oldugu aralik [—oc, —2]U[0, +oo),
azalan oldugu aralik [—2, 0] olur.

Turev
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B ORNEK.2

f:R—R, f(x)=x3—4ax®+12x+5
fonksiyonunun daima artan bir fonksiyon olmasi icin a nin deger arali-

gini bulunuz.

S aont

f fonksiyonu daima artan bir fonksiyon oldugundan vx € R igin
f(x) >0 olmalidir.

vx e R igin f(x)=3x?—8ax+12>0 ise A<O0 olur.
(-8a—4-3-12<0

64a>—144 <0
4a°-9<0

482-9=0 = aj=—2 veya az=3 olur

2 Yy 2 2 .

3 3

a |7* T3 3t
42°-9<0| + + = + +
‘QézUm‘

~

S e e el

Yukaridaki 6rnekte verilen f(x) =x®—4ax2+12x+5 fonksiyonunun daima artan olmasi icin o =as %
oldugunu GeoGebra programini kullanarak test ediniz.

GeoGebra programinin “grafik” bélimdnde bir a stirgUsu tanimlayiniz.

Giris: f(x)=xA3—4ax”"2+12x+5 fonksiyonunu yaziniz.

Sdrglyu saga ve sola ¢cekerek _73 <ac< % araliginin diginda fonksiyonun daima artan olmadigini test

ediniz.
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s ORNEK 3

f(x) fonksiyonu (—4, 0) araliginda pozitif degerli ve azalan bir fonksi-
yondur. Buna gére

I x-H(x) n, 100 I 2 (x) IV. x2.£3(x)
X

fonksiyonlarindan hangisi ya da hangileri ayni aralikta daima azalan
bir fonksiyondur?

Sboni

f(x) pozitif degerli oldugundan f(x)> 0, azalan oldugundan f(x) <0
olur. Budurumda —4<x<0, f(x)>0, f(x)<0 elde edilir.

. h(x)=x-f(x) olsun. . h(x)=f2(x)
h(x)=1-f(x)+x-f(x)>0 olur. h' (x)=2f(x) - f'(x) <0 olur.
Bu durumda x-f(x) fonksiyo- Bu durumda f2(x) fonksiyo-
nu (—4, 0) aralijinda daima nu (—4, 0) araliinda daima
artandir. azalandir.

Il h(x)=f§(—);) olsun. IV. h(x)=x2?f3(x)

f(x)-x%—2x-f(x)
X4

h'(x)= olur.

Bu durumda x2-f3(x) fonk-
siyonu (—4, 0) araliginda
daima azalandir.

Bu durumda h’(x) in isareti belir-

lenemedigi icin % fonksiyonu-

nun bu aralkta artan veya azalan
oldugu bulunamaz.

B ORNEK 4

Yandaki grafikte verilen y = f(x)
fonksiyonunun artan ve azalan ol-
dugu araliklarda tirevinin isaretini
inceleyiniz.

h'(x)=2xf3(x)+x2-3f2(x)f (x) < 0 olur.

X —00 -3 1 3 4 +o0
fx) Azalan Artan Azalan Artan Azalan
f'(x) - Q@ + @ - Q0 4+ @ -

(—oo, —3] araliginda f(x) azalan, f'(x) <0
[—3, 1] araliginda f(x) artan, f'(x)>0

[1, 3] araliginda f(x) azalan, f'(x) <0

[3, 4] araliginda f(x) artan, f'(x)>0

[4, +o0) araliginda f(x) azalan, f'(x) <0 olur.

Turev
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Yukarida y = f(x) fonksiyonunun tirevinin grafigi verilmistir.
Buna goére f(x) fonksiyonunun artan veya azalan oldugu araliklari bu-
lunuz.

X —00 —4 —1 3 5 400
RN BT S N N
Azalan Artan Azalan Artan Artan

f fonksiyonu (—oo, —4|U[—1, 3] araliinda azalan,
[—4, —1]U[3, 5]U[5, ) araliinda artandir.

Bir Fonksiyonun Ekstremum Noktalar

TANIM

A C R kimesi Gzerinde taniml, gercek degerli bir f fonksiyonu veril-
diginde f'(c)=0 veya f'(c) yoksa ¢ € A noktasina f fonksiyonunun
bir kritik noktasi denir.

B ORNEK 6

f(x) = x®—3x2—9x + 12 fonksiyonunun kritik noktalarini bulunuz.

Sbeon

f(x)=3x2—6x—9
f(x)=0=3x>—6x—9=0
x2—2x—3=0
(x=3)x+1)=0

X1 =3 veya x2 = —1

Buradan f(3)=0 veya f'(—1)=0 oldugundan x =3 ve x=—1
apsisli noktalar f fonksiyonunun kritik noktalaridir.

Turev
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TANIM
X, € (a, b) ve € > 0 olmak lizere f:[a, b]- R, y=f(x) fonksiyonu
verilsin

I. ffonksiyonu (X, —¢€, X, +¢€) araliinda en bilyiik degerini x, nok-
tasinda aliyorsa f fonksiyonunun (x,, f(X,)) noktasinda bir yerel
maksimumu vardir. f(x,) degerine fonksiyonun yerel maksimum
degeri denir.

II. f fonksiyonu (X, — €, X, + &) araliginda en kiigiik degerini x, nok-
tasinda aliyorsa f fonksiyonunun (x,, f(X,)) noktasinda bir yerel
minimumu vardir. f(x,) degerine fonksiyonun yerel minimum degeri
denir.

Bir fonksiyonun yerel minimum ve yerel maksimum noktalarinin
hepsine birden fonksiyonun yerel ekstremum noktalari denir.

Yerel maksimum Yerel minimum
noktasi noktasi
yA : YA J =i
?/ '
- a Ofxp—€ Xo Xote b X h X
X —00 Xo 400 X — 00 X0 +oo
' (x) e  (x) - by
f(x) Artan ‘ Azalan f(x) Azalan ‘ ﬁ:

f'(x) fonksiyonunun isareti (xo,f(Xo)) noktasinda degisiyorsa
(xo, f(Xg)) noktasi f(x) fonksiyonunun bir ekstremum noktasidir.

TEOREM

f:[a, b] - R fonksiyonunun bir ¢ € (a, b) noktasinda bir yerel mini-
mumu veya maksimumu varsa ve f fonksiyonu ¢ noktasinda turevlene-
biliyorsa f'(¢)=0 olur.

Bu teoreme gore (xq, f(Xo)) noktasi f fonksiyonunun bir ekstremum

noktasi ise f' (xo) = 0 olur. Ancak ' (xg) =0 ise (xq, f(Xo)) noktasi bir
ekstremum noktasi olmak zorunda degildir.

Turev
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B ORNEK 7

»
>

y=1(X) Yanda f:(-8, 6)— R, y =f(x)

N W<

fonksiyonunun grafigi verilmistir.
[ Buna gére f fonksiyonunun
g » (=8, 6) araligindaki ekstremum

_8\/ 2.0 56 X noktalarini bulunuz.
.......................................... -2

—4
\/
X -8 —6 -2 3 5 6
f(x
®) Azalan Artan Azalan Artan Artan
' (x) - (I) + <|> — Q¢+ Q +
Yerel Yerel Yerel
minimum maksimum minimum

(—8, —6] araliginda f(x) azalan oldugundan, f (x) <0 ve [-6, —2]
araliginda f(x) artan oldugundan bu aralkta f' (x) > Oolur.

Bu durumda (—6, —2) noktasi yerel minimum noktasidir ve

f(—6) = 0 olur.

[—6, —2] araliginda f(x) artan oldugundan bu aralikta f'(x) > 0 ve
[—2, 3] araliginda f(x) azalan oldugundan bu aralikta f"(x) < Oolur.
Bu durumda (—2, 3) noktasi yerel maksimum noktasidir ve

f(—2) =0 olur.

Benzer sekilde (3, —4) noktasi yerel minimum noktasidir. Ancak

' (3) yoktur.

(5, 2) noktasi ekstremum nokta degildir. Ancak f'(5) = 0olur.

b ORNEK 8

f(x) = x*—4x3+ 2 fonksiyonunun varsa yerel ekstremum noktalarin
ve bu noktalarin degerini bulunuz.

33@ cOZUM

f(x)=4x®—12x? X | O 3 oo
. _ 3_ 2 _
FOO=0 = 4°—12x*=0 ¢, - $ B %) .
4x2(x—3)=0 <
X1 =x2=0, x3 = 3olur. f(x) Azalan | Azalan Artan
Yerel
minimum

f(3)=3*-4-3%+2=-25
Yerel minimum noktasi (3, —25) ve yerel minimum degeri —25 bulu-
nur.
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B ORNEK.9

f(x) = x®—ax®+x— 2 fonksiyonunun yerel ekstremum noktasi olma-
digina gére a nin deger aralgini bulunuz.

‘\' -

f(x) fonksiyonunun yerel ekstremum noktasinin olmamasi igin

f'(x) =0 denkleminin gercek kékinin olmamasi veya cift katli koka-
niin olmasi gerekir.

Buradan f'(x)=3x?—2ax+1=0 denklemiicin 2 <0 olmaldir.

(—2a—-4-3-1<0
4a®-12<0
a®-3<0

(a—v3)(a++y/3)<0
a —00 _\/5 ‘/§ +o00

|Qéz[]m|

—/3 <a</3bulunur.

B ORNEK 10

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun tirevinin grafigi verilmistir. Varsa
f(x) fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarinin apsislerini bulunuz.

X o —4 —1 3 5 +oo
W] -~ 0 v 1 1 . ¢
\ /v
() Azalan Artan Azalan Artan ﬁ:
Yerel Yerel Yerel

minimum maksimum minimum

y = f'(x) fonksiyonunun isaret tablosu yapilarak fonksiyonun artan
ve azalan oldugu araliklar bulundugunda apsisi x =—4 ve x =3 olan
noktalarda fonksiyonun yerel minimumu, apsisi x = —1 olan noktada
ise fonksiyonun yerel maksimum oldugu goérulur.

Turev

295



296

TANIM

f:[a,b] - R, y =1f(x) fonksiyonunun gériintl kiimesindeki en biiyik
saylya f(x) fonksiyonunun mutlak maksimumu en kiiclik sayiya ise
f(x) fonksiyonunun mutlak minimumu denir.

f:[a, b] - R fonksiyonu tanimh oldugu aralikta siirekli bir fonksiyon
olmak Gzere mutlak minimum ve mutlak maksimum degerini bulmak
icin f(a) ve f(b) degerleriile (a, b) arahgindaki yerel ekstremum
degerleri bulunur. Bu degerlerin en biyiigu f fonksiyonunun [a, b]
araligindaki mutlak maksimumu, en kii¢cigi de mutlak minimumu olur.

f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda stirekli bir fonksiyon ise f(x) fonksi-
yonunun mutlak maksimum veya mutlak minimum degeri vardir.
Ancak f(x) fonksiyonu siirekli olmadiginda veya tanim kiimesi (a, b)
acik araligi oldugunda mutlak minimum ve mutlak maksimum degeri
bulunmayabilir.

B ORNEK 11
6 : Yanda f:[—4, 3] - R, y =f(x)
fonksiyonunun grafigi verilmigtir.
f(x) fonksiyonunun mutlak maksi-
mum ve mutlak minimum degerleri-
f(x) ni bulunuz.
B _4 ............... 2 ..... f -
- o O 3 X
-4
-5

I. Fonksiyonun ug¢ noktalarda aldigi degerler
f(—4)=-5
f(3)=1olur.

Il. Fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarinda aldigi degerler:

x = —2 yerel maksimum noktasi oldugundan f(—2)=6 ve

x =2 yerel minimum noktasi oldugundan f(2)=—4 bulunur.

Bu durumda f:[—4, 3] - R, y = f(x) fonksiyonunun mutlak maksimum
degeri 6 ve mutlak minimum degeri —5 bulunur.

BuuwORNEK. 12
f:[—3, 5] - R, f(x) = x3—3x%—24x

fonksiyonunun mutlak maksimum ve mutlak minimum degerini bulunuz.
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Sbon

I. Fonksiyonun ug noktalarda aldigi degerler
f(=3)=(-37—-3-(-82-24-(-3)=18
f(5)=5%-3-52—24.5=—-70 olur.

Il. Fonksiyonun yerel ekstremum degerleri

f(x)=3x2—6x—24=0 X |-oo —2 4 +oo
x2—2x—8=0 ' (x) + %D — Jﬁ +
(x—4)(x+2)=0
X1 =4, Xo=-2 fx) Artan Azalan Artan
Yerel Yerel
maksimum minimum

Yerel maksimum degeri f(—2)=(-2)3—3-(-2)?—24-(-2)=28
yerel minimum degeri f(4) =4%—3-42—24 -4 =-80 bulunur.
Buradan fonksiyonunun mutlak minimum degeri —80, mutlak maksi-
mum degderi 28 olur.

'EKNOLOJI

- — ___—-_,‘E;:'* =
=—
T T L b LA A

GeoGebra programi yardimi ile f(x)=x®—3x?+2 fonksiyonunu ve fonksiyon tiirevlerinin grafigini gizip
fonksiyonun artan ve azalan oldugu araliklar ile ekstremum noktalarinda tirev fonksiyonunun aldigi deger-
leri inceleyiniz.

I. Girig: f(x)=xA8—-3x"2+2 yazarak f(x) fonksiyonu olusturunuz.
Il. Nokta aracini secip fonksiyonun grafigi Gzerine tiklayarak bir A noktasi olusturunuz.

Ill. Teget aracini secip 6nce grafige, daha sonra A noktasina tiklayarak A noktasindan gecen bir g teget
dogrusu olusturunuz.

IV. Giris: m =egim(g) yazarak teget dogrusunun egimini m olarak belirleyiniz.

V. airis: (x(A),m) yazarak fonksiyonun A noktasindaki tiirevini B noktasi alarak olusturunuz.

VI. B noktasinin 6zellikler mentiisiinden “izi goster” sekmesine tiklayiniz.

VIl. A noktasina basili tutup noktay yavasca hareket ettiriniz. Turev fonksiyonunun ¢izilmesini saglayiniz.
Fonksiyonun artan ve azalan oldugu araliklarda ve ekstremum noktalarindaki tiirev fonksiyonunun aldigi
degerleri inceleyiniz.

j/s.
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icbiikey veya Disbiikey Fonksiyonlar

TANIM
K c R? olsun. Eger K kiimesinin iki noktasini birlestiren dogru parcasi

K kiimesinin icinde kaliyorsa K ye bir disbikey veya konveks kime
denir.

1 digblkey (konveks)
olmayan kiime

digblkey (konveks) kime

Bu tanima gore R? de iicgen, kare ve gember gibi geometrik sekiller
digblkeydir.

TANIM

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f fonk-
siyonunun grafiginin Ust tarafinda bulunan bélge disbikey (konveks)
ise egri disbikey (konveks) veya yukari bukimludur denir.

Eger f fonksiyonunun grafiginin alt tarafinda kalan bdlge digbikey ise
egri icbukey (konkav) veya asagi bukiumluddr denir.

Cukurluk yénu
yukari dogru

Cukurluk yoénu
asagl dogru

digblkey (konveks) icbikey (konkav)

Bir fonksiyon, tanim kiimesinin bir kisminda digbukey, bir kisminda
icbtkey olabilir.

o) X:1\_/ ;

\

Grafigi yukaridaki gibi verilen fonksiyon (—oo, x1) araliginda igblkey,
(x1, o) araliginda ise digbiikeydir.

Turev
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TEOREM

f:la, b] - R surekli bir fonksiyon ve (a, b) araligi tizerinde fonksiyo-
nun ikinci tirevi bulunsun. vx € (a, b) igin /(x) > 0 ise f fonksiyonu
[a, b] araliginda digbiikey, f'(x) <0 ise f fonksiyonu (a, b) araligin-
da icbikeydir.

icbiikey
Disbukey

#'(x)>0 Fe)<0

B ORNEK.13

f:R — R, f(x)=x*—4x3+2x+5 fonksiyonunun grafiginin digbiikey
ve i¢blkey oldugu araliklari bulunuz.

Socom

f fonksiyonunun ikinci mertebeden tirevi alinip isaret tablosu yapilr.
f(x) =x*—4x3+2x +5,
f(x)=4x3—12x2+2
f”(x) = 12x2 — 24x bulunur.
Buradan ikinci tlrevin kokleri
f’(x)=12x(x—2)=0
x1 =0, X2 =2 olur.

X —0o0 0 2 400

' (x) + % - ﬁL +

w | YU

Digbilkey | Igblkey Digbikey

f fonksiyonunun grafigi (—oo, 0)U(2, ) araliinda digbiikey, (0, 2)
araliginda icbukeydir.

TANIM

Bir f fonksiyonunun digbikeylikten icblkeylige veya icblkeylikten
digbukeylige gectigi ve fonksiyonun strekli oldugu noktaya donim
(bUkim) noktasi denir.

Yukaridaki tanima goére f”(x) fonksiyonu x = a apsisli noktada
isaret degistiriyorsa bu nokta f fonksiyonunun bir dénim nokta-
sidir. x =a apsisli nokta f fonksiyonunun bir déniim noktasi ise
f’(a)=0 veya f’(a) mevcut degildir.
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BwORNEK 14

f:R - R, f(x)=x3—3x2+6x—9 fonksiyonunun varsa déniim nokta-
sini bulunuz.

f(x)=x3—3x?+6x—9
f'(x)=3x?—6x+6
f"(x)=6x—6
6x—6=0 = x=1bulunur.

X —00 1 40
(%) - ﬁL +
f(x) /M W
icbiikey Digbiikey

x =1 apsisli noktada f fonksiyonu icblkeylikten digsbikeylige gectigi
icin (1, f(1)) noktasi déniim noktasidir.

f(1)=12-3-12+6-1—9 =—5 oldugundan f fonksiyonunun dénim
noktasi (1, —5) olur.

BuwsORNEK.-15

4 3
f:R - R, f(x)=%—%+x2+bx+c

fonksiyonunun déniim noktasi yoksa a hangi araliktadir?

‘\. -

f(x) fonksiyonunun dénim noktasi yoksa f”(x) # 0 olmasi gerekir.

3 2
f'(x)z%— 3%" +2x+b

2
£ (x) = 112)2( _ng+2

=x2—ax+ 2 bulunur.

x%—ax +2 =0 denkleminde A <0 olmalidir.
a?-4.2<0
a®-8<0

‘ Co6zUm ‘

O halde a nin en genis araligi [—2+/2, 2/2] olur.
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BewORNEK 16

f:R-R, f(x)=2x3—mx®—nx+1 fonksiyonunun (1, 2) noktasinda
dénim noktasi varsa m ve n degerlerini bulunuz.

o on

(1, 2) noktasi egri Gzerinde oldugundan denklemi saglar.

f(1)=2

2:1%-m-12-n-1+1=2

m+n =1 olur.

Ayni zamanda (1, 2) noktasi f fonksiyonunun déniim noktasi oldugun-
dan (1)=0 olur.

f(x)=6x2—2mx—n

f(x)=12x—2m

f(1)=12-1—2m=0 = m =6 bulunur.

m+n=1 = n=-5olur.

B ORNEK 17

' (x)
\J
3 4

X

FAR

\

Yukarida y = f”(x) fonksiyonunun grafigi verilmigtir. f fonksiyonunun
icbikey veya digbuikey oldugu araliklar ile varsa ddnim noktalarinin
apsislerini bulunuz.

f(x) f\

icbiikey Digblikey

Digblkey

Digblikey | Icbikey

y = f(x) fonksiyonunun x=—4, x =—2 ve x =2 apsisli noktalari
déndm noktalandir. x =4 apsisli nokta ise déniim noktasi degildir.

Turev
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Yanda y = f'(x) fonksiyonunun

F () grafigi verilmistir.

<V

Buna gore

a) y = f(x) fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklari ve yerel
ekstremum noktalarinin apsislerini bulunuz.

b) y=1(x) fonksiyonunun digbiikey veya i¢cbikey oldugu araliklar ile
varsa dénim noktalarinin apsislerini bulunuz.

a) y

A
|
)
[
<«
w
<y

X | o -4 —1 3 +o0
¥ (x) + b - b v o
) Artan Azalan Artan ﬁ:

x =—4 apsisli nokta yerel maksimum,
x = —1 apsisli nokta yerel minimum noktasidir.

b) y

h(x)=f(x) olsun. h(x) fonksiyonu i¢in
h(x) artan ise h'(x) =f"(x)>0

h(x) azalan ise h'(x)=f"(x) <0 olur.

X | —oo -3 1 3 +o0
F(x) Azalan Artan Azalan Artan
7 (x) - + - +
tw | () U/ /M U/
ichiikey Disbikey ichikey Digblikey

f fonksiyonunda x =—38, x =1 ve x =3 apsisli noktalar déniim nokta-

laridir.
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Fonksiyon Grafikleri

TANIM

ac€R iken limf(x)==+co veya limf(x)= oo esitliklerinden biri
X—a X — a

saglanirsa x =a dogrusuna f(x) fonksiyonunun diisey asimptotu

denir.

y= 8(();)) bicimindeki bir rasyonel fonksiyonda Q(x)=0 denklemi-

nin kokleri x1, Xz, ..., Xn olsun. Bu kékler ayni zamanda payin kékleri

degilse bu durumda x = x4, X =X2, ..., X=Xn dogrulari y = g((;(())
fonksiyonunun disey asimptotlari olur.
M. ORNEK 19
Asagidaki fonksiyonlarin varsa dUgey asimptotlarini bulunuz.
_ x+2 _x*—x-6 —_x—1
a) fO=5=7 b f0="2077 0 =557
a) x—1=0=x=1
x+2 _ LoxX+2
Jma—g S teveya imSoy s e i)
oldugundan x = 1 dogrusu disey asimptottur.
x=1
b) x2-4=0 = x1=2 ve x2=-2 olur. diisey
im x2—x—6 _ im (x—3)(x+2) asimptot
A x-2t(X=2)(x+2) |l eoG"e'braq
= lim 2= g —o0 '
x—2t X~ Giris: f(x)=(x+2)/(x—1)
oldugundan x =2 dogrusu dusey asimptottur.
2
X —X—6 _ (x=3)(x+2)
Jm e L M o) (x+2)
- -3_-5_5 - =2
= lim X=5=20=2> p X
x--2tX—2 —4 4 i dusey
oldugundan x = —2 dusey asimptot degildir. i asimptot

c) (x+3P2=0=x1=x2=-3 olur.

—1__ =% _ _ oldugundan x =—3 dogrusu diisey

Jim T3P =0

asimptottur.

x =—3 dugey asimptot

%’GeoGe | ==—CEREE .

Giris: f(X)=(x—1)/(x+3)A2

Giris: f(X)=(xA"2—x—6)/(x"2—4)

Tarev
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TANIM
y = f(x) fonksiyonu limf(x)=beR veya lm f(x)=beR esitlik-

lerinden en az birini sagliyorsa y =b dogrusuna f(x) fonksiyonunun
yatay asimptotu denir.

M. ORNEK 20
Asagidaki fonksiyonlarin varsa yatay asimptotunu bulunuz.

_ 3x+1 _x2—1 x3—1
a) f(x)= X—D b) f(X)—ﬁ c) f(x)= Ve

a) leo% =3 oldugundan y = 3 yatay asimptottur.

y=3
yatay

Giris: f(X)=(3x+1)/(x—2) asimptot

X=2
disey
asimptot

2_
b) leois_l =0 oldugundan y = 0 yatay asimptottur.

Girig: f(x)=(x"2—1)/(xA3—1)

y=0
yatay
asimptot
L ox3—1 . x*—1 ,
c) Jim <S5 = +too oldugundan f(x)= - =~ fonksiyonunun yatay
asimptotu yoktur.

3
_x—1

Giris: f(X)=(x"3—1)/(x+1)
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BuwORNEK21

_x*—4

f(x) = 2 ox_3 fonksiyonunun asimptotlarinin kesim noktalarini

bulunuz.

1 cozim

x2—2x—3=0

(x—=3)(x+1)=0

X1 =3, x2=—1olur.

x =3 ve x =—1 dusey asimptottur.
_ x*-4

X=oox2—2x—3

Bu durumda asimptotlarin kesim noktalari (=1, 1) ve (3, 1) seklinde

bulunur.

=1 oldugundan y = 1 yatay asimptottur.

BuuwORNEK 22

Asagidaki fonksiyonlarin asimptotlarini bulunuz.

a) f(x)=In(x>-1)

b) f(x)=e*

Sboon

a) Logaritma fonksiyonunun tanimli olmast icin x2—1 > 0 olmalidir.

Iimrln(x2—1)=—oo ve lim In(x?—1)=— oldujundan x = —1
X—— X—1

ve x =1 dogrularn disey asimptottur.

b) f(x)=e " fonksiyonu vx € R icin tanimlidir ve diisey asimptotu
yoktur.

leo e =g = e1_°° =0 oldugundan y = 0 yatay asimptottur.

TANIM

y = f(x) fonksiyonu igin

Jim[f(x)—P(x)|=0 veya lim |f(x)—P(x)|=0 olacak sekilde I. de-
receden P(x) polinomu varsa y = P(x) polinomuna y = f(x) fonksi-
yonunun egik asimptotu denir.

P(x) ve Q(x) birer polinom, Q(x) # 0 olmak lUzere y = CP)(())(())
fonksiyonu igin le% = oo oOluyorsa fonksiyonun grafiginin egik

asimptotu vardir. Rasyonel fonksiyonlarin payi paydasina bélindigun-
de bulunan bélim fonksiyonun grafigi egik asimptotudur.

Turev
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B ORNEK 23

Asagidaki fonksiyonlarin varsa asimptotlarini bulunuz.

+3
a) f(x)—); — c) f(X)—X—_4
_x 3
b) f(X) +4 g) f(X):XS_X+1

é@ cOZUM

x2—1 . -
a) f(x)=~,+5 fonksiyonu igin

2
I|m );Jr:; = +oo oldugu icin x = —3 dusey asimptottur.
--3"
2
Jim. x+31 = oo oldugundan fonksiyonun yatay asimptotu yoktur.
x2—1 | x+3  y=x-3 egik asimptottur.
~ xZ+3x | X—3
—3x—1
~ —3x—9
8
B - L L ,."“‘ =X— 3
% GeoGebra, j o5 = - -3 3 T x eyglk

Giris: f(x)=(x"2—-1)/(x+3) asimptot

b) f(x)= i;i fonksiyonu igin |IrTl i;i —oo oldugundan x =—4

disey asimptottur.

Jim x+2 1 oldugundan y = 1 yatay asimptottur.

Egik asimptot yoktur.
: A y=1
7 i yatay
%’Ged ebra ' asimptot
i 1
Girig: f(x)=(x—3)/(x+4)  ==--- ittt el ELLAA
- >
—4 ) 2 X
x=—4 i
dusey (%) v
asimptot
Turev =
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c) f(x)= ;(Zti fonksiyonunun paydayi sifir yapan x =2 ve x=-2
dogrulari igin
lim X2+3 = —o oldugundan x =—2 digey asimptottur.
x——2"X*—4
lim X2+—3 = 400 oldugundan x =2 dlisey asimptottur.
x—2tX“—4
leo)z(zti =0 oldugundan y =0 yatay asimptottur.
5 Giris: f(x)= (x+3)/(x A2 —4)
s : >
| y=0
| yatay
H asimptot
x=-2 : X=2
diisey i diisey
asimptot asimptot

¢) f(x)=x3—x+ 1 polinom fonksiyonun tanim kiimesi R oldugundan
asimptotu yoktur. Polinom fonksiyonlarin asimptotu yoktur.

YA
\/ = = GeoGebra :\J
Girig: f(X)=xA3—x+1
~7 0 "~
y=x>—x+1
Y

Fonksiyon Grafiginin Cizimi

y = f(x) fonksiyonunun grafigi cizilirken
1. Fonksiyonun tanim kiimesi bulunur.

2. Varsa fonksiyonun asimptotlari bulunur.

3. Fonksiyonun eksenleri kestigi noktalar bulunur.

4. Birinci tdrevi yardimiyla varsa fonksiyonun artan veya azalan
oldugu araliklar ile yerel ekstremum noktalari bulunur.

5. Ikinci tirevi yardimiyla varsa fonksiyonun igbiikey veya digbiikey
oldugu araliklar ile dénim noktalari bulunur.

Turev




BuwORNEK 24

Asagidaki fonksiyonlarin grafigini ¢giziniz.

a) iR - R, f(x)=x>—4x b) f:R—{3}-R, f(x):;((i1

Sboont

a) f:R — R, f(x)=x3—4x fonksiyonun tanim kimesi R dir.

f fonksiyonu polinom fonksiyonu oldugu i¢in bu fonksiyonun asimp-
totu yoktur.

Fonksiyonun eksenleri kestigi noktalar

y=0=x>—4x=0 = x(x2—4)=0

x1 =0, X2 =2 ve x3=—2 oldugundan

(0, 0), (2, 0), (—2, 2) bulunur.

x=0=y=0 oldugundan (0, 0) bulunur.

Fonksiyon grafiginin artan veya azalan oldugu araliklar

f(x)=3x>—4=0
X2=%=X1 Z%, Xz—%

=2 2
X |- /3 V3 +oo

i T

+
f(x e
x) Artan bigiminde bulunur.

Artan

A

Fonksiyonun apsisi x =

—2 . .
olan nokta yerel maksimum, apsisi
@ y p

X= % olan nokta yerel minimum noktasidir.
(E-(3]-+25%
(%)= ) -5 )-55% o

Buradan fonksiyonun yerel maksimum noktasi (

35

ol

yerel minimum noktasi (L —16 bulunur
‘/§1 3@ .

Fonksiyonun i¢cbukey veya digbukey oldugu araliklar
f(x) = x3—4x

f(x)=3x*—4

f”(x) = 6x bulunur. Buradan 6x=0 = x =0 olur.

X —00 0 —+o0

' (x) - <¥ +
f(x) a \J
icbiikey Digbiikey

x =0 apsisli nokta fonksiyonun dénim noktasidir.

f(0)=0%—4-0=0 oldugundan (0, 0) fonksiyonun déniim noktasi
olur.
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Buna gore fonksiyonun grafigi asagidaki gibi cizilir.

Giris: f(x)=x"3 —4x

YA 16 y=x%—4x
3v3
2
- V3 .
B X
V3
=16 [....\
3/3Y

b) FR—{3}-R, f(x)= x+1 fonksiyonunun tanim kiimesi R—{3}

x—3

X

olur. f fonksiyonunun yatay asimptotu le% =1 oldugundan

y =1 bulunur.

f fonksiyonunun disey asimptotu

Xx—3=0 = x=3 ve lim

X+
x~3+x_

Eksenleri kestigi noktalar

1

3 = too oldugundan x =3 bulunur.

_ _0+1 _ 1
XxX=0 = f(O)_O_S_ 3
y=0 = X£L-0 5 x=—1
(0 —l> ve (=1, 0) bulunur
i 3 3 .
Artan ve azalan oldugu araliklar
(x—3)? (x—3) (x—3)?

f'(x) < 0 oldugundan fonksiyon her noktada azalandir.
Fonksiyonun yerel ekstremum noktalari yoktur.
Fonksiyonun icblkey veya disbikey oldugu araliklar
f(x)=-4(x—3)2 = f'(x)=8(x—3)7

—00

biciminde bulunur.

/M

___ 8
(x—3)°
3 +oo
-
Digbikey

icbiikey

f fonksiyonu x =3 noktasinda
surekli olmadigi igin x =3 noktasi

dénim noktasi degildir. Buna

gore :R—{3} - R, f(x)=

X+1
X—3

fonksiyonunun grafigi yandaki gibi

cizilir,

Girig: f(X)=(x+1)/(x—3)
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M. ALISTIRMALAR

1.

Asagidaki fonksiyonlarin icbiikey ve digbii-
key oldugu araliklari ve varsa déniim nokta-
larini bulunuz.

a) f(x)=x®>—6x2+5x—4

b) f(x)=xe*

0) 100 =353

- f(x) = x*—ax®+3x2 — 4x + 1 fonksiyonunun

dénim noktasi olmadigina gére a hangi
araliktadir?

- f(x) = x2+ 4sinx fonksiyonunun [0, 27 ] ara-

ligindaki déniim noktalarini bulunuz.

={"(x)

<

\

D
e

Yukarida y = f”(x) fonksiyonunun grafigi
verilmistir. Buna gore y = f(x) fonksiyonu-
nun icbiikey ve digbiikey oldugu araliklar ile
déniim noktalarinin apsislerini bulunuz.

Turev
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7. (a—1)x*—(b+1)x2—

yA

»

s
N
............. _3 S

' (x)

\

Yukarida y = f'(x) fonksiyonunun grafigi
verilmistir. Buna gére y = f(x) fonksi-
yonunun i¢cblikey ve digbiikey oldugu
araliklar ile déniim noktalarinin apsisleri-
ni bulunuz.

6. Asagidaki fonksiyonlarin varsa asimptot-
larini bulunuz.

3_
a) f(X):X37X+4
X" —X

X+1
(x—1)?

b) f(x)=

X2+ x+1

c) f(x)= X1

f(x)=

32— x+5 X fonksiyo-

nunun yatay asimptotu y =2 dogrusu

ise a+b kactir?

8. Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini cizi-
niz.
a) f(x)=x*—x3+x?
x+1
(x—=1)?

b) f(x)=

|
il




Maksimum ve Minimum Problemleri

BuuswORNEK. 25

Yandaki sekilde dikddrtgen biciminde

bir bahgenin bir tarafinda duvar bulun- D
maktadir. Bahgenin Ug¢ tarafina bir sira
tel cekilecektir. Cekilen telin uzunlugu
500 m olduguna goére bahgenin alani en
fazla kag m? olur?

A
|AB|=y olsun. D
Telin uzunlugu y +2x =500 m ve
bahg¢enin alani A=x-y olur. X
y =500 — 2x oldugundan
A=x-y=x(500—2x)
A

= 500x — 2x2 bulunur. v

Alanin maksimum deger almasi igin A(x) fonksiyonunun maksimumu
bulunmasi gerekir. Buradan A’(x) =0 olmalidir.
A'(x)=500—-4x=0 = x =125 m bulunur.
Buradan bahg¢enin maksimum alani
A(125)=500-125—2- 1252
=31250 m? olur.

hwORNEK 26

Bir bakteri tiriinin t dakika sonra gdérulen bakteri sayisi
3
f(t)= —%4’ 15t2+ 5000 olarak veriliyor. Bu bakterinin iireme hizi

V(t)=1f(t) olduguna gore

a) Kaginci dakikada bakterinin Greme hizi en biyuk degerini alir?
b) Bakterinin treme hizi en buyik oldugu anda bakteri sayisi kagtir?

Soon

a) Bakterinin Greme hizi
V(t)="f(t)=—t2+30t bigciminde bulunur.
Bakterinin Greme hizinin en blyuk degeri icin V'(t)=0 olmalidir.
V'(t)=-2t+30=0
t= 15 dakika olur.

b) Bakterinin Greme hizinin en blyuk oldugu andaki bakteri sayisi

3
f(15)=—%+15-152+5ooo

= 7250 bulunur.
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A Yandaki gibi O noktasindan
hizi 80 km/sa. olan bir ara¢
A noktasina dogru, B nokta-
80 km/sa. sindan hizi 40 km/sa. olan
bir ara¢ O noktasina dogru
T ayni anda harekete basliyor.
a [AO] L[OB] ve |OB|=100 km
0 B olduguna gére iki ara¢ arasindaki

Sboon

40 km/sa. uzaklik en az ka¢ km olur?

80t

- —e
O 100 — 40t K B

t saat sonra O noktasindaki ara¢ L noktasinda, B noktasindaki ara¢ K
noktasinda olacaktir.

Bu durumda
IBK|=40t = |OK|=100-40t
|OL|= 80t bulunur.
|KL| iki ara¢ arasindaki en kisa mesafe olur.
IKL[Z=|OLR+|OK?
= (80t)2+(100 — 40t 2
= 6400t2 + 10000 — 8000t + 1600t?
= 8000t? — 8000t + 10000
|KL|=f(t)=+/8000t%— 8000t + 10000 bulunur.

f(t) uzunlugunun minimum olmasi i¢in f'(t)=0 olmasi gerekir.
y _ 16000t — 8000 _
f (t ) - 2 -

2\/ 8000t — 8000t + 10000

ise 16000t — 8000 =0

t= % saat bulunur.

IOL|=80t:80%:4o km

|KB| =40t =40 =20 km
|OK|=100—20 = 80 km
IKL[2 = | OK[2+| OL 2
=802+ 402 = 8000
|KL|= 4045 km bulunur.
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BwORNEK 28

=]
O A

Yukaridaki sekilde yarigap uzunlugu 4 birim olan O merkezli ceyrek
dairenin icine OABC dikddrtgeni cizilmistir. Buna gdre dikddrtgenin ala-
ni en ¢ok ka¢ birimkare olur?

Soeont

C B
4
y
O X A
|OA|=x
|AB|=y
olmak tizere x2+y2 =16 olur.
OABC dikdortgeninin alani
AX)=x-y

=x-y/16 —x2 bulunur.

Buradan A(x) alaninin maksimum degerinin bulunmasi igin
A’(x)=0 olmaldir.

A () =y16—x2——2X .x=0
0 X162

2
J16-x2=—2%
X V16 —x?

16 —x? =x?
2x2=16
x2=8

x =242 veya x=-2y2 olur.
Buradan x =22 icin

A(X)=xy/16 —x?
=2y2:/16-8
=2/2.2/2

= 8 birimkare bulunur.
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BewORNEK29

Yaricap uzunlugu 3 birim olan bir kiire icerisine yerlestirilebilen dik
konilerden hacmi en blyuk olanin ylksekligi kag birim olur?

|AO|=3
|OB|=3
|OH|=x

Koninin yaricapi |[BH|=r ve koninin
ylksekligi | AH|= 3 +x olsun.
g H S Buradan x?+r2=32 = r2=9—x?

- olur.

Koninin hacmi
V(x)= L1 | AH]

_y2 +
:%ﬂ-rz-(3+x): (9 XS)(S X) biciminde elde edilir.

Koninin hacmi maksimum oldugunda V’(x)=0 olur.
Vi(x)=0 = Z(=2x)(3+x)+5(9-x?)=0
—6x—2x2+9—-x2=0
3x®+6x—9=0
x2+2x—3=0
x1=1ve x2=-3 olur.

O hélde x =1 i¢in koninin hacmi en buyuk degeri alir.
Koninin yiksekligi |AH|=3+x=3+1 =4 birim bulunur.

Esitligin her iki tarafi
7 ile bolindr ve —2x

parantez igine dagtilr.

B ORNEK. 30

Bir internet tarifesinin aylik aboneligi 100 TL olarak belirlenmistir. Bu
pakete abone olanlarin sayisi 200 den fazla olmasi hélinde, 200 den
fazla her bir kisi icin abonelere yirmi beser kurus 6deme yapilacaktir.
Ornegin Internet paketine 300 kisi abone oldugunda her bir aboneye
yirmi beser TL geri 6deme yapilacak ve aylik abonelik Ucreti 75 TL ola-
caktir. Abone kontenjani 500 kisi olduguna gore

a) Kag abone olursa sirketin elde ettigi gelir en fazla olur?
b) Bu sirketin aylik geliri en ¢cok ka¢ TL olur?

S eom

a) Abone sayisi x olsun. Bu durumda kisi basina disen ayhk abone
ticreti 100 —(x—200)-0,25 olur.
Sirketin toplam geliri
A(x)=x[100—(x—200)-0,25]

=x(100-% +50)

2
= 150x —XT bulunur.
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Toplam gelirin maksimum olmasi igin A’(x) =0 olmalidir.

2X _
150—7—0

% =150 = x =300 bulunur.

O hélde 300 abone olursa sirket en fazla geliri elde eder.
b) Sirketin aylk geliri en ¢ok

2
A(300) = 150300 — 3% = 22500 TL olur.

BwORNEK31

f(x) =x2—x+ 1 paraboliiniin A(3, 1) noktasina en yakin noktasinin
apsisini bulunuz.

A

0 1

\

A(3, 1) noktasinin parabole en yakin noktasi B(x, y) olsun.

AB uzunlugu

|AB| = f(x)=y/(x =32 +(y—1)
=/(x=3R+(x2—x+1-1)
=/x2—6x+9+x*—2x3+ x>
:\/x4—2x3+2x2—6x+9 olur.

\

f(x) uzunlugunun en kisa olmasi igin f(x) fonksiyonunun tlrevinin

0 olmasi gerekir.
Bu durumda
4x3 —6x°+4x—6 _
2/x4—2x3+2x2—6x+9
4x3—6x%+4x—6=0
2x3—3x2+2x—3=0
x2(2x—3)+2x—-3=0
(2x—3)(x2+1)=0

-3
X=% bulunur.

f(x)=

O hélde B noktasinin apsisi % olur.

e
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b ALISTIRMALAR

1. f(x) = 2x3 — 3x?>— 12x + 15 fonksiyonunun 5 f[-1,3]-R, f(x)=x2—3x+1
artan veya azalan oldugu araliklari bulu- fonksiyonunun en biiytik ve en kuctuik
nuz. degerlerini bulunuz.

2. ax—3
f:R—{2} >R, f(x)="—7F"
{2} x—D 6

fonksiyonu daima artan ise a hangi aralik-
tadir?

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun tlirevinin
grafigi verilmigtir. Buna gére y = f(x) fonk-
F(x) siyonunun varsa yerel ekstremum nokta-
larininin apsislerini bulunuz.

Xy

) /‘2011E N_5

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun tirevi-

nin grafigi verilmigtir. Buna gére y = f(x) 7. Yaricapi 4 cm olan bir kiire icerisine c¢izile-
fonksiyonunun artan veya azalan oldugu bilecek en biiyiik hacimli silindirin hacmi-
araliklari bulunuz. ni bulunuz.
8 y A/ £(x)
. 2
4. f(x)=x-|x— 3| fonksiyonunun varsa yerel B
ekstremum noktalarini bulunuz. A
43 C 0 X

\

Yukarida B kosesi y = % +2 dogrusu

tizerinde olan OABC dikdoértgeninin alani
en cok kag birimkare olabilir?
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_ —a OLCME VE DEGERLENDIRME 5 s

A) Asagida verilen bosluklara y = f(x) fonksiyonunun tiirevinin grafigine gére <, >, = sembolle-

rinden uygun olani yaziniz.

1. , y ¥ (x) L f(=3)......... f(—2) IV. #/(=3)......... f'(2)

I f(4)......... f(5) V. (1) (3)

. f(=4)......... F(=1) VL (-4)..... (0)

B) Asagida verilen fonksiyonlarin grafikleri ile tiirevlerinin grafiklerini eslestiriniz.

A

2. y a) y F(x)
2\‘
OJ

> X T o[ /1 X
f(x) T8
I, b) v
i o .
< > X
— ' (x)
\/
c) VA
1. ¥ (x)
4 le
T X
i X
< 5 2\' 3 >
\/
IV. ¢) 7 S
- \ o / |
< v - - 1 X
f(x) 3
Tlrev
—t
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__—a OLCME VE DEGERLENDIRME 5

C) Asagidaki coktan secmeli sorulari cevap-
landiriniz.

2x3—x%+ax—3, x > 1ise
bx?>—4, x < 1ise

3. f(x):{

fonksiyonu her noktada tiirevli ise a+b dege-
ri kactir?
A)—-1 B)0 C)1 D)2 E)4

4. y A

AN PR

5 O 2 4
~1

A

<V

\

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi veril-

mistir. Buna gére Iin;j(f(x)— 1) ifadesinin
X —

degeri kactir?

A)—-1 B0 C)1 D)2 E)4

; 2
5_.s|n2x. .. o o ——
imisin%x ifadesinin degeri asagidakiler
den hangisidir?
2 2 4
Ag Bg COg D1 BO

6. f:R - R, surekli bir fonksiyon olmak tzere

f(x+y)=f(x)+f(y)+xy, hliino@z 4 ise

f(5) degeri kagtir?

<x2—2x+4
X+1

a-b kactir?
A) -5 B) -4 C) -3 D)1 E)2

7. Jim +ax+ b> =2 olduguna gére

X — o0

8. f(x)=x?—6ax+ 1 yerel ekstremum degeri
—8 ise a nin pozitif degeri kacgtir?
A) 1 B)2 C)3 D)4 E)5
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9.

10.

1.

12.

13.

14.

f(x) = x*—2x3+ 6ax?+bx +c fonksiyonu-
nun dénim noktasi olmadigina gbre a nin
en kiiclik tam sayi1 degeri kactir?

A0 B)1 C)2 D)3 £E)4

y =|x2—3x— 4| fonksiyonunun tiirevli
oldugu kiime asagidakilerden hangisidir?

A) R—{-4,1} B) {-1,4} C) R

D) R—[-1, 4] E) R—{-1, 4}

f(x2—x+1)=x2—3x+ 1 fonksiyonu ve-
riliyor. Asagidakilerden hangisi f'(1) in
degeri olabilir?

A)—2 B0 C)1 D)2 E)3

f(x)=x%|x2—x—6|ise f(1) degeri kac-
tir?
A0 B)6 C)10 D)1 E)12
Z
< \O

\

—
xV

Yukarida grafigi verilen y = f(x) fonksiyo-
nu asagidakilerden hangisidir?
_x+1 x2+2

A TO=S1E B IS tr

__xt2 . x+2
C) f(X)—m D) f(X)—m
X
(x—17

E) f(x)=

3/,3 2
lim W ifadesinin degeri asa-
X=7®/4x“—3x+2
gidakilerden hangisidir?

A)-1 B)—% C)0 D)% E)i

i




_a OLCME VE DEGERLENDIRME 5w
. /x+6-3 . I o < . 17. y
15. Jl@sm ifadesinin degeri asagidaki-
lerden hangisidir? B a b I
b 0 X

1 1

Ag B3 O1 DO E 5

16. yA

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi
verilmistir. (f+g)(x) fonksiyonu x =2 apsisli
noktada strekli olduguna gére y = g(x)
fonksiyonunun grafigi asagidakilerden
hangisi olabilir?

A)  vA

"

18.

19.

20.

Turev

éy=f(X)

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun [a, b]
araligindaki grafigi verilmistir. Buna gore
asagidakilerden hangisi ayni aralikta ke-
sinlikle artandir?

p 1

» B) x-f2(x)

C) f3(x)
D) x-f(x) E) x% f(x)

lim 7X+2 + 3X—2

Jm o5 _gx1 ifadesinin degeri asagida-

kilerden hangisidir?

1
A)g

ByY3 C)7 D)3® E)7°

Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi veri-

mistir. Buna gore asagidakilerden hangisi

yanhstir?

A) f(2)-f(2)=0 B) f(1)-f(3)<0

C) (=2)-f(2)<0 D) f(3)-f(2)<0
E) f(2)-f(2)-f(2)=0

y = 4t>—2t% +1

t=yx%+1

biciminde verilen y = f(x) fonksiyonu icin
f(0) degeri kactir?

A0 B)1 C)2 D3 E4
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21. y y=x2—6
- Dol C >
X
A B

Yukarida verilen ABCD dikdortgeninin A ve
B késesi y = x?—6 parabolii iizerindedir.
Buna gbére ABCD dikdértgeninin alani en
cok kac birimkare olur.

A) 4/2 B) 82 C) 16V2
D)8 E) 10

22. f(x)= % fonksiyonun grafigi asa-

gidakilerden hangisidir?
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C) Asagidaki acik uclu sorulari cevaplandiri-
niz.

23. f:[O, 37”]—» R, f(x) = sinx + cosx fonksiyo-

nunun alabilecegi en biiyiik ve en kiiciik
degeri bulunuz.

24. Asagidaki limit degerlerini bulunuz.

. X+1
lim —-———
a) MMye_x—»

. sin(x®—1

2 _ _ 2 _
o) Jim Vx 3xJ;1 Vax2—1
X=oo x/9x —x—1

1
c) lim 3x-1
X—1

25. Asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini bu-
lunuz.

a) f(x)=sin2yx%—1
b) f(x)=In(cos?x)
c) f(x):esin(3x+1)

¢) f(x):dd—;?<x32>

X+1
+

w3 Xx<1lise
26. f(x)=] X572, 1<x=2ise
2

X2

>2
5 X ise
fonksiyonu hangi noktalarda siirekli
degildir?

iy




27.

.« OLCME VE DEGERLENDIRME 5  m

5 6 X

4 2 O] 1 \i{
:

Yukarida verilen y = f(x) fonksiyonunun
grafigine gore asagidakilerden kac tanesi
dogrudur?

. limf(x)=2 w. limf(x)=—-c
X——2 x—4
In. Xﬂrllj(x):S V. XI'IE—f(X):s
m. limf(x)=3 vi. Jimf(x)=0
X—1 X — o0
28. A
y=10.. ],
............................... 1
- ¢ 2 3 78
—5 4 o] é 5 é% FoX
— .
2 '
-3
v
Yukarida y = f(x) fonksiyonunun grafigi
verilmistir. Buna gore (—5, 8) araliginda
fonksiyonun tiirevinin olmadigi noktala-
rin apsislerini bulunuz.
29. y = et+3
t=2x—1
o . dy . . . L
olduguna gore ax N X =1 icin degeri
kactir?
p—

30.

AN

5 2 O

Yukarida y = f”(x) fonksiyonunun grafigi
verilmistir. Buna gore y = f(x) fonksi-
yonunun icbiikey ve digbiikey oldugu
araliklar ile doniim noktalarinin apsisleri-
ni bulunuz.

31. y

Yukarida grafigi verilen lll. dereceden bir
polinom olan y = f(x) fonksiyonunun
déniim noktasinin apsisi kactir?

32.

<
<

y =f(x)

Yukarida verilen y = f(x) fonksiyonunun
A(4, 2) noktasindan gizilen tegeti B(2, 0)
noktasindan geciyor.

Buna gére g(x)=3f2(x)+f(x)+2x—1
fonksiyonunun lizerindeki x =4 apsisli
noktasindan cizilen tegetin egimini bulu-
nuz.

Turev
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33. f(x)=yg(x®?—x+1)+3x
g(1)=4,g(1)=3
ise f'(0) ifadesinin degeri kagtir?

2_ay_
34. f(x) = % fonksiyonunun yatay

ve diisey asimptotlarinin kesistikleri nok-
talari bulunuz.

n
35. f(x)= giil olduguna gore dd];f,f() ifa-
desinin esitini bulunuz.
5
36. f(x) = e*-sinx fonksiyonu igin d*f(x) in

dx®
esitini bulunuz.

37. X2+ 1
fx)=—X 1
(x) x> —ax+9

asimptotu yoksa a hangi aralikta olmali-
dir?

fonksiyonunun diisey

38. f(x) fonksiyonunun (1, 2) noktasindan
gecen tegetinin egimi —3 olduguna gére
g(x)=f3(x)+x f(x)+3x— 1 fonksiyonu-
nun x = 1 apsisli noktasindaki tegetinin
egimini bulunuz.
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39.

40.

41.

42,

[

—2Ol 23\>?

f'(x)
Yukarida grafigi verilen y = (x) fonksiyo-
nunun grafigine gére % <0 esitsizligi-

nin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

2 _
f(x) = 3x°—5x+1

X—1 fonksiyonunun asimp-

totlarini bulunuz.

D C
a
A 27 E 8 B
|AD| L |AB|
|IBC|L|AB|
|AE|=27 cm
|[EB[=8 cm
m(ECB) =«

olmak lizere | DE [+|EC| toplaminin en
buyik olmasi icin tana ka¢ olmahdir?

Yaricapi 3 birim olan bir kiirenin disina
minimum hacimli bir koni yerlestiriliyor. Koni
kireye yan ylUzeylerinden ve tabanindan
teget olduguna goére koninin yiiksekligi
kac birim olur?

i




—

43. Albert Eistein tarafindan ortaya atilan gé-
relilik teorisine gére hareketsiz bir gdzlemci
tarafindan 6lcilen hareket halindeki bir
cismin uzunlugu gergek uzunlugundan daha
kisa gérundr.

L=VLo

Bu denklemde

Lo : Duran cismin uzunlugu
L :Gorinen uzunluk

v : Cismin hizi

c :lsik hizi

olduguna gére

2
1 —% denklemi ile modellenir.

a) Bir uzay mekigi 1sik hizinin yarisina
yaklastiginda cismin goriinen uzunlugu
ne olur?

b) Bir uzay mekigi 1sik hizina yaklastigin-
da cismin gériinen uzunlugu ne olur?

44,

Yukarida bir kusun bir adadan digerine ugus
rotasi verilmigtir. Bu kus su lzerinde 6 km/sa.
ve kara tzerinde 10 km/sa. hizla ugmaktadir.
Buna gore bu kus bir adadan diger adadaki
yuvasina en az kac¢ saatte gider?

OLCME VE DEGERLENDIRME 5
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Bir firmanin Grettigi mallarin satisindan elde ettigi
toplam paraya gelir ya da toplam kazang denir.
Kar toplam gelirden toplam giderin (maliyet)
cikariimasi ile bulunur. Bu durumda satilan birim
Grtn sayisi x, G(x) gelir fonksiyonu ve M(x)

de gider fonksiyonu olmak tzere kar fonksiyonu
K(x)=G(x)—M(x) olur.

Giderin degisim orani (marjinal gider)

dM(x) _

dx M),
gelirin degisim orani (marjinal gelir)
dG(X) _ ~

ax — G,
karin degisim orani (marjinal kér)
dK(x) _

ax = K'(x) ile bulunur.

Yukaridaki bilgilere gbre 45 ve 46. sorulari cevap-
landiriniz.

45. Bir firma x birim Urettigi maldan toplam giderini
M(x) = x2+2x +27 biciminde hesapliyor. Ay-

rica x birim malin birim fiyati f(x) = 10x +%
oldugunda malin timu satiliyor.

Buna gére

a) Marjinal gider ve marjinal geliri bulunuz.

b) 5 birim mal satildiginda elde edilen marji-
nal kari bulunuz.

46. Bir malin toplam gideri (maliyet) x TL, toplam
geliri (satis fiyatl) y TL olmak Uzere x ile y
arasinda y = —x?+5x+5 bagintisi bulunmak-
tadir.

Buna gére bu malin satisindan en cok kac
TL kér elde edilir?

Turev

323




47.

48.

S—

—5 birim

e O

....................... 5 birim
Bir yayin ucuna asil olan bir agirhigin hava di-
renci olmaksizin yukari ve asagi dogru yaptigi
salinima basit harmonik hareket denir.

Yukaridaki sekilde bir yayin ucuna asili bir
agirlik, Il. konumda duragan bir haldeyken
asagi dogru 5 birim c¢ekildikten sonra t=0
aninda birakilip yukari ve asagiya dogru hare-
ketine bagliyor. t zaman sonra yayin konumu
s(t)=5cost biciminde modellenmistir.

Yayin t anindaki hizi v(t)=s'(t) ve t aninda-
ki ivmesi a(t)=v'(t) olmak lizere

a) Bu hareketlinin en biiyuk hizini bulunuz.

b) Hareketlinin hizinin en biyik oldugu
durumdaki konumunu bulunuz.

c) Hareketlinin ivmesinin en biiylik oldugu
konumu bulunuz.

¢1,5 cm

Bir kagidin 24 cm? lik kismina yazi yazila-
caktir. Alttan ve uUstten 1,5 cm, sagdan ve
soldan 1 cm bosluk birakilacagina goére bu
kagidin alani en az kag cm? olmalidir?

Turev
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49 ve 50. sorulari asagida verilen bilgilere gére
cevaplandiriniz.

Bir hareketlinin t saatte aldigi yol s(t) fonk-
siyonu ile veriliyor. v(t) hareketlinin hizi ve
v(t)=¢s'(t) ve a(t) ivmesi olmak lzere
a(t)=v'(t)=s"(t) bigiminde bulunur.

49. Bir hareketlinin t saatte aldigi yol
s(t)=2t—12+3t+ 1 km fonksiyonu ile
veriliyor.

Buna gére

a) Hareketlinin 3. saatteki anlik hizini
bulunuz.

b) Hareketlinin 2. saatteki anlik ivmesini
bulunuz.

50. Dikey olarak firlatilan bir cismin t saniyede
aldigi yol s(t)=64t—4t> m fonksiyonu ile
veriliyor.

Buna gére

a) Bu cisim en ¢ok ka¢ m yukselir?

b) Bu cisim yere kac¢inci saniyede carpar?

DEGERLENDIRME

Cevaplarinizi cevap anahtari ile karsilastiriniz. Yan-
s cevap verdiginiz ya da cevap verirken tereddit
ettiginiz sorular ile ilgili konular veya faaliyetleri tek-
rarlayiniz. Cevaplarinizin timi dogru ise bir sonraki
6grenme faaliyetine geginiz.

|
il




' SAYILAR VE CEBIR

.

6. INTEGRAL

6.1. BELIRSIZ INTEGRAL
6.2. BELIRLI INTEGRAL VE UYGULAMALARI

o R S =5 e B RETr—— -
Dogaya karsi sorumluluk bilincinin toplumda yerlesmesi sonucu Dinya daha yasanabilir bir yer héline
gelecektir. Ekosistemin bozulmasi doganin fiziksel ve biyolojik yapisinin bozulmasina, insan saghginin
olumsuz etkilenmesine neden olur. Ornegin 1999 yilinda Marmara aciklarindaki kazada bir petrol tankerin- [
den sizan sivi yakitin etkisi yillarca sirmustur. Boéyle bir sizintinin deniz ylzeyinde kapladigi alan, kenarlari
diizgln olmayan bdlgeye bir 6rnektir. Kenarlari dizgiin olmayan kapali bir bdlgenin alanini bulmak igin
kenarlari diizglin olan daha kicuk kapal bélgelerden yararlanihr.

Hazirlik Calismasi

\ Yukaridaki petrol sizintisinin alanini yaklasik olarak hesaplamak igin ke-
\ narlari diizglin olan hangi cokgenlerden yararlanilabilir? Tartisiniz.
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6.1 BELIRSIiZ INTEGRAL

( Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

o Bir fonksiyonun belirsiz integralini agiklayarak integral alma kurallanni olusturma
e Belirsiz integral aima yéntemlerini kullanarak intfegral alma

Bir hareketlinin zamana bagh yol
Terimler ve Kavramlar denkleminin tlrevi bu hareketlinin
hizini verir ve hareketlinin zama-
na bagl hiz denkleminin tdrevi ise
ivmeyi verir. Bu durumda zamana
bagl hiz denklemi verilen bir hare-
ketlinin yol denklemini bulmak icin
hiz denkleminin hangi fonksiyonun
tirevi oldugunu bulmak gerekir.
Benzer sekilde zamana bagh
ivme denklemi verilen bir hareketlinin hiz denklemini bulmak i¢in ivme
denkleminin hangi fonksiyonun turevi oldugunu bilmek gerekir.

o Ters tirev
o Belirsiz integral

« Integral sabiti

Gorsel 6.1: Turk Yildizlar

Tdurevi verilen bir fonksiyonun kendisini bulma islemine integral alma
islemi denir. Bu durumda tiirev ve integral birbirinin tersi olan islemler-
dir ve integral alma islemi ters tirev olarak da adlandirilir.

x(t) : Zamana bagl yol denklemi
v(t) : Zamana bagl hiz denklemi
a(t) : Zamana bagli ivme denklemi olmak lizere
Tarevi Tarevi
x(t) <= > v(t) < > a(t)
Integrali Integrali

biciminde gbsterilebilir.

) ..
Turevi f(x) = 2x olan fonksiyon asagidakilerden hangisidir?
a) g(x)=x*—1

b) h(x)=x2

c) k(x)=x2+2

b con

Verilen fonksiyonlarin tlrevleri alinirsa

a) gx)=x*—1 = g’(x)=%(x2—1)=2x bulunur.
b) h(x)=x2 = h’(x)=% 2 =2x bulunur.

c) k(x)=x2+2 = k’(x)=i(x2+2)=2x bulunur.
dx

Integral
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Elde edilen sonuglar incelendiginde g, h ve k fonksiyonlari tirevi
f(x) = 2x olan fonksiyonlardir. Bunun gibi sonsuz sayida fonksiyon
bulunmaktadir.

Ayrica asagidaki grafikte de gorildigu gibi g, h ve k fonksiyonlarinin
Xo noktasindaki tegetleri birbirine paraleldir.

Buna gore f(x)=2x fonksiyonunun ters tlirevi bir fonksiyon ailesini
olusturur. Sabit terimlerin tirevlerinin sifir olmasindan dolayi c € R

iken x®+c tarindeki tim fonksiyonlarin tirevi 2x e esittir. Bu durum
F(x)=x?+¢c = F = (;j—x(x2+ c)=2x = f(x) seklinde gosterilir.

Bir fonksiyonun tirevi f ve f nin tim ters turevlerinin ailesi F(x) ol-
_dF(x)
dx
F(x)+c fonksiyonuna f(x) in ters tlirevi veya belirsiz integrali denir

sun. F'(x) f(x) olacak sekilde bir F(x) fonksiyonu varsa

ve '/‘f(x)dx =F(x)+c seklinde gdsterilir.

Bu esitlik f(x) fonksiyonunun belirsiz integralinin F(x)+c oldugu-
nu gosterir. f semboline integral isareti ve ¢ gercek sayisina da

integral sabiti denir. f(x) fonksiyonu da integrali alinan fonksiyonu
gdstermektedir.

Ohalde F'(x)=1f(x) ff(x)dx:F(xHC olur.

ff(x) dx ifadesindeki dx diferansiyeli integralin hangi degiskene gére
alindigini gosterir.
Ornegin (¢ € R) olmak lzere tiirevi f(x) = 2x olan fonksiyonun belir-

siz integrali f2xdx = x?+ ¢ seklinde gosterilir.

integral

e
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B ORNEK 2

Asagida verilen integrallerin hangi degiskene gére alinacagini
bulunuz.

a) f2x4 dx b) f5y2x dy c) fsinx-costdt

a) f2x4 dx integrali 2x* fonksiyonunun x e gére integralinin
alinacagini

b) f5y2x dy integrali 5-y®-x fonksiyonunun y ye gore integralinin

alinacagini

c) fsinx costdt integrali sinxcost fonksiyonunun t ye gére integrali-

nin alinacagini géstermektedir.

M. ORNEK 3

Asagida verilen integralleri hesaplayiniz.
a) [ dx b) [ 4x®dx c) [ cosxdx

Sbeox

Bir belirsiz integral islemini yapmak icin integrali alinacak olan fonksi-
yonun ters tirevi biliniyorsa bu fonksiyonun ters tlrevi yazilir. Sabit
terimleri temsilen c sayisi eklenerek belirsiz integral islemi yapilimig
olur.

,_d _ < _
a) (x) ——dx(x)—1 olacagindan fdx—x+c

4ay_ d 4\ _ 4.3 < 3 _ 4
b) (x )——dx(x )= 4x® olacagindan f4x dx=x*+c¢

c) (sinx)'=%(sinx)= cosx olacagindan fcosx dx = sinx+c olur.

integral ve tlrev birbirinin tersi olan islemler oldugundan asagidaki
sonuglar ¢ikarilabilir.

SONUC
Bir fonksiyonun diferansiyelinin integrali bu fonksiyona sabit eklenerek
bulunur. f strekli ve turevlenebilir bir fonksiyon olmak tzere

fdf(x)sz’(x)dx =f(x)+c olarak bulunur.

Integral

q




B ORNEK 4

Asagidaki ifadelerin esitini bulunuz.

a) fd(%/?—%) b) /d(tanx) c) fd(ex+e—x)

a) [alVe—5) = Vx5 +e
b) fd(tanx)ztanerc

c) fd(ex+e’x)=e"+e’x+c

SONUC

Bir fonksiyonun integralinin turevi fonksiyonun kendisine esittir. f si-

ff(x)dx =f(x) olarak yazilir.

d

rekli bir fonksiyon olmak Gzere ax

B ORNEK 5

Asagidaki ifadelerin tirevini bulunuz.

a) f(3x2+x—1)dx b) fexdx c) fcosxdx

S on

a) f(3x2+x—1)dx in tdrevi if(3x2+x—1)dx=3x2+x—1

dx
Ko s am o d X Ao — x
b)fe dx in tarevi afe dx=e

.o d
c) fcosx dx in tarevi a/cosx dx = cosx olarak bulunur.

s ORNEK.6

2

<z ) (x=3x*+2)dx ifadesinin esitini bulunuz.

L\% .

c?_x (x*—3x2+2)dx=x*—3x2+2 olur.

Buradan

5:2/(X4_3X2+2)dx:C?—X[%(f(x4—3x2+2)dx)]
d

=—(x*—3x2+2) = 4x®—6x bulunur.

dx

integral

T
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MRNFK 7

f[x~f(x)—3]dx=x4—2x3+c ise f(1) degderini bulunuz.

Sboont

f[x-f(X)—S]dx=x4—2x3+c

d . _ :i 4_ny3

dXf[x f(x)—3]dx dx(X 2x3+c¢)
x-f(x)—=3=(x*—2x3+c¢c)
x-f(x)—3 = 4x®—6x>

f(x)=4x2—6x+% = f(1)=1 bulunur.

Temel integral Alma Kurallari

integral alma isleminde integrali alinacak olan ifadenin hangi fonksiyo-
nun tdrevi oldugu biliniyorsa bu fonksiyona c integral sabiti eklenerek
integral islemi tamamlanir.

Asagidaki tabloda temel integral alma kurallari, bazi fonksiyonlarin ti-
revi ile integrali arasindaki iliskiden yararlanilarak verilmigtir.

F(x) F'(x)=f(x) | f(x)dx

ax a /adx =ax+c

Xn+1 R n _ Xn+1 B
T X fxdx—n+1+c(n7é 1)

Inx 1 ldx=|n|x|+c

X X

e* e* fexdx=e"+c

_ax X X _ a*

Ina a fa dx =pg ¢
sinx COoSX fcosx dx =sinx+c¢
—COSX sinx f sinx dx = —cosx + ¢

1 1
= +

tanx p— f cos?x dx =tanx+c
tanx sec2x / sec?xdx =tanx+c
tanx 1 +tan®x f(1 +tan?x)dx =tanx +c
_ 1 1 -

cotx Sin?x f Sin’x dx =—cotx+c
—cotx cosec?x f cosec?x dx = —cotx + ¢
—cotx 1+ cot®x f(1 + cot?x) dx = —cotx + ¢

Integral
—




s ORNEK 8

Asagidaki ifadelerin integrallerini hesaplayiniz.

a) [x*dx  b) f:—zdt c) /—dx

4+1 5
a) 44y — X _ X
fx dx 4+1+c 5+c
b) 5 t2+1 _i :_l
f dt= [t?dt=—5 r+c="r+c=—r+c

+c=2«&+c olur.

C)f dx /x zdx =

2+1

Bir Fonksiyonun Sabit Bir Gergek Sayi ile Garpiminin integrali

Bir fonksiyonun sabit bir gercek sayi ile carpiminin integrali o fonksi-
yonun integralinin sabitle carpimina esittir.

f strekli bir fonksiyon ve a € R olmak Uizere faf(X)dx = aff(X)dx

olur.

B ORNEK.9

f2|nxdx = 2f|n xdx esitliginin dogrulugunu gdsteriniz.

b cozim

[ 2inxdx =2 [ Inxdx esitiiginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
S( [ 2inxdx) =2 (2 [ Inxdx)

([ amxdx) =22 ( [ inxax)

2Inx = 2Inx bulunur.

B ORNEK-10

Asagidaki ifadelerin integrallerini hesaplayiniz.

a) [V3dx  b) f(—%)dt

a)fﬁdx f@dex—ffx dx = ‘FOT1+C J3x+c
o (- o[ Sl a5 & on- e

olur.

integral
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iki Fonksiyonun Toplaminin veya Farkinin integrali

iki fonksiyonun toplaminin veya farkinin integrali, bu fonksiyonlarin
integrallerinin toplamina veya farkina esittir. f ve g surekli fonksi-

yonlar olmak Uizere f[f(x)J_rg(X)]dx=/f(X)dXi/g(x)dx ve
f[a-f(x)i b-g(x)]dx :aff(x)de_r bfg(x)dx olur.

B ORNEK 11

Asagidaki ifadelerin integrallerini hesaplayiniz.

2
a) [ x?(x—1)%dx b) f(%—2&+%)dx

C)[(4X+COSX+«&+GX)dX c) f4tan2xdx

é@ cOZUM

a) [x?(x=12dx= [ x*(x*—2x+1)dx
/ x*—2x3 +x2)dx

5 4 3
_%—2%+X?+c
5 4 3
' S
b) f(% 2/x - %)dx %f 2gx —2 [ /xdx - 3[—dx
_1 X ﬁ_ x"
=373 2 3 3 3 +c
2
3
=%—2%x§+3 x+c
3 4 3
=5 ‘é7+%+c

c) f(4*+cosx+&+ex)dx=f4xdx+/cosxdx+f«&dx+fexdx

X lJr1

=4—+sinx+ X2 tetc
In4 l+1
2
_ 4X H 2 3 X
=1 S/ e +e

¢) f4tan2x dx=4ftan2xdx
=4/(tan2x+1 —1)dx
=4<f(1 +tan2x)dx—fdx>

=4(tanx—Xx)+c¢
= 4tan x —4x + ¢ bulunur.

Integral

332 =

q




B ORNEK. 12

sinx (1 + cos2x)
sin2x

Sboont

/sinx(1 +0032x)d B f sinx(1+2cos®x—1)
sin2x X= 2siNXCoSx

/ sinx (2cos?x)
2SiNXcosXx

=/cosx dx
= sinx + ¢ bulunur.

dx integralini hesaplayiniz.

dx

dx

B ORNEK 13

Yandaki sekilde t¢incl dereceden
y = f(x) fonksiyonunun grafigi
verilmigtir.

/f(x)dx —ﬂ— bx + 24x oldu-

guna gére at+b toplam| kactir?

y = f(x) fonksiyonun grafigi —3, — 1 ve 4 noktalarindan gegtigine

gore
f(x)=m(x+3)(x+1)(x—4)
f(x)=m(x®*—13x—12)
[10dx = [ m(x*—13x—12) dx
m<X4 132x2 x)+c:% bx*

4
esitliginden
—12m =24

m=-2
m_a
4 4

m=a
a=-2
_18m _ _b
2 2
18m=b
b —_
c =0 olur.

Bu durumda a+b =(-2)+(—26)=—-28 bulunur.

integral

=
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BuwwORNEK14

f(x) fonksiyonuna A(—2, 4) noktasindan cizilen tegetin egimi 3 ve
f7(x) = 4x—1 olduguna gore f(4) degeri kactir?

S con

[#700dx= [ (4x—1)dx

2
f’(x)=%—x+c=2x2—x+c olur.

f'(—2) = 3 oldugundan
f(-2)=8+2+c=3

¢ =—7 olarak bulunur.
f'(x) = 2x* —x —7 integrali alinirsa

1) = [ #(x)dx

_ o _2x* x®
—f(2x X—7)dx = 3 5 7xX+c¢
Buradan f(—2) =4 olacagindan
(—2)° (—2)? B
f( 2)_2'T_T_7‘(_2)+C_4
=18 Hiq44c=4
3
__8
c= 3 bulunur.
Bu durumda
2 x* 8
f(x)= 3 5 7X 3
_264 o 50 8 _
f(4)= 3 8—-28 3 4 olur.
BussORNEK-15

Bir Urinun marjinal maliyeti maliyet fonksiyonunun tirevi olarak ta-
nimlanmaktadir. x Gretim miktarini géstermek tzere bir imalathanenin
TL cinsinden marjinal maliyeti f(x)=6x*+ 10x— 15 olarak tahmin
edilmektedir. Bu Griinden sadece bir tane Uretmenin maliyeti

52 TL olduguna gére 10 tane Uretmenin maliyetini hesaplayiniz.

;\% -

Maliyet fonksiyonu M(x) olsun. Bu durumda marjinal maliyet fonksiyo-
nunun integrali alinirsa bu Uriine ait maliyet fonksiyonu bulunur.
M(x)=ff(x)dx=f(6x2+10x—15)dx

:6?)(3+ 10%2— 15x +c¢
M(x) =2x%+5x?—15x+ ¢
M(1)=52oldugundan
M(1)=2+5—-15+¢c =52 — ¢ = 60o0lur. Bu durumda
M(x) = 2x%+ 5x®— 15x + 60 maliyet fonksiyonunu kullanarak 10 tane
arind uretmek icin
M(10)=2-1000+5-100—15-10+60 = 2410 TL olur.

Integral

q




b ALISTIRMALAR

1. Asagida verilen integralleri hesaplayiniz.

a) fd(cotx+ Inx)

b) f%(SX—ex“)dx

2. Asagida verilen ifadeleri hesaplayiniz.
d (2
a) dxf(x +5)dx

b) C?—Xf(cos3x—%)dx

c) (;j—xf(cotx+ Inx)dx

3. Asagida verilen integralleri hesaplayiniz.
2x—y/x—1
a — |dx
(Y
b) [ x2dy+ [ tdx

c) [(xPy+xy?+y)dx

fxzf(x)dx=6x4—4x3+c ise f(—2) dege-

rini bulunuz.

5. %2 [ #(x)dx =x*— 4x° ise f(1) degerini

bulunuz.

il
|

10.

1.

integral

Asagida verilen integralleri hesaplayiniz.

a) f(7-2X+se02x—2)dx

b) f(sifzx +ex>dx
c) /(%—t“rsint)dt

) / cot®x dx

f( cos®x —sinx — 1
1+sinx
layiniz.

)dx integralini hesap-

n+1
2n—6
olduguna gére m-n degerini bulunuz.

m,n € N olmak lizere /x"‘dxz +c

y =f(x) fonksiyonunun grafigi (2,1)
noktasindan gecmektedir. f'(x)= 6x*—4x
olduguna gére y = f(x) fonksiyonunun
denklemini bulunuz.

F(x)=/(3|nx+1)dx fonksiyonu veriliyor.

Buna gore F(x) fonksiyonunun x=e
apsisli noktasindaki tegetinin egimini
bulunuz.

L uzunlugundaki bir elektrik telinin esne-
mesi sonucu olugan durumun denklemi
f(x)= % —x2 ile verilmigtir. Buna gore
f(0)=0 ve f'(1)=0 icin f(x) fonksiyonu-
nu bulunuz.

335
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integral Alma Yéntemleri

Bazi durumlarda integrali alinacak fonksiyonun hangi ifadenin turevi
oldugunu gérmek zor olabilir. Bunun i¢in integral alma yéntemleri ge-
listiriimigtir. Bu yontemlerden bazilari agsagidaki gibidir.

Degisken Degistirme Yontemi

f ve g sirekli tirevlenebilen bir fonksiyon olmak lzere x = g(u) dénl-
stimu yapildiginda dx = g'(u)du olacagindan
ff(x)dx=ff(g(u))g’(u)du integrali bulunur.

inregral hesaplandiktan sonra u =g~ (x) dénisimdi ile tekrar x
degiskenine donilir. Bu nedenle g fonksiyonu, tersi olan bir fonksiyon
olmak zorundadir.

BewORNEK 16

f(3x+1)3dx integralini hesaplayiniz.

Sboont

_/(3x+1)3dx integralini bulmak igin 3x+1 = u olsun.
3x+ 1 =u ifadesinde her iki tarafin diferansiyeli alinirsa
d(3x+1)=d(u)

3dx =du

dx = d_3u bulunur.

Bulunan ifadeler integralde yerine yazilirsa
Sy — [2. QU 1 [ s
f(3x+1)dx—fu 3 —Sfudu

1t
R

u4

e

_ (8x+1)*

12 + ¢ bulunur.

B ORNEK. 17

/sin(x2—4x)-(2x—4)dx integralini hesaplayiniz.

Sboon

/sin(x2—4x)-(2x—4)dx integralinde (x2—4x) =2x—4 olacagin-
dan x®—4x =u dénusima yapilir.

x2—4x = u ifadesinde her iki tarafin diferansiyeli alinirsa
(2x—4)dx =du olur.

Bu degerler integralde yerine yazilirsa

fsinu -du = —cosu + ¢ = —cos(x* — 4x)+c bulunur.

Integral

q




s ORNEK.18

Inx —2
X

dx integralini hesaplayiniz.

é@ cOZuM

Verilen integralde (Inx—2) = % oldugundan Inx—2 =u dénusimi
yapilir. Bu durumda

1. _
de =du olur.

Elde edilen degerler integralde yerine yazilirsa

2
fudu——+ (Inx2 2) +c¢ olur.

B ORNEK. 19

ftanxdx integralini hesaplayiniz.

ftanxdx=f§g;))(( dx integralinde cosx =u donisuimu yapilirsa

—sinxdx =du = sinxdx = —du olur.
Bu durumda

- f S

:/ —du

u
:—deu:—ln|u|+c

= —In| cosx |+ ¢ olur.

BewORNEK 20

f(3x3—4)6-9x2dx integralini hesaplayiniz.

Soon

u=3x®—4 dénlsimi yapilirsa du = 9x2dx olur.
3_4)6. 2 — 6 _U_7
f(3x 4) 9xdx—fu du=-—=+c

3x®—4)’
:%-{'C olur

SONUC
(n#—1) olmak lizere

n+1
Jicor-ooax =T

+ .
—— ¢ olur

integral
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B ORNEK 21

sinx . -
———dx integralini hesaplayiniz.
fcos3x 9 pay

u = cosx dénusimi yapilirsa du =—sinxdx = sinxdx =—du olur.

sinx du
—— dx=

C0s°X

3

u
= —f u3du
u*2

:__72+C

=——+4c¢c= +c¢ olur.
2u? 2cos?x

BwORNEK 22
ey’x
I

Sbont

x = u? denirse dx = 2udu olur. Buradan

dx integralini hesaplayiniz.

=2/ edu
=2e"+ ¢ =2e"*+ ¢ bulunur.

BwORNEK 23

g (x)
g(x)

g(x) =u denilirse g'(x)dx =du olur. Buna gére
gx) ~ rdu
/ g(x) dx—f u
=Inlul+c
=1In|g(x)|+ ¢ bulunur.

dx integralini hesaplayiniz.

SONUC

gx)
fg(x)dx—ln|g(x)|+c olur.

BwwORNEK24

1 : -
fx+2dx integralini hesaplayiniz.

Integral

il
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X +2 =u doénlisimi yapilirsa dx = du oldugundan
L
fx+2dx—f udu
=Inlul+c
=In|x+ 2]+ ¢ bulunur.

B ORNEK 25

f x?+2x+5 : -
T x+2 dx integralini hesaplayiniz.

Soon

fx —;ix2+5dx f<x+—>

_ 2 X+2
—fxdx+fx+2dx X“+2x+5
X2 X2+ 2x X
=?+5In|x+2|+c bulunur. =
5
BwwORNEK 26

f( iiz )dx integralini hesaplayiniz.

~ cozim
J (33 o= (XIiZS)
<x+2 )dx
f( x+2>
=fdx+fx+2dx

=x+3In|x+2|+c bulunur.

BuwORNEK 27

fes"dx integralini hesaplayiniz.

Soon

fe3xdx integralinde 3x =u denirse 3dx = du olup dx=d—u olur.

3
Buradan f— du —le +c=—+ L —e¥+c¢ bulunur
3 3 ’
SONUC
c, a € R olmak lUizere
ax
fe"dxze”—c ve fea"dxz ea +c olur.
integral

£E=;::::___447
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BwwORNEK 28

f54xdx integralini hesaplayiniz.

S cozum-

4x=u = 4dx=du olup dx = C{Tu bulunur.
1.5
4 1In5
54X
" 4-In5

Buradan f%du = +c

+c olur.

SONUC
a,b,c e R, a>0 vea#1olmak lizere

bx

X
faxdx=|a—+c ve fabxdx= +c olur.

na b-Ilna

B ORNEK. 29

fcosSx dx integralini hesaplayiniz.

Sbcon

3x =u= 3dx=du olup dx = du bulunur.

3
Buradan fCO;u du =—S'gu +c
_sin3x
=73 +c olur.

SONUC
a, ¢ € R icin
fsinx dx = —cosx+c ve fsinax dx = —%%
: sinax
fcosxdx =sinx+c ve fcosaxdxz a + ¢ bulunur.

B ORNEK. 30

f54’°°s"sinxdx integralini hesaplayiniz.

g\% i

Verilen integralde 4 —cosx = u dénisimu yapilirsa
4 —cosx =u = sinxdx =du olur.
Bu degerler verilen integralde yerine yazilirsa

U, D" _
f5 du—|n5+c—

54fcosx

In5

+c elde edilir.

Integral




B ORNEK 31

f% integralini hesaplayiniz.
X

Socon

f& integralinde x®+ 3 = u dénusimi yapilirsa

(x2+3)°
x?+3=u
2xdx =du

_du
xdx = 5 olur.

Bu degerler integralde yerine yazilirsa

_du =lfu‘6du

2-(up 2
-5
—g e
_ 1 _ 1
__1Ou5 +C——m+c bulunur.

B ORNEK 32

dx integralini hesaplayiniz.

2
Jivirm

Verilen integralde 1+Inx = u dénisimu yapilirsa
1+Inx=u = %dx =du olur.

Bu degerler verilen integralde yerine yazilirsa

2[%:2fu-%du

2
=4/u+c=4y/1+Inx+c bulunur.

MuwwORNEK33
f(x— 1)-%/(x—1)-yx—1dx integralini hesaplayiniz.

Sbcox

Verilen integralde x—1 =u = dx =du dénisimi uygulanirsa
fu~3«/u~/ﬁdu=fu6«/?du

5
:/u%du: uz +C:gﬁ+czg (X_1)5+C

bulunur.

integral
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BwwORNEK34

f(tan3x+tanx)dx integralini hesaplayiniz.

*}@ ¢cOziMm

f(tan3x+tanx)dx=/tanx(tan2x+ 1)dx ifadesinde tanx = u denir-

se (1+tan?x)dx =du olur.

2
ftanx~(tan2x+1)dx=/udu =Y 4c= tan®x ==+ ¢ bulunur.

2 2

SONUC

nmkeZ" ve abeR olmak Uzere "Vax+bveVax+b kok-
0 ifadesini iceren fonksiyonlarin integrallerini hesaplamak igin
EKOK(m, n) =k olmak lizere ax+b =u* degisken degistirmesi ya-
pilir.

M. ORNEK. 35
=

dx integralini hesaplayiniz.
/x g play

Sboon

Ekok(2, 3) =6 oldugundan verilen integralde x = u® dénisimi yapi-

lirsa dx = 6u®du olur. Bu degerler integralde yerine yazilirsa

3/x — 4 u? _— . oy o[ U 4u
f -6u du—6f(u —4u?)du = <?_T>+C

bulunur. u® = x déniisiimi yapilirsa u =9/x ve degeri yerine yazilirsa

fs X_4dx=§W—8/§+c elde edilir.
/x 5

BwORNEK 36

/¢2x+1+3¢2x+1
&/2x +1

é@ cOZUM

Ekok(2, 3, 6) =6 oldugundan 2x+ 1 =u® dénusimi yapilirsa

dx integralini hesaplayiniz.

2x+1=u® = 2dx=6-udu
dx = 3u®du olur.

Buradan
2x+1+3%/2x+1 842
/1/ 62;/ xzfu::u~3u5du
V2x+1
8 7
=3f(u7+u6)du:3%+37u +c

:%,3 (2X+1)4+%'6 (2x+1)” + ¢ bulunur.

Integral

I —
—




s ALISTIRMALAR

1. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

a) f(2x3+x2—3)6(6x2+2x)dx
b) [(1-4x) dx

c) [(x+2)yx+4x+8 dx

c) f(2x3—x)-cos(x4—x2—1)dx
d) /cotxdx

e) fsin(tanx) sec?x dx

. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

eX
a) fzeX+1 dx

3x?—1
b) fx3—x+4dx

2x-e ¢!
o) [ —dx
e
g) f72x+1 dX
e*+e™
d) [ S o dx

e) f35inx~cosxdx

- Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

a) f[sin(Gx—5)+cos(2x+3)]dx
b) fsec2(4x—1)dx

ecotx
c f : dx
) sin2x

c) fcoszx d(sinx)

4, fﬁdx integralini hesaplayiniz.

5. f(2x+ 1)¢yx—3 dx integralini hesaplayi-
niz.

2
6. f SEC X ax integralini hesaplayiniz.

Jtanx +1

dx integralini hesaplayi-

1
7. | —————
f,/x+1—3,/x+1

niz.

23/x—1—/x—1
8. f Xﬁx dx integralini hesapla-
X —

yiniz.

integral
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Kismi integrasyon Yéntemi

iki fonksiyonun garpiminin integraline ait kurali bulabilmek icin tiirevin
carpim kurallarini uygulamak gerekir. u =f(x) ve v =g(x) tlreviene-
bilir iki fonksiyon olsun. f(x)-g(x) in tlrevi

00 g(0)]= 1) g/ (x)+g(x)-f (x) olur.

Elde edilen ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa
d _ A L f
fd—x[f(X)-g(X)]dX—ff(X) g (x)dx+ [ g(x)-f'(x)dx

f(x)-g(x)+c=/f(x)‘g'(x)dx+fg(x)~f’(x)dx
/f(x)-g’(x)dx=f(x)‘g(X)+c—fg(x)-f’(x)dx elde edilir.

u=f(x) = du=f(x)dx ve v=g(x) = dv=g'(x)dx yazilirsa
fudv= uv—fvdu seklinde bulunur.

fudv= uv—/vdu yoéntemini kullanarak integral almaya

kismi integrasyon yéntemi denir.

BewORNEK37

fx e*dx integralini hesaplayiniz.

Sbon

integrali alinacak ifade bir polinom ile bir tistel fonksiyonun carpimi ise
polinoma u, diger kisma dv denir.

fxexdx integralinde
X=U = dx=duve e*dx=dv
fexdxzfdv = e*=v elde edilir.

Bu degerler fu dv= uv—fvdu esitliginde yerine yazilirsa

fxexdx = xe"—feX dx = xe*—e*+c elde edilir.

BwwORNEK38

flnxdx integralini hesaplayiniz.

Sboont

flnxdx integralindeInx =u = %dx =du ve dx=dv=x=v olur.

Bu degerler fudv = uv—fvdu esitliginde yerine yazilirsa

flnxdx=Inx~x—fx'%dx:xlnx—fdx=xlnx—x+c bulunur.

SONUC
flnxdx=x|nx—x+c

Integral

q




BwwORNEK39

fxsin 2x dx integralini hesaplayiniz.

~® cozom

integrali alinacak ifade bir polinom ile bir trigonometrik fonksiyonun
carpimi ise polinoma u, diger kisma dv denir. fxsin 2xdx integralinde

X=U = dx=duve sin2xdx=dv

—— =1V elde edilir.

Bu degerler fu dv = uv—fv du esitliginde yerine yazilirsa

: _ TXC0S2X  [( C0s2X
fxsm2xdx— 5 /( 5 )dx
_ —Xxcos2x . 1 _ —xcos2x , 1 _.
= > + 2fcos2x dx = > + 4sm2x+c olur.
BuwORNEK 40

fxlnxdx integralini hesaplayiniz.

oozt

integrali alinacak ifade bir polinom ile bir logaritmik fonksiyonun carpi-

mi ise logaritmali ifadeye u, diger kisma dv denir.

X2

fxlnxdx integralinde Inx=u = %dx=du ve xdx=dv = 5=V
olur. Bu degerler fu dv= uv—fv du esitliginde yerine yazilirsa

x? x* 1
fxlnxdx:lnx-?—/?-ydx

x2 1 x2 X2
=5 Inx 2fxdx_lnx 5 ! + ¢ bulunur.

BwwORNEK 41

fx2 cos3x dx integralini hesaplayiniz.

Sboon

Tablo yontemi ile kismT integrasyon yontemini Tiirevi Alinacak

integrali Alinacak

uygulamak kolaylik saglar. fudv integralinde u
nun sonlu sayida turevi alindiginda sifir buluna-

C0S3x

\ 1 )
biliyor ve dv nin integrali sonlu sayida alinabili- - \ 3 Sin3x
yorsa asagidaki bicimde bir tablo olusturularak + 2 \ —%cosSx
integral kolay bicimde bulunabilir. 0 ~ 1 dinax

27

/x2 cos3x dx integralinde

fx20033x dx = XZ%Sin3X - 2x<—%cos3x> + 2(—%sin3x>+ c

X2\, 2x
—SII’I3X< 3 27>+ 9 cos3x + ¢ bulunur.

integral
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-

/(2x3—4x)exdx integralini hesaplayiniz.

“boou

Tiirevi Alinacak integrali Alinacak

x

x

+  2x3—4x

— 6x*—4 T
x>

_ 12 \
0 \

Tarevi alinan her ifadenin isareti degistirilir. Bu ifadeler oklarla gésteri-
len integrali alinan ifadeler ile ¢arpilir ve bu ¢arpimlar toplanir.

x x

x

® ® ®© @& O

/(2x3—4x)exdx =(2x3—4x)e*—(6x2—4)e*+ 12xe*— 12e*+c
=(2x®—6x2+8x—8)e*+c bulunur.

Asagida tabloda verilen bosluklari 6rnekte oldugu gibi integral bulunabilecek sekilde doldurunuz.

fudv u ve dv duvev uv—/vdu
u=Inx du=1ydx s s
f(x2+1)lnxdx 3 (X—+x)lnx—/<x—+x)%dx
dv=(x2+1)dx V:X?+X 3 3
x dx
sin®x
fxalnxdx
/xzez"dx

fcosxln(sinx)dx

Integral = =
346 Q‘



Basit Kesirlere Ayirma Yontemi

P(x)
Q(x)’

P(x) ve Q(x) birer polinom olsun. (Q(x) #0) bigimindeki

rasyonel fonksiyonlar icin der[P(x)] < der[Q(x)] olsun.

P(x) Ay Az ot An
Q(x) n aix+Db; a>x+bo anX + by

olarak basit kesirlerin

toplami seklinde yazilarak yapilan isleme basit kesirlere ayirma yonte-
mi ile integral alma denir.

Burada polinom esitliginden A, Az, ---,An degerleri bulunur ve

P(X) A4
/Q(x aix+b; X aerbdeJr +/ nx+bndx
integrali alinir.,

Eger der[P(x)]= der[Q(x)] ise P(x) polinomu Q(x) polinomuna

P(x) K(x)
Q) ~ B0

K(x
seklinde yazilarak f—d —fB(x)dx+/ Qix)dx integrali alinir.

bolindr. B(x) bolim, K(x) kalan olmak lizere

K(x)
Q(x)
integral alinir.

dx ifadesinde basit kesirlere ayirma yéntemi kullanilarak

BwORNEK 43
2
S

(x—2)2(X+2) = xéZ + sz yazilir. Payda esitlenerek

2 _ Ax+2A+Bx—2B
(x—2)(x+2) (x—2)(x+2)
2=(A+B)x+2A—-2B esitligini vx € R i¢in saglayan A ve B gergek
sayllari bulunur. Bu durumda

2 dx integralini hesaplayiniz.

elde edilir.

A+B=0
2A—2B=2
denklemlerinden A=+ ve B -1 bqunur

2
Buradan bulunan degerler mtegralde yerine yazilirsa

( 1 1 )
2 _
fx2_4dx—/ X—2 x+2 dx = x+2dx]
_1 _ol_ :l x—2
—2(In|x 2|—In|x+2))+c 5 X+2‘+cbulunur.
integral
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Paydalari esitlenir.

BwwORNEK 44

/mdx integralini hesaplayiniz.

b cozim
fﬁ(:wz)dx=f<%+%>dx biciminde yazilirsa

A, B _ x—1
x+1 "' x+2  (x+1)(x+2)

A(x+2)+B(x+1)=x—1olur.
X=—1= A=-2

X =—2 = B =3 bulunur.

[ -2 3
f(x+1)(x+2)dx_/(x+1)+(x+2)dx

dx
_2fx+1 X+2
=—2In|x+ 1|+ 3In|x+ 2|+ ¢ bulunur.

Bw.ORNEK 45

dex integralini hesaplayiniz.
x3+2x%—3x

Soon

x®+2x%—3x = x(x*+2x—3) =x(x—1)(x+3) oldugundan

x+1 A B C I
= — —+ A
X(x—1)(x+3) X x—1 ' x+3 bulunur. Payda esitlenirse
X+

Xx+1=A(x—1)(x+3)+Bx(x+3)+Cx(x—1) esitligi elde edilir.
Bu esitlikte

x=0igin 1=-8A = A=—1
x=1igin 2=4A = B=
x=-3 i¢in 2=12C = C=—% bulunur.

Elde edilen bu degerler

X+1 _((A, B C . : .
/Xs ox2—3x dx —f( X "Tx—1 "x+3 )dx integralinde yerine

yazilirsa

1

1 _1
fx3+X2:21—3deZf< X3 +XE1 +x+63)dx
= 3fx0I +2f X __/x+3

= —§In|x|+§ln|x—1 |—§In|x+3|+c elde edilir.

BuwORNEK 46

f%dx integralini hesaplayiniz.

Integral
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Socon

P
% bicimindeki rasyonel fonksiyonun paydasinin ¢arpanlari

arasinda(ax+b)" biciminde bir carpan varsa

P(x) Ay A; An B .

Q(x)  ax+b  (ax+b) +...+ (ax+b) txEn seklinde yazilir.
A1, Az, ..., An, B degerleri bulunarak integral alinir.
Verilen ifadenin integralini alabilmek igin _x=1 ifadesini

(x—=1)(x+1)

basit kesirlere ayirma ydntemi kullanilir.
2x—1 A B

= +
(x—=1)(x+1y x—1 x+1 (x+1)2()
2x—1=A(x+1)?+B(x—1)(x+1)+C(x—1)
x=—1igin -3=-2C=C=>
x=1igin 1=4A=A=
x =0 icin
-1=A-B-C

_1 5.3
1=778B73

__1
B= 2 bulunur.

Elde edilen degerler (1) egitli@inde yerine yazilip integrali alinirsa

f(x—ﬁx)_x1+1)2 - [ e [ dx+[(xf1)2dx

4f T __fx+1 2f( -:1)2dx

3
=—In|x—1|-—In|x+1|-—=—+
4|n|x 1] 4|n|x 1] 2t 1) c
—n*/ X1 8 | ¢ sonucu elde edilir.

x+1 2(x+1)

SIRA\SiZDE!

f(x— ] )(;(:L21)(x+2)2 dx integralini hesaplayiniz.

integral
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BwORNEK 47

3__ 2
/Xxf—f%dx integralini hesaplayiniz.

4

Sboon

P
—Q((f(; bicimindeki rasyonel fonksiyonda der[P(x)]> der[Q(x)]

ise P(x) polinomu Q(x) polinomuna bélindr. P(x) in Q(x) e bolin-
mesinden bulunan bolim B(x) ve kalan K(x) ise

P(x) K(x)
Q(x) Q(x)

=B(x)+

biciminde yazilarak integrali alinir.

x®—4x2+ 3 polinomu x®—4 polinomuna bélinirse

3_ 2 _
% = x—4+% elde edilir.

f%dxzf(x—4)dx+/

/ 4;2__143 dx ifadesinin integrali basit kesirlere ayrilir ve

4x—13 _ A B

x2—4 X—2 X+2

4x—13 = A(x+2)+B(x—2) esitligi elde edilir.
5

x =2 i¢in —5=4A=>A:—Z

X=-2igin 21=-4B=B= %T1 olur.

4:2_ 143 dx seklinde yazilarak

Buradan
4x-18 S5 1 .21/ 1
/x2—4 dx = 4/x—2dx+ 4fx+2dx
_ 5 21
——Zln|x—2|+TIn|x+2|+c bulunur.

Elde edilen bu sonug yerine yazilirsa
x®—4x*+3 4x—13
deXZf(X—4)dX+/ 24 dx

X2 —
X Sinlx—al+ 21
=5 —4x 4In|x 2|+ 7] In|x+2|+c
x2 4 (X'f‘2)21
=75 —4x+In|,/ ——=|+c olur.
2 (x—2)

Integral
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s ALISTIRMALAR

1. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

a) f(2x+1)exdx
b) [ (x?+1)e™dx
c) fxcosxdx

c) fxseczxdx
d) /lenxdx

e) flnzx dx

. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

a) f(x3—x2+2x+1)sinxdx
b) /(x2+1)(coszx—sin2x)dx
c)f —2t—5)e'dt

c) f(ax+b)ea" dx

. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

a)/exsinxdx
b) [ 2*edx

c) f 3%cosx dx

4. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

dx
a) xZ—1
x—3
b) x2+3xdx
2X—4
c)f 29

g)/ 3+5x + 6x

. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

x+1
1)2

’f o9
o) [ 2 ox

a)

. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

3
b)/ + 2x2 +x+1dx

X+3

COS X
c) — .
sin“x+6sinx+8

4-3*
0) | gr=p 315

. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

sinx +2cos X + cos 2x
a)f 5T dx

COSX — 2SinX — SiNXCOoS X

b) f secx dx

integral
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6.2. BELIRLI INTEGRAL VE UYGULAMALARI

Terimler ve Kavramlar

352

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

e Bir fonksiyonun grafigi ile x ekseni arasinda kalan sinirli bélgenin alanini Riemann (Riman)

foplami yardimiyla yaklasik hesaplama
o Bir fonksiyonun belirli ve belirsiz integralleri arasindaki iliskiyi aciklama
o Belirli integralin &zelliklerini kullanarak islem yapma
o Belirli integral ile alan hesabl yapma

Riemann toplami

Belirli integral

Bir baba, sekli dizgln olmayan tarlasini ¢cocuklari arasinda esit bir se-
kilde paylastirmak istiyor. Bu tarlaninin alaninin hesaplanmasinda ve
esit parcalara bélustirilmesinde integral hesabi kullanilabilir. Bunun
gibi gercek hayatta karsilasilan dizgin olmayan bélgelerin alanlarinin
hesaplanmasinda integrale ihtiya¢ duyulmustur.

Hiz — zaman grafigi verilen ve bir V(m/sn.) V(t)= 12
dogru boyunca hareket eden bir 9l 2
cismin t; =1 ve t> =3 saniye 2
araliginda aldigi toplam yol, grafik
ile x ekseni arasinda kalan alan
yardimiyla bulunur.
Yandaki boyali alanin yaklasik
degerini bulmak icin [1, 3] kapal
araliginda bélge asagidaki gibi esit % -----------------
parcaya boélinup dikdértgenlere 6 /L re t(sn)
ayrilir ve bu dikdortgenlerin alanla- v
ri toplanir.
2
V(m/sn.) V(t)=t§
9
2
2
Ao
1
2 t(sn)
3 3'
I . o1 1
A: dik dortgeninin alani: 1-5 =5m
A, dikdértgeninin alani : 1-2 =2m? olur.
Buradan Ai+A;= % +2= g m? bulunur.
Integral =




25

d

\V]
>
5

As

Az
A t(sn)

= oo

x ekseni lzerindeki kenar uzunluklari

1 birim yerine % birim alinirsa

A: dikdortgeninin alani : %»%z%mz

A, dikdortgeninin alani : %-%=%m2

A; dikdortgenin alani %-2 =1m?

A, dikdortgen alani ; %-28—5=$—ng olur.

Buradan tarali alan yaklasik olarak

A1+A2+A3+A4:%+%+1 +§—g=%:28—7m2 bulunur. Elde

edilen bu sonug¢ alanin degerine ilk hesaplamadan daha yakin bir
degerdir.

Eger dikddrtgenlerin x ekseni Uzerindeki kenarlari daha da kagultalir-
se elde edilen dikdortgenlerin alanlari toplami istenen alana daha da
yakin deger olacaktir.

2

V(m/sn) V(t)=t—

A 2
9
2

2 As
Aq

-~ t(sn)
‘o" 1 2 3

Boyali alan [1, 3] kapali araliinda yukaridaki gibi esit parcalara
bélinmuis dikddrtgenlere de ayrilabilir. Bu dikddrtgenlerin alanlari top-
lanarak taral alanin yaklagik degeri hesaplanir.

A dikdértgenin alani: 1-2 =2m?
9_9

A dikdortgenin alan: 1 5= Emzolur.
_ 9 _ 13
Buradan A; +A2—2+§—7m bulunur.

integral
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A4

As

Dikdoértgenlerin x ekseni Gzerindeki kenar uzunluklari 1 birim yerine

1 ..
> birim alinirsa

o 1.9_9 o
A: dikdoértgenin alani > 8-16M
A. dikdortgeninin alani : 2-%: 1m?
As dikdortgeninin alani : 58 16M
S raenin . 1.9.9 .

A. dikdértgeninin alani : 5 5-aMm olur.
Buradan boyali alan

_9,,,25.9
A+ As+Az+As= 16+1+1 +4

_86

16
:% m? bulunur.

TANIM

a,b € R ve a <b olmak tzere [a, b] kapall aralijinda
a=Xo<Xi<X2<...<Xp-1<Xpn=Db

seklinde elde edilen P ={xo, X1, X2, ..., Xn—1, Xn} kiimesine [a, b]
kapali araliginin parcalanmasi veya bolintusu denir. Eger bu parcala-
rin uzunluklari birbirine esit ise diizgun parcalanma veya duzgin bo-

[tntd denir. [Xxk-1,X«] kapal aralik Ax. = X — Xk 1 = b;a (ke Z)

degerine P dlizgun boélintustnin herhangi bir alt araliginin uzunlugu
denir.

Yukaridaki grafikte [1, 3] araliginin P diizgln bolintisu (dizgin

parcalanmasi) P ={1, % 2, % 3} olur.

Integral
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TANIM A
f:{a, b] - R pozitif degerli ve stirekli bir fonksiyon olsun.
a=Xo<xi<Xz2<...<Xn-1<Xn=b olacak sekilde

P ={a=xo, X1, X2, --*, Xn-1, Xn = b} kimesi [a,b] kapall araliginin
dizgUn béluntisi olmak Uzere

f artan ise f(Xo): Ax1+f(X1)  AXa+ ... +f(Xn )  Axn= D f(Xk—1)AXx,
k=1

f azalan ise f(x1)-Axs+f(X2): Axa+ ... +f(Xn)  Axn= 2, f(Xk)AXx
k=1

toplamina alt toplam denir.

f(x)

/

OA

BwORNEK 1

f[1,4]-R, f(x)=% fonksiyonu veriliyor. [1, 4] araligini 4 esit

parcaya bélerek alt toplami bulunuz.

Socon

[1, 4] araligini 4 esit parcaya bélen diizgliin P boluntlst, Axk uzunlu-
gundan

AX1 = AX2 = AXs = Ax4 = b;na = % = % olarak bulunur.

Elde edilen deger her bir alt araliginin uzunlugudur. Bu durumda diiz-

gun P béluntusu
P={1, 7, 10, 13, 4} olur.
4

474
[1, z ) [1, E], [E, —3] [ 13 4] alt aralikari elde edilir
4 4l a4
y
A
20
7
2
20
13
5 _5
4 ) =%
o 1 7 10 13 4 X
4 4 4
Y
Tt <o 7) 2 412) 3412) For
20 3,.,3,20 3 5 3_8349
=7 a2 443 44 4~ Tapg Pulunur.
Integral
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Xo X4

Alt toplam

X

.. Xp—1 Xp
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Xo X4

Ust toplam

© Xp—1 Xn

TANIM
f:[a, b] - R pozitif tanimli ve siirekli bir fonksiyon olsun.
a=Xo<X <Xz2<...<Xn-1<Xn=b olacak sekilde

P ={a=Xo, X1, X2, ...,Xn-1, Xn = b} kiimesi [a,b] araliginin dizguln
boélintlsi olmak Gzere

fartan ise f(x1) - Ax1+f(x2)  Axa+ ... +f(Xn)  AXn = Z f(xk)Axx,

fazalan ise f(xo)  Axi+f(x1) - Axa+ ... +f(Xn-1)  Axn= Z f(Xk—1)AXx

toplamina Ust toplam denir.

B ORNEK 2

f:(0, 2] - R, f(x)=x®+ 1 fonksiyonu veriliyor. [0, 2] kapali araligini
4 esit parcaya bdlerek st toplami bulunuz.

Sbeon

[0,2] kapali araligini 4 esit pargaya bélen dizgun P boluntlsi, Axg

uzunlugundan
Ax1 = AXo = AXz = Ax4 = TO = % olarak bulunur.

Buna gore duzgln P bélantisua
Pz{o, 14, 3 2} olur. [o, %] [% 1], [1, %] [% 2] alt araliklari

2_

2’2
elde edilir.
A f(x)
13
4
2
5
4
ol 113 2 x
Y 2 2
' _¢ 1)1 1 ¢3).1 1
Ust Toplam = <2> 2+f(1) > f(2> 2+f(2) >
_5 1 1,181, .1
S4 o2ty oty
24_3 birimkare bulunur.
Integral
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TANIM

Xk-1 < tk < Xk olmak Uzere

Rn=f(t1)  Axy+f(t2) - Axa+ ... +(tn)- Axn = D f(tk)Axx toplamina
k=1

Riemann toplami denir.

BussORNEK 3

f:[2, 4] - R, f(x)=x%—1 fonksiyonu veriliyor. [2, 4] arahdini 5 esit
1+

parcaya boélerek ve tx= % alarak Riemann toplamini bulunuz.

Sbeont

[2, 4] arah@ini 5 esit parcaya bdlen diizgin bir P béliintiist, Axk
uzunlugundan

Ax1 = AxXz = AXs = AX4 = AXs = b;a =4;52=% olur.

Buna gdre dizgun P bolintisi
P={2 12, 14 16 18 4} our
5

5 5 5
4+
tk=7xk 12 Xk oldugundan
12
t = Xot X1 _ 2+?:1
! 2 2 5 Ya
12, 14
t :X1+X2: 5 5 :E
2 2 2 5
1416 7Z
oXetxs 55 _15
8 2 2 5
1618
p_Xetxe 55 17
4 2 2 5
18
t:x4+x5:5“":&0“” "0 2t to ts ts ts4 Ty
° 2 2 5 ' v
Buradan

5
Rn= Z f(xk)Axk = f(t1)Axs +f(t2)Axa + ... +f(15)AXs

() 24(18).2 4 q(19).2

5/ 5 5/ 5 5)5
_96 2 144 2 200 2 264 2 336 2
255725 525 5725 51 25 5
_ 1040 2

25 5
416 ..
=55 birimkare bulunur.

integral

Ly 1;?/

o) Xo X1 -+ Xn-1 x,
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Riemann alt veya Ust toplaminda [a, b] kapal araligi n pargaya
béliinsiin. n degeri arttikga Riemann toplami egri altinda kalan alanin
gercek degerine yaklasir. n — oo i¢in bu toplamlarin limiti alindiginda
alanin gercek degeri elde edilir.

TANlM
lim Z f(xk—1)Axk = lim Z f(xk)Axk = A |seAsay|smaffonkS|yo-

nunun [a b] kapal araligindaki belirli integrali denir ve ff(x)dx =
a

seklinde g0sterilir.

n
Ayrica Z f(Xxk-1)Axk < Rn < Z f(xk)Axk oldugundan

a n n
lim 2 f(xi-1)Axc < | Z (t)Axk < lim 2. f(xi)Axi
CK=1 K= k=1
n n
A< lim Z f(t)Axk <A = lim > f(t)Axk = A olur.
o K=1

b
n
Bu durumda Rn = lim D f(xk)Axk = ff(x)dx = A bulunur.
k=1

a
b

ff(x)dx gOsteriminde a ya integralin alt siniri, b ye de Ust siniri
a
denir. y =f(x) fonksiyonun grafigi ile x ekseni arasinda kalan alan

b
A= flf(x)ldx ile hesaplanir.

a

I

O“
)
o

Bu durumda dlzgiin olmayan bolgelerin alanlarinin gercek degerini
bulmak icin belirli integral kullanilir.

huws.ORNEK 4

2
f(x+ 1)dx belirli integralini hesaplayiniz.
]

A |

Integral
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S on

l. Yol
[1, 2] araligini n esit pargaya bélen dizgun P bélintlsti Axk uzunlu-
gundan

1 Xk—1 7+ Xk
n n n

ve t="5 " =atk-Axk=1+

|=

n

olur.
b n
Buna gore Rn = ff(x)dx =n1i[.p< > f(tk)- AXk) = A ifadesinde yerine
a k=1
yazilirsa

2

Rn= [ (x+1)dx

Il I I I
— — ju J e J
= = = =
3 3 3 I3
M-
—_
=1[\V)
+
ol

Il
§

Il

3

>
—
33|I\J
~— D

+
L .

o

N5

+

N

+ >

>
— T

lim|2+—25—
N — o9 n

fim2+ lim (")

=2 +% = % bulunur.
Il. Yol

[1,2] araliginda f(x) = x+ 1 grafigi ile x ekseni arasinda kalan alan

2 2
ff(x)dx = f(x+ 1)dx belirli integralin degerine esittir.
1

:<W) ABI= (2;3)'1 :% birimkare
LT ¢/ fx)
2 D
1
- B
Oy 1 > ;

integral
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LTEKNOLOJI S e e e o cEaEal
2

fx2dx belirli integralinin alt toplam, Ust toplam ve Riemann toplamini GeoGebra programi yardimi ile

0

bulunuz.

Giris: f(x)=x"2 yazarak f(x) = x* fonksiyonunu olusturunuz.

a adinda minimum: 1, maksimum: 10, artis: 1 olan bir stirgu olusturunuz.

a) Alt Toplam

Giris: AltToplam(f, 0, 2, a)
yazarak a bolintislne goére alt toplami bulunuz. Siirglyu hareket ettirerek bolunti sayisini degistiriniz.

b) Ust Toplam

Giris: UstToplam(f, 0, 2, a)
yazarak a bélintusline gore Ust toplami bulunuz. Siirglyt hareket ettirerek bélunti sayisini degistiriniz.

c) Riemann Toplami

Giris: DikdoértgenToplam(f,0, 2, a,0.5)
yazarak a béluntisine gbre boélintinin orta noktalar icin Riemann toplamini bulunuz. Strglyl hareket
ettirerek boluntu sayisini degistiriniz.

Integral
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B ALISTIRMALAR

1.

f:R - R, f(x)=x®—1 fonksiyonu veriliyor.
[2,4] araliginda 4 esit parcaya bolerek P
béliintiisiini olusturunuz. Elde edilen P bé-
lintusiine gore f fonksiyonunun grafiginin
x ekseni ile arasinda kalan alani alt ve lst
dikdoértgenlere ayirarak bulunuz.

Asagida verilen f:R — R fonksiyonlarinin
yanlarinda verilen P béliintiisiine gére alt
toplamini, list toplamini ve Riemann topla-
mini bulunuz.

a) f(x)=x+3 P:{1,

3
2
b) f(x)=x?-2  P=11, 4,
) f(x)=x { 3

Asagidaki limitleri, verilen aralikta belirli
integral olarak gosteriniz.

a) r!im(é sin(xkq)-Axk)

[0, 7]

[eS)

b) l'[‘l(Z 2 Xk In(xk)-Axk> [1, e]

k=1

o) im( 32 (3(x*+1)-ax)  [1, 5]

k=1

"

e
4. Hiz(V) Vit) =3

<

oy 1 4

Hiz-zaman grafigi verilen ve bir dogru bo-
yunca hareket eden bir cismin t; = 1 saniye
ve t> =4 saniye araliginda aldig1 toplam
yolu bulunuz.

5. Asagida verilen belirli integrallerin degerini
bulunuz.

a)f(2x+1)dx

b) fxzdx
0

6. f]0, 2]—[1, 9] olmak lizere f(x)=4x+1
fonksiyonunun esit uzunlukta 4 alt arahigina
gore Riemann toplami A, f(x) fonksiyonu ile x
ekseni arasinda kalan bélgenin alani B olsun.
Buna gbére A—B farki kactir?

integral
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Bir Fonksiyonun Belirli ve Belirsiz integralleri
Arasindaki lligki

TEOREM
f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliinda integrallenebilen bir fonk-
siyon olsun. vx € (a, b) i¢in F'(x) =f(x) olacak sekilde strekli bir

3 b
F:[a, b]- R fonksiyonu varsa ff(x)dx= F(x)| =F(b)—F(a) olur.

Burada a ya integralin alt siniri, b ye integralin tst siniri denir.

Belirli integral hesabi yapilirken belirsiz integral alma kurallari aynen
uygulanir. Ornegin

X+2

f(x)=

X+ 2
2

R - R, f(x)= fonksiyonu, x =2 dogrusu, x =6 dogrusu ve x

6
ekseni ile sinirli bélgenin alanini bulmak icin A = f(xg2 )dx belirli
2

integrali hesaplanir.

y = f(x) egrisinin altindaki boyali alan F(x) fonksiyonu olsun.

_X+2
/f(x)— 5

X+2

F'(x) = f(x) olduguna gore f(x)= fonksiyonunun x ekseni ile

2
sinirl bolgesinin alani F(6) ya esittir.

Integral
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xX+2
2
nuve x =2 dogrusunun x ekseni

Ayni sekilde f(x)= fonksiyo-

ile sinirli bolgesinin alani F(2) ye

esittir.

A

X=2

X+2
2

ekseni ile arasinda kalan alan F(6)—F(2) ye esit olacaktir.

Bu durumda f(x)= fonksiyonu, x =2 ve x =6 dogrularinin x

6
Sonug olarak A = f<X22>dx= F(6)—F(2) olur.
2

b ORNEK. 5

ry
/ (1+tan®x)dx integralini hesaplayiniz.
0

Sboont

f(x) =1 +tan®x fonksiyonunun integrali F(x)=tanx+c olur.

b
[f)dx=F(x)+c= [ #(x)dx = F(b)—F(a) olduguna gore

4
f(1 +tan®x)dx = (tanx) 7}
0

L= tani—tano =1-0=1 bulunur.
0

b ORNEK 6

2

f(2x+3)(x2+3x+5)2dx integralini hesaplayiniz.

-2
‘E@ cOzUM

x2+3x+5=u = (2x+3)dx=du

dénistimu yapildiginda belirli integralin sinirlar degistirilir.
x?+3x+5 = u esitliginde

x=2 = 2°4+3:2+5=u > u=15

x=-2 = (—2)2+3:(-2)+5=u = u=3 olur.

Elde edilen bu degerler yerine yazilirsa

2 15 3|15 3 3
/(2x+3)(x2+3x+5)2dx=f uldu =2 =£—i=1116 bulunur.
> ] 313 3 3
Ya da sinirlar degistiriimeden de ayni sonuca ulasilabilir.
2 2 3 |2 2 3 2 3
+3x + +3-2+ —2)+3-(—2)+5
/(2x+3)(x2+3x+5)2dx=(x X+5F [ _(2°48-2+5) [(-27+3(-2)+5]
2 3 2 3 3
3 3
=13" 3" _ 1116 elde edilr.
integral
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B ORNEK 7

3

jm

% dx integralini hesaplayiniz.

~cozim

e3 —
f Inde integralinde

X

e
_ _1

u=Inx = du=--dx

dénusuma uygulanir ve sinirlar

3

x=e%igin u=Ine® = u=3

x=e icin u=Ilne = u=1 ile degistirilse

[ [
e 1

:%.ms
- 2(/27- 1)
= 2(3/3-1)

- 2@—% elde edilir.

BwwORNEKS

;
f(x2—2x)e"dx integralini hesaplayiniz.
0

Scox

f(x2 — 2x)e*dx integralinde kismi intagrasyon yéntemi uygulanirsa

Tiirevi integrali 1
1
Alinacak Alinacak f(xz_ZX)ede:[(Xz_ZX)ex_(2X_2)6x+2€x]
0
+ x2—2x e 0 ;
- 2x—2§i e” =(x*—2x—2x+2+2)e*|
co2 \ex =(x*—4 -|—4)X1
0 o =(x*—4x e’

=(1—4+4)-e"—(0°—4.0+4)-€°
=e—4 elde edilir.

Integral
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Belirli integralin Ozellikleri

f:la,b] - R integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

1. faf(x)dx:o

ff(x)dx = F(x)‘ : =F(a)—F(a)=0 olarak bulunur.

a

s ORNEK. 9

f(x —x)2 dx integralini hesaplayiniz.

sinx
P F(x*—x)2*

ff(x)dx =0 oldugundan f.idx =0 olarak bulunur.

/ ; sinx

b a
2. ff(x)dx:f‘/ f(x)dx
a b

ff(x)dx:F(b)—F(a)=—[F(a)—F(b)]=—ff(x)dx olarak

a b

bulunur.

s ORNEK 10

b a
ff(x)dx+ff(x)dx integralini hesaplayiniz.
a b

Socon

b a b b
ff(x)dx+ff(x)dx= /f(x)dx—ff(x)dxzo olarak bulunur.
a b a a

3. c € R olmak lizere /9 cf(x)dx = cy/? f(x)dx
Riemann toplamindan

fbcf(x)dx = r!ll’T;( Zi: cf(xt)Axk>

= I|m< Z:: f(x,)Axk>

n—oo

=clim ( (Xt)AXk) c/gf(x)dx bulunur.

integral
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B ORNEK 11

3

-2
f4f(x)dx= 7 olduguna gore f 8f(x)dx integralini hesaplayiniz.
3

-2

Socon

f4f(x)dx=4ff(x)dx:7 = /f(x)dx=% olur.

-2

Buradan

]2 8f(x)dx = 8]2f(x)dx

3
=-8 ff(x)dx =-8- % =—14 bulunur.
-2

b b b
4, f[f(x)ig(x)]dx:/ f(x)dxifg(x)dx
Riemann toplamindan
b

f[f(x)ig(x)]dx = r!im( Zn: [f(xt)ig(xt)]Axk)

=)

a k=1

= Iim[zn:(f(Xt)AXk+g(Xt)AXk)

n n

= lim > (f(x)Axi) £ Z (Xt)Axx)

Pl =1 K=

=/f(x)dxifg(x)dx bulunur.

B ORNEK 12

3
2/( X+1 )dx integralini hesaplayiniz.

Soon

3 3 3 1
2[(3X+ dx>=2f3de+2fde

3

-af
=13 +|n|x+1|2
_3 3 _18 .4
=13 |3+In4 In3 |3+In bulunur.
b
5. a<c<b icin / X)dx + /f ff(x)dx

a

C

A= ff(x)dxz F(c)—F(a) ve Bszf(x)dxz F(b)—F(c) olsun.

Integral
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Bu durumda
A+B=ff(x)dx+ff(x)dx=F(c)—F(a)+ F(b)—F(c)
~F(b)-F(a)

b
= /f(x)dx bulunur.

Benzer sekilde a<c<d<e<b igin

ff(x)dx—ff(x)dx+ff(x)dx+f x)dx+f )dx elde edilir.

BuwORNEK 13

X ,Xx<2ise
f(x)=1x—2,2<x<4 ise
3 ,4=<xise

7
olmak Uzere ff(x)dx integralini hesaplayiniz.
0

Soon

Parcali fonksiyonun kritik noktalarina gére integral parcalanir.

ff(x)dx=/zf(x)dx+ff(x)dx+/7f(x)dx

0 0
=fxdx+f(x—2)dx+f73dx
0 2 4

2

_x M

2 X2
= +| - +
216 (2 2")2 x|,
=2+2+9 =13 olarak elde edilir.

BussORNEK 14

3

/\/x2—4x+4dx integralini hesaplayiniz.
0

Soon

f(x)=yx?—4x+4 =4/(x—2)2 =|x—2| olup x =2 noktasi f(x)
fonksiyonunun kritik noktasidir.

f\/x2—4x+4dx=ﬁ|x—2|dx X ‘—00
0

2
Ix—2] | —x+2 % x—2

“+o00

f —x+2)dx+f(x 2)dx

ES ] <——zx>

2
9 & _5
+< 5 >— 5 bulunur.

integral
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B ORNEK 15

fﬁdx integralini hesaplayiniz.

}bgozum
X A B

= +
x2—x—2 (x 2)(x+1) x—2 x+1
sirlere ayrilir. Buradan x = A(x+1)+B(x—2) ifadesinde x =2 igin

olacak sekilde basit ke-

2=3A = A=% ve x=-1i¢in —1=-3B = B=% bulunur.
Bu durumda

4

f4x—x2 f dx+f

(glnlx 2|+—|n|x+1|>

m\m
c.o\—s

4

3 3
4
=—|n|(x—2)2(x+1)||
3 3

3

=1 _
=5(In20~In4)

_1
=3 In5 bulunur.

BuwORNEK 16

f:R -~ R tanimli f fonksiyonunun x = —1 noktasindaki tegeti x ekseni
ile pozitif yonde 45° lik agi yapiyor. x = —2 noktasi f fonksiyonunun

—1
yerel minimum degeri olduguna gore / f'(x)-f"(x)dx integralini

hesaplayiniz.

L\' _—

f fonksiyonunun x = —1 noktasindaki tegeti x ekseni ile pozitif yonde
45° lik agi yapiyorise f'(—1)=1 olur. f fonksiyonunun x = —2 nok-
tasinda yerel minimum degeri f'(—2)=0 olur.

Bu durumda / )-f”(x)dx integralinde
—2
f(x)=u = f’(x)dx=du ve
x=—2 = f(-2)= doniisimi anirsa
|
x=—1 o f(—1)=1 conusumuuygu

-1

ff’(x)-f”(x)dx=/1udu

-2

u21

=1,

1 =1 i
5 0—2 elde edilir.

Integral
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a ve b birbirinden farkli gergek sayilar olmak tzere

b
fd(3x2—2x)=0 olduguna gére a-+b degeri kactir?

oot

fd(f(x))=/f’(x)dxzf(x)‘:=f(b)—f(a) olduguna gore

b b b b
fd(3x2—2x)=f(6x—2)dx=(3x2—2x)‘ =(3x%—2x)| =0

(3b®—2b)—(3a®—2a)=0
3(b?—a®)—2(b—a)=0
3(b—a)(b+a)—-2(b—a)=0
(b—a)-(3b+3a—2)=0 elde edilir.
Bu durumda
b=a veya 3b+3a—2=0 olur.

Buradan 3b+3a=2 = a+b= % elde edilir.

SASHE

2 4
f(f(3x—2)+3x)dx=% olduguna gore f(f(x)—2x)dx integralini hesaplayiniz.
1 1

X+2 4
f(x)=1 3 olmak Uzereff(x—Z)dx integralini hesaplayiniz.
2x—1, x> 1ise 1

, x < 1ise

. Integral
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b ALISTIRMALAR

1. f(x) ve g(x) surekli fonksiyonlar olmak (izere

3 3
ff(x)dx=2 ve /g(x)dx=6 olduguna
2 2
gore asagidaki integrallerin degerini hesap-
layiniz.

5

a) [f(x)dx b) f35f(x)dx—/2

5

g(3X)dX

2 —1
2. f2f2(x)dx=4 olduguna gore f 52 (x)dx
-1 2

integralini hesaplayiniz.

3. Asagida verilen ifadelerin integrallerini he-
saplayiniz.

—2
a) f (x®+2%)dx
0
In4 In5

b) fezxdx+ / e*dx

In3 In4

2r

Integral
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Xx—2, x<0ise

. olduguna gore
—x2, x>0 ise 9 9

' f(x)={

1
ff(x)dx integralini hesaplayiniz.
-

1
. f|x2—4|dx integralini hesaplayiniz.

-3

x2+x, x<3ise
In®x , x> 3 ise

: f(x)={

,
fonksiyonu veriliyor. Buna gore ff(x)dx

integralini hesaplayiniz.

;
. fxllnxldx integralini hesaplayiniz.

nof—

B X, Xx>1ise
f<x)_{2x,x§1ise
g(x)={xz’ x>1ise

x3, x<1ise

fonksiyonlari veriliyor.
2
Buna gore f(f(x)+g(x))dx integralini
0

hesaplayiniz.

iy




Belirli integral ile Alan Hesabi

Geometrik sekillerin alan kurallari uygulanarak her yizeyin alaninin
hesaplanmasi mimkun olmayabilir. Bir gélin yiizeyinin alani, bir ugak
gbvdesinin alani veya bir kara pargasinin yuz élcimu hesaplanirken
integral kullanilir. Herhangi bir nesnenin dis ylizeyini lgme veya kapla-
ma isinin mihendislik alani basta olmak tzere pek ¢cok alanda uygula-
malari bulunmaktadir.

‘ - y=fx)

ol a b X

f:la, b]- R, y=1(x) strekli ve integrallenebilir bir fonksiyon ve
f(x) > 0 olsun. f(x) fonksiyonunun x=a, x =b dogrulari ve x ekse-

b
ni ile sinirl bélgenin alant A = / f(x)dx olur.

f:la,b]- R, y=1(x) fonksiyonu f(x) < 0 olsun. f(x)
fonksiyonunun x =a, x =b dogrulari ve x ekseni ile sinirli bélgenin
b
alani A = 7/ f(x)dx olur.

a

f.la,b]- R, y=1f(x) fonksiyonu olmak Uzere a<c<b ve

vx €a, ¢) igin f(x) <0, vxe(c,b] igin f(x) > 0 olsun. f(x) fonk-

siyonunun x =a, x =b dogrulari ve x ekseni ile sinirli bdlgenin alani
c b b

A=A1+A2=—/f(x)dx+ff(x)dx olur. Buradan A = /lf(x)ldx

a

ifadesi elde edilir.

integral
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y y=x>-9
A
-3 3 X
A
Y9
y y=x>—x
1/ A ’
A

372

B ORNEK 18

Denklemi y = —x®+4 olan egri ile x ekseninin sinirladigi bélgenin
alanini bulunuz.

Sbcon

y=0icin -x*+4=0 olup x*=4 = x=-2 ve x=2 x eksenini
kestigi noktalar ve x =0 icin y =4 y eksenini kestigi noktadir.
Buradan alan

A= fzf(x)dx: f(—x2+4)dx

(X ’

_< 3+4X>72

_(_8,.g\_(8_

=(-5+8)-(5-8)

__8.g 8 .32 ..

= 3+8 3+8 3 birimkare bulunur.

B ORNEK 19

Denklemi y = x*—9 olan egri ile x ekseninin sinirladigi bélgenin ala-
nini bulunuz.

Sboont

y=0icin x*~9=0 = x=3 ve x=—3 x eksenini kestigi noktalar
olup x =0 icin y =—9 y eksenini kestigi noktadir.

A:—_j(xz—g)dx=—<%3—9x)

=—[(9—27)—(—9+27)]= 36 birimkare olarak bulunur.

3

-3

B ORNEK 20

Denklemi y = x®—x olan egri ile x ekseninin sinirladigi bélgenin ala-
nini bulunuz.

b cont

y=0icin x*~x=0 olup x(x*~1)=0=x=0,x=1ve x=—1
noktalari x eksenini kestigi noktalardir.
Bu durumda alan

1

A= fof(x)dx—ff(x)dx

0

= fo(x3—x)dx—f1(x3—x)dx

(-5 55

=<O+%)—(—%— ):%+%=% birimkare bulunur.

0

Integral
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s ORNEK. 21

y=x+3 egrisiile x=2, x=4 ve y =0 dogrulari arasinda kalan
bdlgenin alanini hesaplayiniz.

bcon

y = x*+ 3 fonksiyonunun grafigi yanda verilmistir. Buna gére y y=x*+3
4 4
_ 2 (X
A—f(x +3)dx—( 3 +3x>2
3 3
(‘}3 + 12) <%+6>=73—4 birimkare olarak bulunur.
/| A
..
MwORNEK22 0 4 X
Yanda grafigi verilen, bir dogru boyunca hareket eden ve zamana
bagh hiz fonksiyonu V(t)=1®+t*—t—1 m/sn olan bir hareketlinin
t=0 ve t=1 saniye araligindaki toplam aldigi yolu bulunuz.
L\@W V(m/sn) & V(t)
(0, 1) arahginda f(x) < 0 oldugundan alan
1 1
A=—/V(t)dt=—f(t3+t2—t—1)dt 10
0 1 t
4 3 2 1
=<—tz t3+t2+t>0=—%—%+%+1:%molarak bulunur. 1
) \j
M. ORNEK 23
y =x®—2x egrisiyle y=0, x=—2 ve x =4 dogrulari arasinda kalan
bélgenin alanini bulunuz.
y = x*—2x egrisinin grafigine gére A=A+ A>+As olup Vi Y =x2—2x
0 2
= /(x2—2x)dx —f(X2—2X)dX
-2
-5 ( caadl
_( 3 %), 3 X
-o~(3-4) =(~g+4)-0-0)
=% birimkare =% birimkare oA Asly
4 o= >
A3=f(x2—2x)dx \
2
~(%5 )]
3
— (84 _46)-(8_
=(%-16)-(3-4)
20

“&- birimkare bulunur.

Buradan A =A; + A+ As :%—°+%+%:‘5—4 birimkare elde edilir.

integral
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BuwORNEK 24

y y =f(x) 4
Yandaki grafikte f f(x)dx =—7 ve

-4
—4 ) 1m3 4 ; _ N . L
} V¥ - flf(x)ldx— 13 olduguna gore A, degerini

-4

bulunuz.
A+

Sboon

Grafige gbre
1 4

ff(x)dx:— ff(x)dx+f3f(x)dx—ff(x)dx

—4 —4 3
:—A1 +A2—A3:—7

4 1

[ 1#(x)1dx = ff(x)dx+ff(x)dx+ff(x)dx

,4 Za
=A;+ A2+ A3 =13 bulunur.
Buradan da
—Ai+A—As;=—7
Ar+A+A;=13
2A2 =6
A> = 3 birimkare elde edilir.

TANIM
[a, b] kapali araliginda f(y) >0 olmak lizere x =f(y) egrisi y=a
A ve y =b dogrulari ile y ekseninin sinirladigi bélgenin alani A olsun.

b x=f(y)

b b
a Bu durumda A = ff(y)dy=fxdy biciminde yazilir.

A

Q
<Y

[a, b] kapali araliginda f(y) <0 olmak tzere x =f(y) egrisi y=a
b ve y =b dogrulari ile y ekseninin sinirladigi bélgenin alani A olsun.

A b b
Bu durumda A = —ff(y)dy = —fxdy biciminde yazilir.
SR Y /

a

A

=Y

[e)]

b . ORNEK 25

y =4/x egrisinin y=0 ve y =2 dogrulari arasinda kalan bélgesinin
alanini hesaplayiniz.

Integral
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S on

y:\/; = x=y? olup S
2 2 2 :
[1(y)dy = [ y*dy
’ ° 312 8 - O 4 >x
=Y|=5 birimkare olarak bulunur. :
3, 3 v

husORNEK 26

y =Inx egrisi y =1, y =2 dogrulari ve y ekseni ile sinirlanan bol-
genin alanini bulunuz.

5* .

y=Inx = x=¢" olup

A=f2f(y)dy
1
=f2eydy
1

2
=(e%—e) birimkare bulunur.
;

BuwswORNEK. 27

Yandaki sekilde grafigi verilen S y i)
f[-3, 5] -[—4, 3] ve y=1(x) fonksi-
5

3
yonu igin ff(x)dx+ ff(y)dy topla-
-4

-3

=Y

mini bulunuz.

AY y =f(x) 5
[ H(x)dx = A= A+ As ve
B. B
L "
-3 0

= A 5 x ff(Y)dy:_B1+A2+ B> olur.

A+ / : ! —4

B
—4

Buradan

fsf(x)dx+ ff(y)dy:As+Bz_(A1+B1)

-3 —4
=15—12 = 3 birimkare bulunur.

integral
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y =f(x) ve y=g(x) Egrileri Arasindaki Alan

[a, b] kapali araliginda f(x) ve g(x) integrallenebilir iki fonksiyon
olsun.

vx €[a, b] igin f(x)>g(x) ise x=a, x=b dogrulari ile egriler
arasinda kalan sinirh bélgenin alani

A:A1—A2
=ff(x)dx—/g(x)dx

= fb[f(x)—g(x)]dx bulunur.

Y f(x)

g(x)

g(x)

. ORNEK 28

y =x2+3x egrisi ve y =x+3 dogrusu ile sinirlanan bdlgenin alanini
hesaplayiniz.

Sbcon

y =x2+3x egrisiile y =x+3 dogrusunun kesim noktalari
x?+3x=x+3 = x*+2x—-3=0

(x+3)(x—1)=0 = x=-3 ve x=1 bigiminde elde edilir. Bu du-
rumda elde edilen bu noktalar dogru ile egrinin birlikte belirledigi alanin
sinirlarini gésterir. istenen alan

A= [[(x+3)—(x*+3x)]dx

= /(—x2—2x+3)dx
-3

3
=<—L—x2+3x>

1

3
~(5—1+3)-(9-9-9)

-3

= 33—2 birimkare olarak bulunur.

Integral
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SONUC

[a, b] araliginin bir kisminda f(x)> g(x) ve diger kisminda
f(x) <g(x) ise x=a ve x=b dogrulari ile egriler arasinda kalan

b
sinirli bélgenin alani A=A+ A, = flf(x)—g(x)ldx olur.

B ORNEK 29

y=x*—1ile y=1—x? egrileriile x=-3 ve x=3 dogrulari arasin-
da kalan bdlgenin alanini hesaplayiniz.

Socon

y=x*—1ile y=1—x? egrilerinin kesim nok-

talar x?>—1=1-x®> = 2x*—2=0 olup
buradan
x2=1 = x=1ve x =—1 noktalari bulunur.
3 3
A= f|x2—1— 1—x2)|dx = f|2x2—2|dx
-3
3 3 1 3 3
[( )|+ (5 ex)] (5 x)]
-3 -1

X? 3 3 1
ot o))
~2(2+6+2+2+6+2)

2 2
3 3

= % birimkare olur.

A
|
\;
w
=Y

y=1-—x2
b, ORNEK 30
y=e* ve y=e™ egrileriile x=—In3 ve x=1In2 dogrulari arasin-
da kalan bélgenin alanini hesaplayiniz.
y = e X y y = eX

y=e* ve y=e* egrilerinin olusturdugu bdlgenin alani

A=A+A= fo(e’x—e")dx+f2(ex—e’x)dx
—In3
=(—e™—e )|In3+(e +eix)|ln2
=[(-e’—e%)—(—e™—e™)]+[(e™+e™)—(e’+e )] A 1 Az
f2-(-s-3){le+)-2] I
_4.1 - -
3 2 - —-In3 O In2 X
= % birimkare olarak bulunur. l

e Integral
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SONUC
[a, b] araligi icin f(y)>g(y) ise y=a ve y=b dogrular ile egriler

b
arasinda kalan sinirl bélgenin alani A = flf(y)—g(y)|dy olarak ifade

edilir.

B ORNEK 31

x =y? egrisi ve x =y +2 dogrusu ile sinirl bélgenin alanini hesapla-
yiniz.

bco

x =y? egrisi ve x =y +2 dogrusunun kesim noktalari
y’=y+2 = y*-y-2=0
(y=2)y+1)=0 = y=2 vey=—1bulunur.

yA x=y+2 Boyali alan:
_ 2
,4fij:’x=v2 A= [l(y+2)-y]dy
2

=% birimkare olarak bulunur.

B ORNEK 32

x =y?—6y ve x=8—y? egrileri arasinda kalan bélgenin alanini
bulunuz.

b eoni

X =y?—6y ve x=_8—y? egrilerinin kesim noktalari

y?—6y=8-y*
2y2—By—8=0
y2—3y—4=0
(y—4)y+1)=0 = y=4vey=—1bulunur.
4
y
y A= [1(8—y?)—(y*—6y)ldy
X=y“—06y A
4
.................................. 4
\ - /(8_2y2+6y)dy
—1
O 3 4
2
) B 7 :(Sy_%ﬂyz)
—1
___/ _ 128 (a2
oy | (32— +48)—(-8+5+3)
:% birimkare olur.
Integral
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BwwORNEK33

Asagida verilen integralini hesaplayiniz.

4
a) f\/16—x2dx
0

b) j,\/g—xzdx

Sboon

a) y=416—x? fonksiyonu r = 4 yaricapli yarim gemberdir. Yandaki

4
Aboyali alani A= /\/16 —x?dx bigiminde hesaplanir.

> 0
Tr :71-16
4 4

4
f\/16—x2dx=A
0

A:

= 47 birimkare oldugundan

;
c) f V4 —x2dx
0
3/2

¢) | (/36—x2—x)dx

0

16 —x?

= 4r birimkare elde edilir.

b) y= V9—x2 fonksiyonu r = 3 yarigapli cemberdir. Yandaki A
3
boyali alani A = f\/9—x2dx biciminde hesaplanir.
-3

2

A= ”ér =97” birimkare oldugundan
3
[Yo=xdx=A
-3
=2 birimkare elde edilr
c) As alani 30° lik bir dilim alani olup A
a 7-4-30° & .. .
Ar=m-r? 360° ~ 3e0° 3 Piimkare ve A, alani da dik y=v4-x®
1-/3 _ /3 As
ucgen alani olup Az = i = £ birimkare seklinde bulunur.
2 2 ﬁ A2\/§
Bu durumda boyali alan A=A+ Az = (%+7> birimkare B 60° o
~2 o] 1 2 "X
bulunur.
Y

1
Azf\/4—x2dx =<%+§) birimkare elde edilir.
0

3/2

¢) f (/36 —x2—x)dx integralinin degeri cember ile dogru ara-

0

sinda kalan A alanidir. A alani r =6 olan 45° lik daire diliminin

alanina esittir.

_m-r?-45°  7-36-45 _ 91

360° 360

32
[ (V36—x2—x)dx=A=
0

N birimkare olup

97” birimkare elde edilir.

E;

integral
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Ekmek israfini 6nlemek amaciyla bayat ekmek di-
limlerinin Gzerine tereyagi surilip kizartilacaktir.
Ekmek dilimlerinin ylzey alanlarinin esit oldugu
ve bir ekmek diliminin taban uzunlugu 16 cm
oldugu bilinmektedir.

Dilimin st yiizeyi ise f(x)= _6 + 8 fonksiyo-

nu ile modellenmistir. 10 cm? ekmek yiizeyine
yaklasik 1,5 gr tereyagdi siruldigine gbre 512 gr
tereyagi ile kag tane ekmek dilimi yaglanabilir?

_(_8 >_
=\~2s +64)-0
s l6) 8 X A= 160 . >
| 3
2A = 32—0 cm? olarak bulunur.

10 cm? ekmek yiizeyine yaklasik 1,5 gr tereyagi sirildiigine gére

33& cm? ylizeye 16 gr tereyagi sirilmelidir.

1 dilim icin 16 g tereyagdi kullaniliyorsa 512 g tereyagi ile 32 dilim
ekmek yaglanabilir.

i < N S S :Eﬁiiﬁii..n- e

y =x% egrisiile y = x dogrusu arasinda kalan bolgenin alanini Geogebra programi yardimi ile bulunuz.

Giris: f(x)=x"3 by

G|r|§ g(X)=X

yazarak f(x)=x* ve g(x) = x fonksiyonlari-

ni olusurunuz.

Giris: a1=integralarasinda(f,g, -1, 0) £0.25

Giris: a2=integralarasinda(g,f, 0, 1)

Giris: a=al + a2

yazarak f ve g fonksiyonlari arasinda kalan
bélgenin alanini hesaplayiniz.

Integral
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B ORNEK. 35

Yazin tatil sezonunun kapanmasiyla birlikte acik Y

havuzlari kisa hazirlamak gerekir. Kis boyunca agik = —(x 3)2(x+3)

bulunan bir havuz bazen kazalara sebep olabilir. Hem
glvenlik hem de temizlik agisindan havuzun Gstinin
kapatiimasi gerekmektedir. A
Havuzun simetrik dogrusunun tstiinde kalan egri <3 3

y= %(x —3)%(x+3) fonksiyonu ile modellenmistir.

A
Havuz 6rtusi tasarlayan bir firma yandaki sekilde
gdsterilen havuzun Gstind kapatmak icin metrekaresi
60 TL olan bir 6rtd kullanacaktir. Bu értinin maliyeti
en az ka¢ TL olur? Y
~\$ I
? 1
s 2
A= 3f g (X~ 37 (x+8)dx
1 3
=§S/(X3—9x—3x2+27)dx
_1(xE_9x® g >3
= 8< 2 2 x°+27x 3
_ 81 _(81_81 108 _ 2
— (8-S —arve1)- (5 - S rar-81)|= 128 =135 m

2A =27 m? lik havuz igin maliyet en az 60-27 = 1620 TL olarak bulunur.

b ORNEK 36
Emre bir ugurtma senligi icin yandaki gibi bir m(x)= 8(2) +x+100 4 Y
ucurtma modellemisgtir.

Buna gére ugurtmanin yiizeyi en az kag cm?®
kagit ile kaplanabilir?

\_/

\
g(x):—2x<_/ \*f(X)
0] 40
~\$ . J
Yuzey alani: 2A
40
A:[(h(x)—f(x))dx
—f(——x+1oo 2x)d
- [ (X _x* 3 “©_40°  3-40? 5600
f( 3x+100>dx 50 o +100x| =555 +100-40 =222
11200

Bu durumda yizeyin alani en az 2A = cm? kagit ile kaplanabilir.

3

integral

—
—

2
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B ALISTIRMALAR

1. Asagida verilen egri ve dogrularin belirti-
len sinirlarda alanlarini bulunuz.

a) y=x—5,x=-2,x=1
b) x=y*+y,y=-1,y=1
c) y=3 ! — X=0,x=1

c) y—x-sinx,x=0, x=1

2. Asagida verilen egrilerle sinirlanmis bél-
gelerin alanlarini bulunuz.
a) y=x*—1ve y=3—-x%
b) y=x% ve y = x*+6x
c) y=x? ve y=3—2x
ve y=1

) y= x2+6

f(x)

<Y

Aq b As

Sekilde ifade edilen A1, Az ve As alanlari

icin ff(x)dx =
d

ff(x)dx =—10

a

d
-2, ff(x)dx=4 ve

b

ise Ai+ A:x+ As kac birimkare oldugunu
bulunuz.

4. y=|x?*—1] egrisinin x=—-2, x=3 dog-
rulari ile x ekseni arasinda kalan bélgenin
alanini bulunuz.

Integral
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<Y

oy 2 s
Sekildeki f:[2, 5]-[2, 6] ve y =1(x) fonk-

6
siyonu icin ff(x dx+/ (y)dy toplamini
2

hesaplayiniz.
6 I
4 f(x)
[C]) —
:O >
X
Y 2 6

Sekilde y =f(x) fonksiyonunun grafigi veril-

6
mistir. ff(x)dx =9 birimkare olduguna gore
2

4

ff" (x)dx integralinin degerini bulunuz.
3

7. y=x>—2x+3 egrisiile y=3—x dogrusu

arasinda kalan alani bulunuz.

8. x=y? ve y=x® egrileri arasinda kalan bél-

genin alanini bulunuz.

;
’ f\/1 —x%dx integralini hesaplayiniz.

|
il




. OLCME VE DEGERLENDIRME 6  m

A) Asagida verilen integrallerin esitini bulup sonuclarini karsilarindaki bosluklara yaziniz.

L
/ 3xX+7
; X2 +6x+5
2 3
fsecz(2x)dx
0
3 Vs
fxzcosxdx
0
4 1 ;
f1+e‘2XdX
0
5 2
Inx?
[,
;
6 9
fidt
Jt

B) Asagida verilen alanlarin esitini bulup tabloda eslestiriniz.

2.1 y=3x% I m. y=2yx V. y=x°

Yi yﬂ {
O X

O 2 x

\
-8
|

a b c d

8 2 12 8
3 3

integral
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C) Asagidaki coktan se¢cmeli sorulari cevap-
landiriniz.

2
3. xff(x)dx = 3x3+X? olduguna gore f'(x)

asagidakilerden hangisidir?

A) 6 B) 6x C) 6x+—+

2
D) 3x%+ E) x3+"T

X
2

4, 2x — 1
f(x+1)2(x+3)

dakilerden hangisidir?

dx integralinin esiti asagi-

A) %In ii? —2(X‘11)+c
B) 4in| %+ +2(X3+1)+c
C) %In ii; +2(X3+1)+c
D) 5in| X4 +2(X9:r1)+c
E) “In x+1 3

4" x+3| 2x+1)  ©

5. f(x)= 3x?+1, x<—1ise
—X+3, x=—1ise

-1
olduguna gore /f(x+2)dx integralinin
—4

degeri kactir?

A6 B)8 C)14 D)21 E)24

OLCME VE DEGERLENDIRME 6

Integral
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[

6. f:[0,4]- R, y=3x+ 1 fonksiyonu veriliyor.
[0, 4] araligini 4 esit pargaya bolen bolin-
tiye goére f fonksiyonunun Riemann alt
toplamini bulunuz.

A)18 B)20 C)22 D)24 E)26

7) fxcos3xdx integralinin esiti asagidakiler-
den hangisidir?

A) %cossx+§sin3x+c

B) 1 X
3cosSer 9smx+c

c) 1 LI
9cosBer 3sm3x+c

D) 1 X
9sm3x+ 30053x+c

E)y 1 _ X
9cosSx 3sm3x+c

8)/ X __dx integralinin esiti asagidakiler-
x+1

den hangisidir?

4
A) 2xVx+1+gy(x+1) +c

B) %\/x+1—2x\/(x+1)3+c

C) Vx+1+y(x+1)P+c

D) %J(x+1)3—2Jx+1+c

E) 2x¥/x+1 —%J(x+1)3+c

T
1+tan®x . inin degeri
9. ftaTdX integralinin degeri kactir?

5

3

A) Iny2 B) In2 C) '”g

D) In3 E) Inv3
— ]
e —




10.

1.

12.

J——

V2
f V4 —x2dx integralinin degeri kactir?
_‘/2
A T+2 B) 7—2
D) 27 +2 E)

C) 2n
s
2

3

e PTG < —0i
dx f(x) = 4x o Ve f(2)=0 ise f(x)

fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?

A) F(x)=xt+ T+ 120
B) f(x)—x4+%—%
C) f(x)=x +%+%
D) f(x) x3+%+%

1) =x*+ L - 122

s
fx d(sinx) integralinin degeri kactir?

A) :{g(n —8r—32)

B) g( 2487 +32)
2

C) g5 (7°—87+32)

D) g(n +8r—32)

E) 3@(7{2—87{—16)

OLCME VE DEGERLENDIRME 6

13.

14.

|

integral

- 0

f(x)

g(x)

Sekilde f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin
grafikleri verilmigtir.

f(x)
fg(x

—1

/g 2( ) dx integrali-

nin degeri kactir?

A)—2 B)-1 C)0 D)1 E)2

dx integralinin esiti asa-

/ X
(x+1)(x+2)

gidakilerden hangisidir?

(x+1)
X+2

B) In[(x+1)(x+2)|+c¢
C) |n(§I;)2 te

X+1
X+2

D) In +c
(x+2)?

E) In X+1

385




15.

16.

|

cosx, X <0 ise
. ) ve
sinx, x>0 ise

f(x)={

T
cosx, X <75 ise
9(x)= .
sinx, X = = ise
2
olduguna goére /[f(x)—g(x)]dx integra-
linin degeri kactir?

A)—2 B)-1 C)0 D)1 E)2

vA y=x

Yukaridaki grafikte verilen y = % egrisi ile
y=x, x=2 ve y=0 dogrular arasinda

kalan bélgenin alani ka¢ birimkaredir?

A) 3+Ih2  B) In2 C) 5 +In3

E) L+n2

D) 2+In2 >

Integral
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OLCME VE DEGERLENDIRME 6

[ S

17. n € N olmak Uzere ( )2
_ 1 _(x=n
f:[n, n+1)—»[0, 3n> ve fn(x) 3"

biciminde tanimlanan fonksiyonlar ile x

ekseni arasinda kalan bolgeler agagidaki
sekilde boyali olarak verilmigtir.

YA

fo

Buna goére tiim boyali bélgelerin alanlari
toplami kagtir?

3°—1 301 3"0—1
A Ty B) 5 a0 © "y g0
310 l 9
D) - E) 5(3°-1)
18. i);n f(x)
5 ................
A
\

Yukaridaki sekilde y = f(x) fonksiyonunun
grafigi verilmistir.

6
[ (2f(x)—4)dx = 32 olduguna gére A de-
2
gerinin kag¢ birimkare oldugunu bulunuz.

A)14 B)15 C)16 D)18 E)24

iy




19.

20.

21,

J——

2
f|x3—x|dx integralinin degeri kactir?
4

a1
4

15

7
A g e

B S oL D2 g

=

6 X _
nedir?

dx integralinin esiti

A) %3 (x—2)“+g6 (x=2)"+c
3,

B)4

(x— 2)4+ &/ (x—2) +c

C) SY(x-2) + L/ (x-2) +c
35

D) 2 (x—

2)7+%3 (x—2)*+c

ie _ 7 gs _ 7
3 (x 2)+7 (x—2)"+c¢c

fxsln xdx integralinin esiti agsagidakiler-
den hangisidir?

OLCME VE DEGERLENDIRME 6

- 0

C) Asagidaki acik uclu sorulari cevaplandiri-

niz.

22. Asagida y = x? paraboliiile y =2 —x dog-
rusunun grafigi verilmigtir.

Buna gére boyali bélgenin alani kag¢ bi-

rimkaredir?

23/

A) (3x*—6x+6)Inx+c
B) (6x—6)Inx+c
c x* x*
) TmX"‘%‘FC
x* x3
D) 3 Inx 4 +c
4 4
E)y X_ _X
) s Inx—Jg+c
—

integral

sinx
sin(x+2)

dx integralinin esitini bulunuz.
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__—a OLCME VE DEGERLENDIRME 6

24. fSSX“ -3*-In3dx integralini hesaplayiniz.

1
25. fe*xdx integralini hesaplayiniz.
0

26. dex integralini hesaplayiniz.

x>—5x+6

27. f x-cos2x dx integralini hesaplayiniz.
0

Integral
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28.

29.

[%/3x*+2x+1-(6x+2)dx integralini

hesaplayiniz.

yi

1
N2 19 1 244 5 g
-3 N
: “f(x)

A

y = f(x) fonksiyonuna ait grafik verilmistir.
Buna gére

0
a) ff(x)dx integralini hesaplayiniz.

-3

8
b) ff(x)dx integralini hesaplayiniz.
-3

8
c) /If(x)ldx integralini hesaplayiniz.
-3

q




J——

OLCME VE DEGERLENDIRME 6

- 0

33. dx . .-
30. fln(sinx)cotx dx integralini hesaplayiniz. f1+tanx integralini hesaplayiniz.

34. 0 <k < 16 olmak Uzere tepe noktasi T olan
y = —x2—8x parabolii ve

y =k dogrusu asagidaki grafikte gésterilmis-
tir.

by
y =—x2—8x
3
31. Ldx integralini hesaplayiniz.
J ey O nteg P )
y=k
—8| —4 {0 X

Buna gére boyali bdlgelerin alanlari topla-
mi kag birimkaredir?

32. f%dx integralini hesaplayiniz. 35. 17
-2

a_
—6 0] PX
b

f(x)

y

Sekildeki grafik y =f(x) fonksiyonuna aittir.

a 3
/f(x)dx+ff(y)dy=5 olduguna gore
—6 b

a-b degerini bulunuz.

| |

= Integral
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36. [ & (f(x)+1 (x))dx = ef(x)+c esitliginin

dogru oldugunu gdsteriniz.

f— 2 .
37. f (2—cos™)- cost dt integralinin esitini

7 — cos?t—5 - sint
bulunuz.

3
38. fxln(x2—1)dx integralini hesaplayiniz.
2

39. Asagida y = cosx ve y=sinx grafikleri

verilmigtir.
YA
y= cosx/-
<0 X
y =sinx
\J

Buna gére boyali bélgenin alani kag
birimkaredir?

Integral
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[

D) Asagidaki sorulari verilen bilgilere gbre
cevaplandiriniz.

V =50 m/sn.

f

Yerden 120 m yukseklikte bulunan bir cisim
50 m/sn. hizla yukari dogru dikey olarak firlatili-
yor. Cismin yer ¢cekimi ivmesi 10 m/sn? olsun.

t saniye sonraki zamana gore asagidaki 37, 38
ve 39. sorulari cevaplandiriniz.

40. Cismin a(t)ivmesini, V(t)hizini ve S(t)
konum denklemini bulunuz.

41. Cismin cikabilecegi maksimum yiiksekligi
bulunuz.

42. Cismin yere carptigi ana kadar gecen
silireyi hesaplayiniz.

il
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.« OLCME VE DEGERLENDIRME 6  m

o |
A
1 : a
i b
- - ——
OV 1 2 c X

Yukaridaki y = % ve y= % egrilerinin grafikleri

x=1, x=2 ve x=c dogrulari ile sinirladigi
alanlar sekildeki gibi verilmigtir.

Bu bilgileri kullanarak 40, 41 ve 42. sorulari
cevaplandiriniz.

43. a ve b degerlerini bulunuz.

44, Grafikteki boyal alanlar arasinda A =5B
bagintisi olduguna gére ¢ degeri kagtir?

45. A ve B alanlarinin birbirine egit olmasi
icin ¢ ka¢ birim 6telenmelidir?

46. Motosiklet treten bir firma, ayda x adet

"

47.

integral

motosiklet Uretilmesi durumunda gider fonk-
siyonunu f(x) =600 -3, (0 < x < 1000)

olarak belirtiyor.

Bu firma 300 adet motosiklet Gretimini
900 adet liretim seviyesine yiikseltme
durumuna goére

a) Toplam giderde ne kadarlik bir ar-
tis olacagini belirli integral ile ifade
ediniz.

b) Toplam giderdeki artis miktarini bu-
lunuz.

Bir tankerden sizan petroliin deniz yi-
zeyinde kapladigi alanin artis hizi
V(t)=3t>—2t (m?/saat) kural ile veriliyor.
ik 1 saatin sonunda petrol sizintisinin kap-
ladigr alan 100 m? olduguna gére

a) Petrol sizintisinin zamana gére deniz
yiizeyinde kapladigi alaninin A(t)
kuralini bulunuz.

b) 5 saat sonra deniz ylizeyinde olugsan
petrol sizintisinin kapladigi alan kag
m? olur?

c) Tankerin deposunda 1000 ton petrol
vardir. Sizintiya herhangi bir miida-
halede bulunulmamistir. Sizinti saat
13.00’te basladigina gore saat kacta
sizintinin bitmesi gerekir?

391



48. Bilgisayarda dizayn edilen ugagin burun kis-
mindan alinan bir kesit sekildeki gibidir. Dig

49.

|

2

.. X P |
ylzeyi y =75 ve i¢ yizeyi y—§+§

egrileri ile modelleniyor.

Ucak burnunun tst kismindan 3 birimlik bir

kesit aliniyor.

Buna gére olusan kesit alaninin kag¢ bi-
rimkare oldugunu bulunuz.

Yi

OLCME VE DEGERLENDIRME 6

4x>

_ 1 4x®
Y=%"%725
X2

y="15

A

R

¥

Bir asma k&priniln kablolar degistiriimek
isteniyor. Celikten yapiimis kablolarin uzun-

b
ugu L= [ y1+[t(0Fdx kurali ile bulun-

maktadir. Buna gore

|CB|=f(x)= %(X— 1) egrisinin

x =0ve x =4 dogrulan arasinda kalan
parcasinin uzunlugu kag birim olur?

392
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50. Kanserde erken mudahale tedavi basarisi-

ni artirmaktadir. Toplumda sik gérulen bu
hastaligin erken tanida tedavi ihtimali vardir.
Bundan dolayi toplumu bilinglendirmek igin
cesitli projeler uygulanmaktadir.

“ Kanser ve Bilingli Toplum” projesi kapsamin-
da seminer veren bir doktor, seminere katilan
insan sayisinin her seminerde 100 + 200t
(kisi/seminer sayisi) orani ile degisecegini
tahmin etmektedir.

Buna gére

a) 1 ve 4. seminerler arasinda tahmini kac
kisi bu projeden yararlanmigtir?

b) Doktorun amaci 7000 kisiye proje kap-
saminda seminer vermek olduguna goére
toplamda ka¢ seminer vermelidir?

Integral

DEGERLENDIRME

Cevaplarinizi cevap anahtari ile karsilastiriniz. Yan-
s cevap verdiginiz ya da cevap verirken tereddit
ettiginiz sorular ile ilgili konular veya faaliyetleri tek-
rarlayiniz. Cevaplarinizin timi dogru ise bir sonraki
6grenme faaliyetine geginiz.

iy




GEOMETRI

7. ANALITIK GEOMETRI

7.1. CEMBERIN ANALITIK INCELEMESI

Cember; matematik, geometri, fizik vb. bilim dallari ve glinlik hayatta bir¢cok alanda kullanilir. Evde, okulda,
sporda, sanatta ve bir¢ok is alaninda ¢emberin kullanildigini gormek mimkiindir. Basketbol potasi, ylzik,
radar ekrani ve yagmur damlalarinin suda olusturdugu dalgalar cember seklindedir.

Hazirlik Calismasi

Analitik dizlemde yarigap uzunluklari biri digerinin iki kati ve her iki ekse-
ne de birinci ve ikinci bolgede teget olan ¢cemberler veriliyor. Bu cember-
lerin merkezlerinden gegen dogrunun denklemini bulunuz.
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7.1. CEMBERIN ANALITIK INCELEMESI

Bu Bdliimde Neler Ogreneceksiniz?

o Merkezi ve yancapi verilen cemberin denklemini olusturma
e Denklemleri verilen dogru ile cemberin birbirine gdre durumlanni belirleyerek islem yapma

Terimler ve Kavramlar

o  Cemberin standart
denklemi

o GCemberin genel

denklemi

iki nokta arasindaki uzaklik

A(Xy, ¥y) B(X2 ¥2)
o—O0

|AB|:\/(X1_X2)2+(Y1 —Y2)?

394

Analitik diizlemde sabit bir M(a, b) noktasi segilir. Bu M noktasina esit
uzaklikta bulunan noktalarin kimesine (geometrik yerine) cember de-
nir. Burada secilen sabit noktaya cemberin merkezi denir.

Sekildeki sabit nokta M(a, b) ve bu noktaya esit uzaklikta bulunan
noktalardan herhangi biri P(x, y) olsun. M ile P noktalari arasindaki
uzaklik bu gcemberin yaricapi olup rile gOsterilir.

iki nokta arasindaki uzaklik formiilinden |MP |=r = \/(x —ay+(y—b)
olur. Her iki tarafin karesi alinirsa (x —a)?>+(y —b)? = r?> denklemi elde
edilir. Bu denkleme cemberin standart denklemi denir.

B ORNEK 1

Analitik diizlemde merkezi M(—3, 2) ve yarigap uzunlugu r =5 birim
olan ¢cemberin standart denklemini bulunuz.

~\$ i
v

Analitik diizlemde merkezinin koordinatlari M(a, b) ve yarigap uzunlu-

gu r olan cemberin standart denklemi (x—a)?+(y—b)?=r? oldugun-
dan bu denklemde a=-3,b=2 ve r=5 degerleri yerine yazilirsa
cemberin standart denklemi (x+3)2+(y—2)? = 25 olarak bulunur.

Analitik Geometri

—
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b ORNEK 2

Analitik diizlemde standart denklemi (x —4)?+(y + 2)2 =9 olan ¢cem-
berin merkezini ve yarigcap uzunlugunu bulunuz.

Socora

Analitik dlizlemde merkezi M(a, b) ve yaricap uzunlugu r birim olan
¢emberin standart denklemi

(x—a)*+(y—b)*=r? oldugundan

(x—4)2+(y+2)*=9 ifadesinde

a=4
b=-2
=9

r =3 birim olur.

Buradan gemberin merkezinin koordinatlari M(4, —2) ve vyaricap
uzunlugu 3 birim olarak bulunur.

B ORNEK.3

Analitik diizlemde merkezi M(—1, —2) olan ve P(3, 4) noktasindan
gecen ¢cemberin standart denklemini bulunuz.

Socont

Cemberin standart denklemini yazabilmek icin cemberin yarigap uzun-
lugu bilinmelidir.

P(3, 4)

iki nokta arasindaki uzaklik formiliinden |MP|=r olur.
IMP = /(3—(=1))?+(4—(-2))?
= /&7 6
=4/16+36
V52
= 2,/13 birim bulunur.

Merkezi M(—1, —2) ve yaricap uzunlugu r =2,/13 birim olan gembe-
rin standart denklemi

(x=(=1))+(y—(—2) =(2/13)
(x+1)?+(y+2)*=52 olarak bulunur.

Analitik Geometri

‘

=
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Orta nokta formuli

M(a, b)
A(X4, Y1) B(Xy, ¥2)
a:X1+X2 b:y1;y2

Bir Noktanin Bir Dogruya
En Kisa Uzakhgi

A(Xy, Y1)
< HT' > ax+by+c=0
_|ax, + by, +c|
e

396

BwwORNEK4

Analitik diizlemde A(2, —4) ve B(4, 6) noktalari veriliyor. AB dogru
parcasini ¢gap kabul eden cemberin standart denklemini bulunuz.

Soon

AB dogru pargasi ¢cemberin ¢api ol-
dugu icin AB dogru pargasinin orta
noktasi bu c¢emberin merkezidir.
Cemberin merkezi M(a, b) olmak

Uzere orta nokta formulinden
_2+4_6_,
2 2
b= _42+ 6 _ % =1 bulunur.

B(4, 6)

Bu durumda ¢emberin merkezi

A(2,-4) M(3, 1) olur.

r=|MB]|

=y(3-42+(1-6)

— V(1P (-5

=4/1+25=/26 birim bulunur.
Merkezi M(3, 1) ve yaricap uzunlugu v/26 birim olan cemberin stan-
dart denklemi (x—3)2+(y—1)*=26 olur.

B ORNEK 5

Analitik diizlemde merkezi M(—1, —2) olan gember, denklemi
3x+4y —4 =0 olan dogruya teget olduguna gbre bu cemberin stan-
dart denklemini bulunuz.

é@ cOZUM

Cember dogruya teget oldugundan M noktasinin 3x+4y—4=0
dogrusuna uzaklhgi cemberin yaricapi kadardir.
Buradan

IMP|=r
13- (-D+4-(-2)-4
\/32+42

_|1-15]
- 5
= 3 birim olarak bulunur.

Cemberin standart denklemi

(x—(=1))+(y—(—2))* =32
(x+12+(y+2)°=9 olur.

Analitik Geometri




Merkezi x Ekseni Uzerinde Olan Cemberin Denklemi

Cemberin merkezi M(a, b) olsun.
Cemberin merkezi x ekseni Uzerinde oldugu i¢in merkezin ordinati
b=0 olur. Buradan M(a, 0) olur.

Cemberin yaricap uzunlugu r birim ise standart denklemi
(X—a)2+(y—0)2 =r?
(x—a)*+y?=r? olarak bulunur.

b ORNEK 6

Merkezi x ekseni Uizerinde, apsisi 2 ve yari¢cap uzunlugu 5 birim olan
cemberin standart denklemini bulunuz.

Socont

Cemberin merkezi x ekseni Uzerinde apsisi '
2 oldugundan merkezi M(2, 0) olur. Yarigap
uzunlugu r =5 birim oldugundan ¢emberin
standart denklemi

(x—2)2+y? =52 -
(x—2)2+y? =25 olarak bulunur.

Merkezi y Ekseni Uzerinde Olan Cemberin Denklemi

Cemberin merkezi M(a, b) olsun. Merkezi y ekseni (izerinde ol-
dugu icin merkezinin apsisi a =0 olur. Bu durumda M(0, b) olur.
Yarigap uzunlugu r birim oldugundan ¢emberin standart denklemi
x>+ (y—b)?=r? olarak bulunur.

y

A
O
<
v
x

Analitik Geometri
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b ORNEK 7

Analitik dizlemde merkezi y ekseni Gzerinde, ordinati —3 ve yaricap
uzunlugu 4 birim olan ¢cemberin standart denklemini bulunuz.

Cemberin merkezi y ekseni lizerinde ordinati
—3 oldugundan gcemberin merkezi M(0, —3)
olur.

Yarigap uzunlugu r =4 birim oldugundan ¢cem-
berin standart denklemi
x2+(y—(—3))° =42

x2+(y+3)* =16 bulunur.

Merkezi Orijinde (Baslangic Noktasi) Olan Cemberin
Denklemi

Gemberin merkezi M(a, b) olsun. Cemberin merkezi orijinde oldugu
icin merkezi M(0, 0) olur.

AY Cemberin standart denkleminde
r a=Db =0 yazilirsa
(x—a)+(y—b)y=r?
(x—0)2+(y—0)*=r?
X2+ y2 =12

0 r merkezil gember denklemi elde edilir.

Cember x eksenine teget oldugu icin cemberin yaricap uzunlugu ayni
zamanda M noktasinin ordinatinin mutlak degeri kadardir. r=|b| olur
(Yarigap uzunlugu negatif olamaz.). Bu durumda ¢cemberin standart

denklemi (x—a)®+(y—b)*=Db? olur.

Analitik Geometri

q




s ORNEK 8

Analitik diizlemde merkezi M(—1, 2) ve x eksenine teget olan cembe-
rin standart denklemini bulunuz.

) GOZUM

Cember x eksenine teget oldugu icin cem-
berin yarigcap uzunlugu r=[2|= 2 birim olup
cemberin standart denklemi
(x—(—1)P+(y—2fF =22

(x+12+(y—2) =4 olarak bulunur.

y Eksenine Teget Olan Cemberin Denklemi

Cember y eksenine teget oldugu icin cemberin yaricap uzunlugu mer-
kezin apsisinin mutlak degeri kadardir. r =|al olur. Bu durumda ¢em-
berin standart denklemi (x—a ) +(y—b)*=a? olur.

Ay

B ORNEK. 9

Analitik diizlemde merkezi M(—2, 1) ve y eksenine teget olan gembe-
rin standart denklemini bulunuz.

Soon

Cember y eksenine teget oldugu icin
r=|—2[=2 birim olup ¢cemberin standart
denklemi

(Xx—(=2)P +(y—1) =22
(x+272+(y—1) =4 olarak bulunur.

Analitik Geometri
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Her iki eksene de teget
olan cemberlerin mer-
kezleri y=x ve y=—X
dogrulari tizerindedir.

Her iki Eksene de Teget Olan Cember Denklemi

Merkezi M(a, b) ve yaricap uzunlugu r birim olan cember her iki ek-
sene de teget ise gemberin yarigap uzunlugu r =|al=|b]| olur.

Bu ¢cemberin standart denklemi, cember

I. bolgede ise merkezi M, (r, r) olacagindan (x—r)?+(y—r)*=r?

Il. bdlgede ise merkezi M, (—r, r) olacagindan (x+r)2+(y—r)*=r?

IIl. bolgede ise merkezi M, (—r, —r) olacagindan
(X+r2+(y+rP=r?

IV. bdlgede ise merkezi M, (r, —r) olacagindan (x—r)2+(y+r)*=r?
olur.
Y= X Yorrsorsmsnn o
i NMCED Y
M, (r; )
- ~— X
M, (r;=r)
Mg (=1, —r) :
BewORNEK 10

Yarigap uzunlugu 2 birim ve eksenlere analitik dizlemin 3. bélgesinde
teget olan cemberin standart denklemini yaziniz.

3@ cOZUM

AY Cember eksenlere analitik diizlemin 3. bol-
gesinde teget oldugundan ¢emberin mer-
kezinin koordinatlari M(—2, —2) olur.

Bu durumda ¢emberin standart denklemi

A

(x—(=2)P+(y—(—2))* =22
) (Xx+22+(y+2)* =4
M olarak bulunur.

Analitik Geometri
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BusswORNEK-11

Analitik diizlemde merkezi 3x —y — 12 = 0 dogrusu Uzerinde bulu-
nan ve her iki eksene de birinci bélgede teget olan gemberin standart
denklemini bulunuz.

{@ cOZUM

Cember her iki eksene de analitik diizlemin . Ay
bélgesinde teget oldugundan ¢emberin merkezi
M(r, r) seklindedir. M noktasi 3x—y—12=0
dogrusu tzerinde oldugundan bu dogru denkle-
mini saglar.

3x—y—12 =0 dogru denkleminde

X =r ve y =r degerleri yerine yazilirsa

3r—r—12=0

3x—y—12=0

A

or=12 o) / 6
r =6 birim bulunur. v

Cemberin merkezi M(6, 6) ve yarigap uzunlugu 6 birim oldugundan
cemberin standart denklemi (x—6)?+(y—6)* =36 olur.

BuwwORNEK.12

Analitik dizlemde x =3 ve x =—1 dogrularina teget olan, merkezi
y +x—4 =0 dogrusu Uzerinde bulunan cemberin standart denklemini
bulunuz.

& cozom--
Xx=-—1 X

= =3 Sekilde gorildagu gibi gember

\‘ 1 x =3 ve x =—1 dogrularina teget
oldugundan ¢emberin yaricap

2<\ uzunlugu bu iki dogru arasindaki

by
/_\. uzaklhigin yarisi kadardir.
N
2

B _|AB|
+ O = =X _
[l \

N T

13—(-1)]
' 2
y+x—4=0

A

A

= 2 birim olur.

Cemberin merkezi x =3 ve x =—1 dogrularina esit uzaklikta
bulunan x =1 dogrusu Uzerinde olur. Buradan merkezi M(1, b)
seklindedir. Merkez ayni zamanda y+x—4 =0 dogrusu Uzerinde
oldugundan dogru denklemini saglar. x =1 ve y =b degerleri dogru
denkleminde yerine yazilirsa
b+1-4=0

b—3=0 = b=3 bulunur.
O halde merkezi M(1, 3) ve yarigapi 2 birim olan gemberin standart
denklemi
(x—1)P+(y—3)P=22
(x—1)+(y—3)?=4 olarak bulunur.

Analitik Geometri

—
—
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B ORNEK 13

Analitik dizlemde y=-2 ve y=4 dogrularina teget olan, merkezi
2y +x—4 =0 dogrusu Uzerinde bulunan ¢cemberin standart denklemi-
ni bulunuz.

1 cozim

Cember y=-2 ve y =4 dogrularina teget oldugu icin cemberin
merkezi bu iki dogruya esit uzaklikta bulunan y = 1 dogrusu lzerin-
de olur. Merkezi M(a, 1) olur. Gember y =—2 ve y =4 dogrularina
teget oldugundan ¢emberin yaricap uzunlugu bu iki dogru arasindaki
uzakhgin yarisi kadardir.
~_lagl
2
_la-(-2)]
2
=3 birim bulunur.

Cemberin merkezi ayni zamanda 2y +x—4 = 0 dogrusu Uzerinde
oldugundan dogru denklemini saglamalidir. x =a ve y = 1 degerleri
dogru denkleminde yerine yazilirsa

2-1+a—4=0
a—2=0
a=2 olur.

Buradan M(2, 1) ve r =3 birim olan cemberin standart denklemi

(x—2P+(y—1/=3?
(x—2P+(y—1)?=9 olarak bulunur.

BwwORNEK 14

Analitik diizlemde x—2y+4 =0 ve 4y —2x—20 =0 dogrularina te-
get olan, merkezi x = —1 dog@rusu Uzerinde bulunan ¢gemberin merke-
zinin ordinati kagtir?

Analitik Geometri

q




Socon

Xx—2y+4=0 ile 4y —2x—20 =0 dogrularinin egimleri esit ve %
oldugundan bu dogrular birbirine paraleldir. Cember x—2y+4 =0 M

ve 4y —2x—20 = 0 dogrularina teget oldugu icin cemberin merkezi
bu iki dogruya esit uzaklikta bulunan x —2y+7 =0 dogrusu uzerin-

dedir. Ayrica cemberin merkezi x = —1
dogrusu Uzerinde bulundugundan
merkezin koordinatlart M(—1, b)
seklindedir. M noktasinin koordinatlari
x—2y+7 =0 dogru denklemini saglar.
x=—1ve y=Db degerleri dogru denk-
leminde yerine yazilirsa

—1-2b+7=0
2b=6
b =3 olur.

Buradan ¢cemberin merkezinin ordinati
3 olarak bulunur.

BwwORNEK15

Analitik dizlemde merkezi y = 3x —2 denklemiyle verilen dogru Uize-
rinde bulunan, eksenlere analitik dizlemin dérdiinct bélgesinde teget

olan gcemberin standart denklemini bulunuz.

Sbcon

Cember analitik dizlemin dérdlncu boélgesinde eksenlere
teget oldugu icin cemberin merkezi M(r, —r) seklindedir.
Cemberin merkezi y = 3x —2 dogrusu Uzerinde oldugu
icin merkezin koordinatlari bu dogru denklemini saglar.
x =r ve y =—r degerleri dogru denkleminde yerine yazi-
lirsa

y=3x—-2
—-r=3r—2

4r=2 = r:% bulunur.

Cemberin merkezinin koordinatlar M(%, —%) olur.

Cemberin yaricapi r = % birim olup ¢emberin standart
denklemi

(=3 +l-(-3)]-(3)

(x—%>2+<y+%>2 = % olarak bulunur.

Analitik Geometri

di:ax+by+c=0

ds:ax+by+<—c'£CI >=0
dz:ax+by+d=0

d1/ d2 / ds

4y—2x—-20=0

7X—2y+7=0

x—2y+4=0
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BewORNEK 16

Analitik dizlemde merkezi 2x —y+6 = 0 dogrusu Uzerinde bulunan
ve her iki eksene de analitik dizlemin 2. bélgesinde teget olan ¢embe-
rin standart denklemini bulunuz.

Sboon

Cember eksenlere analitik diizlemin 2. bélgesinde teget oldugu igin
¢emberin merkezi M(—r, r) seklindedir. M noktasi 2x—y+6=0
dogrusu Uzerinde oldugundan dogru denklemini saglar.

2x—y+6=0
2:(-r)—r+6=0
—3r=—6

r =2 bulunur.

Bu durumda gemberin merkezi M(—2, 2) ve yarigap uzunlugu r =2
birim olup ¢cemberin standart denklemi
(x+2)+(y—2)* =4 seklinde bulunur.

Cemberin Genel Denklemi

Cemberin standart denklemi acilirsa
(x—ay+(y—b)y=r?
x?—2ax+a®+y?—2by+b®=r?
x?+y?—2ax—2by+a®+b?—r>=0 olur.
Bu ifadede —2a =D, —2b =E, a®+b?—r?=F olsun. Bu esitlikler
denklemde yerine yazilirsa x°+y°+Dx+Ey+F =0 elde edilir.
Buna cemberin genel denklemi denir.

—_2a=D —-2b=E

__D __E
a=-5 b=-%

D
2

no|m

olup cemberin merkezi M(— ) olur.

a?+b?—r2=F
r’=a’+b*—F
(35

»_D?  E?

r 4 +T—F
2 _D’+E’—4F
4

r= %«/D2+ E2— 4F birim bulunur.

Bu durumda denklemi x*+y?+Dx+Ey+F =0 olan gemberin merke-
Zi M(—%, —%) ve yarigap uzunlugu r = %\/D2 +E”—4F olur.

Analitik Geometri
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D?+E?—4F ifadesine x*+y®+Dx+ Ey+F =0 gember denkleminin
diskriminanti denir.
Bu durumda

I. D*+E?—4F > 0 ise verilen denklem bir gember belirtir.
Il. D2+ E®—4F <0 ise verilen denklem bir gember belirtmez.

Ill. D2+ E2—4F = 0 ise verilen denklem bir nokta belirtir. Bu noktanin

koordinatlar M(—%, —%) seklindedir.

Ax®+By®+ Dx + Ey + F = 0 denkleminin gemberin genel denklemi
olabilmesi igin A =B # 0 olmalidir. Bu denklem x? li ve y? li terimle-
rin katsayisi 1 olacak sekilde diizenlenmelidir. Cemberin genel denkle-
minde xy li terim yoktur. Yani xy li terimin katsayisi 0 olmalidir.

B ORNEK 17

x?+y?—8x+10y+21 =0 denklemi bir gember belirtir mi? Cember
belirtir ise bu gemberin merkezini ve yaricap uzunlugunu bulunuz.

x%+y?—8x+10y+21 =0 denkleminde
D=-8, E=10, F =21 olup buradan
D*+E®~4F = (-8 +10°— 421
=64+100—84
=80 bulunur.

80 > 0 oldugundan verilen denklem bir gember belirtir.
Cemberin merkezi

(-8, -5)-m(-(-3) - %)
=M(4, —5) olur.

Cemberin yarigcap uzunlugu
r=5/D?+E7~4F

- %@

= %4\/5 =2,/5 birim bulunur.

)V

Analitik Geometri

| |
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BewORNEK 18

Analitik dizlemde x®+y?—2x+4y+13=0 denklemi bir gember
belirtir mi? Gember belirtir ise bu gemberin merkezinin koordinatlarini
ve yaricap uzunlugunu bulunuz.

Sboont

x?+y?—2x+4y+13 =0 denkleminde
D=-2,E=4,F=13 olup
D*+E?*—4F =(—2Y+4°-4-13
=4+16—-52
=-32
=—382 bulunur.
—32 < 0 oldugundan verilen denklem bir cember belirtmez.

BwORNEK 19

Analitik dizlemde x®+y?—4x+6y+13=0 denklemi bir gember
belirtir mi? Cember belirtir ise bu gemberin merkezinin koordinatlarini
ve yaricap uzunlugunu bulunuz.

Soon

x2+y?—4x+6y+13=0 denkleminde
D=-4,E=6,F=13 olup
D?+E*—4F =(-47+6°-4-13

=16+ 36 —52 =0 bulunur.
O hélde denklem bir nokta belirtir.

Bu nokta

(-5 5)-ml- -8
=M(2, —3) olur.

Buw.ORNEK 20

x?+y?—4x+ 6y —k = 0 denklemi bir cember belirttigine gére k nin ala-
bilecegi en kugik tam sayi degeri kagtir?

{@ cOZUM

x?+y?—4x+6y—k =0 denkleminde D =—4, E=6, F=—k olur.
Bu denklem gember belirttigine gére D*+ E?>—4F > 0 olmalidir.
(—4P+6°-4-(-k)>0
16+36+4k >0
52+4k >0
4Kk > —52
k > —13 olur.
Bu durumda k nin alabilecegi en kigulk tam sayi degeri —12 olur.

Analitik Geometri
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BuwORNEK 21

x?+y?+(k+1)xy—4ky —5 =0 denklemi bir gember belirttigine gére
bu cemberin yaricap uzunlugunu hesaplayiniz.

{@ cOZUM

x?+y?+(k+1)xy—4ky —5 =0 ifadesinin bir gember belirtmesi igin
xy li terimin katsayisinin O olmasi gerekir.
Bu durumda
k+1=0

k = —1 bulunur.
Denklemde k =—1 degeri yerine yazilirsa
x*+y?—4(-1)y-5=0

x?+y?+4y—5 =0 denklemi elde edilir.

Bu denklemde D =0, E=4, F=—-5 olup ¢gemberin yaricap uzunlugu

— L /o7 r47=4(-5)
r=-5/0+16+20
r=%«/ﬁ=3 birim bulunur.

BuwsORNEK. 22

(a—3)x*+(3a—1)y*—6ax—4ay+12 =0 denklemi bir cember belirt-
tigine gére bu cemberin yaricap uzunlugunu hesaplayiniz.

5' _—

Genel cember denkleminde x* ve y? li terimin katsayilari esit ve 1
olmalidir. x* ve y?li terimlerin katsayilar esitlenirse
a—3=3a—1
2a=-2 = a=-—1o0lur.
Bu deger denklemde yerine yazilirsa
(=1=3)x*+(3(=1)—1)y?*—6(-1)x—4(-1)y+12=0
—4x%— 4y2+6x+ 4y +12 = 0 elde edilir.

Bu denklemde x® ve y? li terimlerin katsayilarini 1 yapmak icin denk-

lemin her iki tarafi (—%) ile carpllir.

(—%) (—4x—ay*+6x+ay+12)=(-5 )0

xZ+y2— 3x y —3 =0 denklemi elde edilir.

Bu cemberin genel denkleminde D = —%, E =—-1, F =—-3 olup ¢cembe-

rin yaricap uzunlugu

l 3 2
5 \/ +( 1)2—4-(-3)
_1./9
=5 Z +1+12
_ % % - @ birim bulunur.
Analitik Geometri
p—1
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Analitik duzlemde
x=a, y="b dogrula-
rina teget olan cembe-
rin merkezi, A(a, b)
noktasindan gecen ve
egimi tan45° =1 veya
tan135° = —1 olan
dogru Uzerindedir.

A(X1, y1) noktasindan
gegen ve egimi tane = m
olan dogrunun denklemi
y—y1=m(x—x1) seklin-
dedir.

408

Analitik diizlemde x=-2,y=3
dogrularina teget olan ve merkezi
y —2x—6 =0 dogrusu Ulzerinde
bulunan gemberlerden birinin mer-
kezinin koordinatlarini bulunuz.

y=3 =« ;0 3 >
- ,/ - o X
\ 4 Y
y—=2x-6=0 y=-_9

y=x+5

y—2x—6:=O:

Analitik dizlemde x =-2, y =3 dogrularina teget olan ¢cemberin mer-
kezi A(—2, 3) noktasindan gecen ve egimi tan45° = 1 olan dogru tize-
rindedir. ilk olarak bu dogrunun denklemi
y—3=1(x—(-2))
y—3=(x+2)

y =Xx+5 bulunur.

Cemberin merkezinin koordinatlari y—2x—6 =0 dogrusunun Uzerin-
de oldugundan bu iki dogru denkleminin kesisim noktasi bulunur.
y=x+5 degeri y—2x—6 =0 denkleminde yerine yazilirsa
x+5-2x—-6=0

—Xx—1=0 = x=-—1olur.

x =—1icin y=—1+5 =4 olup gemberin merkezi M(—1, 4) olarak
elde edilir. Diger cemberin merkezi de A(—2, 3) noktasindan gegen
ve egimi tan135° = —1 olan dogru Uzerindedir.

Analitik Geometri
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BewORNEK24
“y « ’ Analitik diizlemde
A(5, —3),B(4,—1),C(7,-2)
noktalarindan gecen cembe-
o) 45 7 rin merkezinin koordinatlarini
e 5 N\ X bulunuz.
)
fis fe
A
v

Analitik diizlemde A(5, —3) ve B(4, —1) noktalarindan gegen

dogrunun egimi bulunur. mag = :11j53 =%= —2 olur. A(5, —3) ve
C(7, —2) noktalarindan gegen dogrunun egimi bulunur.

Mac = _72_+53 = % olur. mas - Mac = (—2)~% = —1 oldugundan

[AB] L[AC] bulunur.

y

Nu

ZARN
B ©
0 5 7 <7
B N\ X _
—1 Bi m(BAC) = 90° ise [BC]
-2
ap olur.
A

m(BAC) = 90° oldugundan BC dogru pargasi bu gemberin capi olur.
Cemberin merkezi M olsun. M noktasi BC dogru pargasinin orta nok-
tasidir. Orta nokta formalinden

_4+7
a="7
a1

2

_—1-2
b=""%

_—3
=5 bulunur.

Buradan ¢cemberin merkezi M(% _73> olarak bulunur.

Analitik Geometri
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Merkezinin kordinatlari ve yaricap uzunlugu verilen cemberin grafigini GeoGebra programi yardimiyla

cizmek icin

I.  Giris: Koordinatlari yazarak cemberin
merkez noktasini olusturunuz.

Il @ “Merkez ve yaricapla cember”

komutuna tiklayiniz.

lll. Noktanin tzerine tiklayiniz. Gikan pen-
cerede yarigap degeri giriniz.

Ug noktasinin koordinatlari verilen cemberin grafigini GeoGebra programi yardimiyla gizmek igin

I. Giris: 1. noktanin koordinatini yaziniz.
Giris: 2. noktanin koordinatini yaziniz.
Giris: 3. noktanin koordinatini yaziniz.

1. @ “U¢ noktadan gecen cember” ko-

mutuna tiklayiniz.

I1l. Noktalarin tzerine sirasiyla tiklayiniz.

Analitik Geometri
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s ALISTIRMALAR

1. Asagida merkezinin koordinatlari ve yari- 6. Merkezi analitik diizlemin ikinci bdlgesin-
cap uzunlugu verilen cemberlerin standart de bulunan, x ve y eksenine teget, yari-
denklemini bulunuz. ¢ap uzunlugu 4 birim olan ¢emberin genel
a) M(1, 2), r=3 birim denklemini bulunuz.

b) M(—=2, 1), r =2 birim
c) M(5, —4), r=4/5 birim
c) M(—=8, —6), r=4 birim

7. Analitik dizlemde A(0, 6), B(0, —4) ve
d) M(0, =5), r=6 birim (0,6), B( )

C(—3, 0) noktalarindan gecen cemberin

genel denklemini bulunuz.

2. Asagida standart denklemi verilen cember-
lerin merkezinin koordinatlari ve yaricap
uzunlugunu bulunuz.

a) (x—1P+(y—27=4

b) (x—2P+(y+3) =1 8. x2+y2+4x—2k+1=0 denklemi bir nokta
c) (x+4P+(y—5F=18 belirttigine goére k degerini hesaplayiniz.
¢) (x+5P+y*=12
d) x2+(y—1)=36

9. x®*+y?+4x+6y—k =0 denklemi bir cem-
3. Asagida genel denklemi verilen cemberlerin ber belirttigine goére k nin en kiigiik tam
merkezinin koordinatlari ve yaricap uzunlu- sayi degeri kactir?
gunu bulunuz.
a) x¥?+y?—2x—y—1=0
b) x?+y2+4x+2y+1=0

¢) x4y +x=3=0 10. me R—{-2},
¢) x*+y*—6y—7=0 (M+2)x2+4y?+8x+(7Tm—2)y—3=0
d) x*+y?—2x+6y—-2=0 denklem bir cember belittigine gére bu

cemberin merkezinin koordinatlarini ve
yari¢cap uzunlugunu bulunuz.

4. Merkezi M(—2, —5) noktasi ve y eksenine
teget olan cemberin standart denklemini

bulunuz.
11. Analitik diiziemde A(—2, 6) ve B(4, 2) nok-
5. Merkezi M(—2, 3) noktasi ve x eksenine talar veriliyor. [PA] 1L [PB] olacak sekilde P
teget olan cemberin standart denklemini noktalarinin geometrik yerini bulunuz.
bulunuz.

Analitik Geometri
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ax?+bx+c=0
ikinci derece-
den denkleminin
diskriminanti

A =b?%—4ac olur.

A >0 ise

e

A =0 ise

L

A <0 ise

O

412

Bir Cember ile Bir Dogrunun Birbirine Gére Durumlari

Analitik diizlemde genel denklemi x*+y?+Dx+Ey+F=0 olan
cember ile denklemi y = mx+n olan dogru ele alinsin. Cember ile
dogrunun birbirine gére durumlari arastirilirken cember denklemi ile
dogrunun denkleminin ortak ¢6zimu yapihr. Ortak ¢6zim icin cember
denkleminde y yerine mx + n yazilarak x e bagh ikinci dereceden bir
denklem elde edilir. Elde edilen bu denklemin diskriminanti

(A =Db*—4ac) igin

I. A >0 ise dogru cemberi iki farkli noktada keser. Ortak ¢6zim
denkleminin kokleri kesisim noktalarinin apsisleridir.

Il. A=0 ise dogru cembere tegettir. Bu durumda dogru ile cember
sadece bir noktada kesigir.

lll. A <0 ise dogru cemberi kesmez. Dogru ile cemberin ortak nokta-
sI yoktur.

BewORNEK26

Genel denklemi x?+y?—4x+2y—5=0 olan gemberile x—y+1=0
dogrusunun varsa kesisim noktalarini bulunuz.

Cember denklemi ile dogru denkleminin ortak ¢ézUmu yapilir.
x—y+1=0=y=x+1 olup buy degeri cember denkleminde yazi-
lirsa
X2+ (X+1P—4x+2(x+1)—-5=0
X2+ x2+2x+1—4x+2x+2—-5=0
2x?—2 =0 elde edilir.

Bu denklemin diskriminanti bulunur.
A =Db*—4ac

=02—-4-2-(-2)

=0+16

=16
16 > 0 oldugundan dogru ¢emberi iki farkl noktada keser.
Bu noktalar A ve B olsun.

2x2—2=0
2x2=2
X2 =

x=1 veya x=—1olur.

Bu x degerleri y =x+ 1 dogru denkleminde yerine yazilirsa
x=1iciny=1+1=2 olup A(1, 2) ve
x=—1igin y=—1+1=0 olup B(-1, 0)

bulunur.

Analitik Geometri
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BwORNEK 27

Genel denklemi x®+y?—2x—6y+k =0 olan gemberin y—x+2=0
dogrusuna teget olmasi i¢in k ne olmalhdir?

S cozom

Cember dogruya teget ise ortak ¢c6ziim denkleminde A =0 olmahdir.
y—x+2=0=y=x—2 degeri cember denkleminde yazilirsa
X2+ (Xx—2F—2x—6-(x—2)+k=0
xX2+x2—4x+4—-2x—6x+12+k=0
2x?—12x+ 16+ k = 0 denklemi elde edilir.
Bu denklemde A =0 olmalidir.
(-122—-4-2-(16+k)=0
144—-128—-8k =0
16 —8k =0 = k =2 olarak bulunur.

huuws.ORNEK 28

Analitik diizlemde genel denklemi x*+y?+4x—6y—4 =0 olan gem-
berin, denklemi y+x—6 =0 olan dogru Uzerindeki kiriginin uzunlugu
kac birimdir?

{@ cOZuM

y+x—6 =0 dogrusunun
x2+y?+4x—6y—4 =0 gemberini
kestigi noktalar A ve B olsun. [AB] ki-
risinin uzunlugunu bulmak icin Ave B
noktalarinin koordinatlari bulunmalidir.
A ve B noktalarini bulmak icin bu iki
denklemin ortak ¢6zimu yapihr.

y+x—6=0

y+x—6=0=y=—-x+6 olup cember denkleminde yerine yazilirsa
X2+ (—Xx+6P+4x—6(—x+6)—4=0
x?2+x?—12x+36+4x+6x—36—4=0

2x2—2x—4=0
2(x2—x—2)=0
x2—=x—2=0

(x—2)(x+1)=0
(x—2)=0 veya (x+1)=0
xX=2 x = —1 bulunur.

x=2icin y=6—2=4 olup A(2, 4) ve
x=—1igin y=6—(—1)=7 olup B(—1, 7) olur.
iki nokta arasindaki uzaklik formaliinden
|AB|=y(2—(—1)P+(4—7)

= /34 (37

=y/9+9

= /18 = 3/2 birim bulunur.

Analitik Geometri
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BuwwORNEK 29

Genel denklemi (x+2)?+(y—4)*= 4 olan cember ile denklemi
y =x+ 3 olan dogrunun varsa kesisim noktalarini bulunuz.

Sboon

Cember denklemi ile dogru denkleminin ortak ¢6ziimu yapilarak A
bulunur.
(X+2P+(x+3—-4P=4

X2+ax+4+x2—-2x+1=4

2x2+2x+1=0

A=22-4-2-1

A =4—-8=—4 bulunur.

—4 < 0 oldugundan ¢ember ile dogru kesismez.

BwORNEK 30

Genel denklemi x*+y?+2x —2y —3 = 0 olan gemberin x eksenini kes-
tigi iki farkh nokta A ve B ise A ile B arasindaki uzaklik kag birimdir?

Genel denklemi x2+y?+2x —2y —3 = 0 olan gember x eksenini 2 fark-
Il noktada kesiyorsa bu noktalarin ordinatlari O olur. Cemberin genel
denkleminde y =0 yazilirsa x?+2x—3 =0 denklemi elde edilir. Bu
denklemin kokleri A ve B noktalarinin apsisleridir.

x?+2x—3=0
(x+3)(x—1)=0
x+3=0 veya x—1=0
x=-3 x =1 olur.

»
>

) 0
A(-3, O)K//B(L 0)

\/

\ 4
x

Buradan A(—3, 0) ve B(1, 0) noktalari elde edilir.
Bu iki nokta arasindaki uzaklik
|AB|=|-3—1]

= 4 birim olur.

Analitik Geometri
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B ORNEK.31.

Analitik diizlemde denklemi y =y/3x+2 olan dogruya ve x eksenine
analitik dizlemin 1. bélgesinde teget, yaricap uzunlugu 4 birim olan

cemberin standart denklemini bulunuz.

S' -

y =+/3x+2 dogrusunun egimi
/3 oldugundan egim agisinin &l-
¢usl 60° olur. Cemberin merkezin-
den x eksenine ve dogruya teget
oldugu noktaya bir dikme cizilir.
Elde edilen PHM dik Giggeninde
IMH|=4 ise |PH|=43 birim
olur.

Buradan

|OH|=|PH|—-|PO|
:4f__2‘é§
:% birim olur.

y=y3x+2

Analitik diizlemde denklemi y = y/3x+2 olan dogruya ve x eksenine analitik diizlemin 3. bdlgesinde
teget, yaricap uzunlugu 4 birim olan ¢gemberin standart denklemini bulunuz.

Analitik Geometri
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P(1, —2)

b ORNEK 32

Genel denklemi x?+y?+4x —2y —20 = 0 olan gemberin i¢ bélgesin-
deki P(1, —2) noktasindan gecgen en kisa kirigin uzunlugunu hesap-
layiniz.

—-¢OZ0M

Sekildeki P noktasindan gegen en kisa kiris P noktasinda
cemberin capina dik olan [CD] kirisidir.
x?+y?+4x—2y—20 =0 denkleminde

D =4, E=-2 ve F =—-20 olup ¢cemberin merkezi
M(=2 —5)=M(=2, 1) olur

5x— 12y +60 =0

Yarigap uzunlugu
r=5/#+ (27— 4 (-20)

= 3/16+4+80 = /100 = 5 birim bulunur.
M ile P noktalari arasindaki uzaklik
IMP|=y(—2—12+(1+2% =/9+9 =342 birim olur.
M ile D noktalan birlestirilirse MPD dik Gcgeni elde edilir. MPD dik
Ucgeninde Pisagor teoremi uygulanirsa

M
(3/2)+|PDP =52
18+|PD) =25
5
3/2 |IPDRP=25-18=7
|PD|= /7 birim bulunur.
pL D

En kisa kirisin uzunlugu |CD|=2|PD|= 2/7 birim bulunur.

BwORNEK 33

Analitik diizlemde standart denklemi x2+(y+2)* =16 olan cemberin,

denklemi 5x — 12y + 60 = 0 olan dogruya en yakin noktasinin uzakligi
kac birimdir?

1 cozim

Cemberin merkezi M(0, —2) ve yaricap uzunlugu r =4 birimdir.

Cemberin 5x— 12y + 60 = 0 dogrusuna en yakin noktasi A olsun. A

noktasinin 5x — 12y +60 = 0 dogrusuna uzakhgini

hesaplamak i¢cin cemberin merkezinin bu dogruya

olan uzakhgi bulunarak bu uzaklktan gemberin

yarigapinin uzunlugu cikartihr.

|[AH[=|MH|—=|MA| olur.
|5-0—12-(—2)+60]|

MH | =
M= e ey
= % = % birim bulunur.

|AH|=%—4 =% birim bulunur.

Analitik Geometri
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Analitik diizlemde x eksenine y
A(3, 0) noktasinda, y eksenine

B noktasinda ve 3x+4y+k=0

dogrusuna da P noktasinda teget

olan cember verilmistir. Buna goére

k degerini bulunuz. B

Soon

Sekildeki gemberin merkezi M

noktasi olsun. Cember her iki ek-
sene de teget oldugu i¢in gemberin

merkezinin koordinatlart M(r, r)
seklindedir. Cember x eksenine
A(3, 0) noktasinda teget oldugun-
dan gemberin merkezinin apsisi 3
olur. Buradan gemberin merkezinin B(0, 3)
koordinatlart M(3, 3) ve B nokta-
sinin koordinatlari B(0, 3) olarak

> X
3x+4y+k=0

bulunur. (0]

|[MP|=r oldugundan bir noktanin
bir dogruya uzakligi formilinden
_|3-3+4-3+kK|
Y

_|_
32% > 15=|21+k|

3

21+k=15 veya 21 +k=-15
k=-6 k = —36 bulunur.
k=-6 icin 3x+4y—-6=0

dogrusu x eksenini 2 noktasinda kestiginden yukaridaki sekle uygun

degildir. Bundan dolay1 k =—36 olmalidir.

SIRA\SIZDE

3x+4y+k=0

Analitik diizlemde standart denklemi (x—1)?+(y+1) =9 olan gemberin, denklemi 3x—4y—9 =0 olan

dogruya en yakin noktasinin uzakhgi kag¢ birimdir?

Analitik Geometri
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Sekildeki gemberin merkezi
x+y—4=0 dogrusu lGzerindedir.
Cember x eksenini C(—2, 0) ve
D(6, 0) noktalarinda, y eksenini
de A ve B noktalarinda kestigine
gore A ile B noktalari arasindaki
uzakhgi bulunuz.

&) coZUM—

=0 » Cemberin merkezinden CD kirigine
dikme cizilir. | CH|=|HD| oldugun-
A dan H noktasi orta noktadir. Orta
nokta formalinden H(2, 0) olur.
Bu durumda ¢emberin merkezinin
apsisi de 2 olur. Cemberin merkezi

=y x+y—4=0 dogrusu lGzerinde ol-

@)
(@)
2 (@]

) —2\ H
x=21i¢in 2+y—4=0

dugundan dogru denklemini saglar.

y =2 olur.

\

Buradan M noktasi M(2, 2) olur.
M ile D arasindaki uzaklik cemberin yarigapi olup

IMD|=r=y(2-6%+(2—0)

— /16+4

=20

=2./5 birim bulunur.
Merkezi M(2, 2) ve r=24/5 birim olan ¢cemberin standart denklemi
(x—2)+(y—2)?= 20 bulunur. A ve B noktalari y ekseni tzerinde
oldugundan apsisleri 0 olup bu deger cember denkleminde yerine
yazilirsa x =0 igin
(0—-2P+(y—2y=20

4+(y—-2F=20
(y—27=16
y—2=4 veya y—2=-—4
y=6 y = —2 bulunur.

Buradan A(0, 6) ve B(0, —2) olup A ile B arasindaki uzaklik
|6 —(—2)| =8 birim olarak bulunur.

Analitik Geometri

q




B ALISTIRMALAR

1. Analitik diizlemde y = x+k dogrusu ile
standart denklemi x?+y? =1 olan cembe-
rin ortak noktasi bulunmadigina gére k nin
deger araligini bulunuz.

2. Analitik diizlemde 3x —4y+k =0 dogrusunun
standart denklemi (x—2)2+(y+1)*=9 olan
cemberi iki farkll noktada kesmesi icin k
nin deger araligini bulunuz.

3. Analitik diizlemde x+2y = m dogrusu genel
denklemi x?+y?—4x+2y+1=0 olan cem-
bere teget olduguna goére m nin alabilecegi
degerler toplami kactir?

4. Analitik diizlemde standart denklemi
(x+3)?+y2 =9 olan gemberin, denklemi
3x+4y—12 =0 olan dogruya en uzak nok-
tasinin uzakhgi kac birimdir?

5. Genel denklemi x2+y?—4x+6y—12=0
olan ¢cemberin x eksenini kestigi iki farkh
nokta A ve B ise A ile B arasindaki uzunlu-
gu bulunuz.

6. Genel denklemi x2+y2+6x—10y+16=0
olan gemberin y eksenini kestigi iki farkh
nokta A ve B ise A ile B arasindaki uzunlu-
gu bulunuz.

"

T(-3, 4)

A
Y

Sekildeki cember y eksenine A noktasinda
ve d dogrusuna T noktasinda tegettir.
Buna gore cemberin yaricap uzunlugu
ka¢ birimdir?

Anadoluda kasnak ile cesitli Ortulere, giye-
ceklere ve dekoratif esyalara siis amaciyla
nakis yapilir.

<V

Genel denklemi

x?+y2—12x— 16y +84 = 0 olarak model-
lenen yukaridaki sekilde verilen kasnak,
duvara sabitlenmistir. Buna gore analitik
diuzlemin baslangi¢c noktasinda bulunan
elektrik diigmesinin bu kasnaga en yakin
uzakhigini bulunuz.

Analitik Geometri
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~ ——a OLCME VE DEGERLENDIRME 7 e

A) Asagidaki tabloda bos birakilan yerleri uygun bicimde doldurunuz.

1.

Cemberin Yaricap

Cemberin Merkezi Cemberin Standart Denklemi

Uzunlugu
M(-2, 5) r=3
M(1, 0) r=2
M(0, 3) r=5
M(—4, —1) r=4
M(=7,0) r=6
M(1, 2) r=1
2.
Cemberin Standart Denklemi Cemberin Merkezi Gemberin Yaricap

Uzunlugu

xX*+(y—1P=25

(Xx—2)2+y2=1

x2+y?+6x—8y—33=0

x?+y?—4x—2y—20=0

B) Asagida numaralandiriimis kutucuklarda verilen denklemlere gére sorulari cevaplayiniz.

3. 1 2 3
x> +y2—4x—3=0 x*+y?—2x—4y+5=0 x*+y?+4x—2y+5=0
4 5 6
X2+y2—x+y=0 X2+y?—6x+4y+13=0 x*+y?—6x+2y-3=0

a) Denklemlerden hangileri cember belirtir?
b) Denklemlerden hangileri nokta belirtir?

Analitik Geometri
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s OLCME VE DEGERLENDIRME 7 e

C) Asagidaki coktan se¢cmeli sorulari cevap- 10. Analitik diizlemde A(0, 2), B(0, 8) ve
landiriniz. C(4, 0) noktalarindan gecen cemberin ge-

nel denklemi asagidakilerden hangisidir?
4. Merkezinin koordinatlari M(—1, 2) olan ve

2,2 _ _
A(3, —4) noktasindan gecen ¢cemberin A) X +y*+8x—10y+16=0

yaricap uzunlugu kag birimdir? B) x*+y*—8x+10y—16=0
A) 6 B) 445 C) 7 C) x®+y*+8x—10y—16=0
D) 2/5 E) 2/13 D) x2+y2—8x—10y+16=0

E) x®*+y?—8x—10y—16=0
5. Merkezinin koordinatlann M(—3, 4) olan ve
3x—4y+2 =0 dogrusuna teget olan cem- 1. (a—1)x2+3y2+9x+(b—2)xy+12 =0
berin yaricapi ka¢ birimdir?

N4 B2 )2 p 2 Es

denklemi bir cember belirttigine gére a+b
degeri kactir?

A2 B)4 C) 6 D8 E)10

6. Genel denklemi x®+y®+4x—2y+k—1=0
olan gember y eksenine teget ise k nin dege-
ri asagidakilerden hangisidir?

12. Analitik dizlemde y = x+ 3 dogrusunun
genel denklemi x*+y?—4x+10y—k=0
olan ¢emberi iki farkli noktada kesmesi igin k

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5 hangi aralikta deger almalidir?

2 2 - A) (0, 21) B) (—21,0)
7. 5x°“+5y“—10x+ 15y — 5 =0 denklemi bir

cember denklemi ise bu cemberin merkezi- C) (=0, 21) D) (21, )
nin koordinatlarn asagidakilerden hangisi- E) (21, 21)
dir?
AYM(1, 3) B) M<1,—%> 13. x*+y?+x—2y+k =0 denklemi bir nokta be-
lirttigine gére k nin degeri asagidakilerden
3 3 hangisidir?
o) M(-1, -3 D) M(—1. 3) o 1 ; i
5 ANy Bz CO4 D-3 B -7
B m(t, 3)

C) Asagidaki acik uglu sorulari cevaplandiriniz.
8. Analitik diizlemde merkezi x ekseni lizerin-

de bulunan ve A(2, 0) ile B(6, 0) noktala- 14, (k+1)x2+(3—K)y?+(a—8)xy — 2ax+ 4ky +8 = 0
rindan gecen gemberin yaricap uzunlugu denklemi bir cember belirttigine gére bu

kag birimdir? cemberin merkezinin koordinatlarini ve

A1 B2 C3 D4 E) 5 yaricap uzunlugunu bulunuz.

9. Genel denklemi x*+y?+4x—6y+9 =0 olan
gcemberin A(1, —1) noktasina en yakin nokta-
si Bise |AB| kag birimdir?

15.Genel denklemi x*+y*—2x+6y+2=0
olan cemberin denklemi y—x+1=0 olan
dogru ile kesistigi noktalarin apsisleri

A2 B)Y3 C4 D)5 E) 6 toplami kactir?

Analitik Geometri
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16.

17.

18.

19.

s OLCME VE DEGERLENDIRME 7

y
A A(2,0)

/

B(6, 0)

Y

Sekildeki gember eksenleri
A(2,0),B(6,0) ve C(0, —2) noktala-
rinda kesmektedir. Buna gére cemberin
yaricap uzunlugu kag¢ birimdir?

Analitik diizlemde x =12 ve y=6
dogrularina teget olan, merkezi

y —3x+2 =0 dogrusu lizerinde bulu-
nan ¢cemberlerden birinin yaricapi ka¢
birimdir?

T(6, 8)

Sekildeki gember y eksenine A noktasinda,
d dogrusuna da T(6, 8) noktasinda tegettir.
Buna gore cemberin yaricap uzunlugu
kac birimdir?

Analitik diizlemde A(0, —2) ve B(0, 8)
noktalarindan gegen cemberin merkezi

X —6 =0 dogrusu Uzerindedir. Buna gére
cemberin standart denklemini bulunuz.

Analitik Geometri
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20. Analitik dizlemde

21.

22,

23.

4x —5y =12 ve 4x—5y =20 dogrularina
teget olan, merkezi y = 3 dogrusu Uzerinde
bulunan ¢cemberin merkezinin apsisini
bulunuz.

?y

—/15 V15

Kimsesiz ¢ocuklar yararina dizenlenen bir
kermeste satiimak Uzere yukarida verilen
sekildeki gibi cember biciminde plastik bir
kiipe tasarlanmistir. Bu cemberin standart
denklemi x2+(y—1)>= 16 olarak model-
lenmistir. Buna gore kiipenin i¢ kisminda-
ki geometrik seklin alanini bulunuz.

Analitik dizlemde x+2y—8 =0 dogrusu-
nun eksenleri kestigi noktalarin arasindaki
uzakhgi ¢cap kabul eden ¢gemberin standart
denklemini bulunuz.

A

Ze
o

v
Sekildeki OP 1sinina teget olan gemberin
merkezi M(—4, —4) olduguna gére cem-
berin yaricap uzunlugunu bulunuz.

I
—




L

24,

25.

s OLCME VE DEGERLENDIRME 7 v

4x+3y—12=0

Y

A

\'x

\

Sekildeki cember eksenlere A ve B nokta-
larinda, 4x+3y—12 =0 dogrusunaise T
noktasinda tegettir. Buna gére cemberin
yaricap uzunlugu kag¢ birimdir?

Bir havalimanindaki radar ekraninda bir uca-
gin piste inisi sirasindaki gérantisa yukari-
daki gibidir. Burada ugagin rotasinin A ve B
noktalarindan gectigi géraliyor. AB dogrusu-
nun denklemi y —x+3 =0 olduguna godre

a) Radar ekranindaki A ve B noktalarinin
koordinatlarini bulunuz.

b) A ve B noktalari arasindaki uzakhgi
bulunuz.

||

26. Bir belediye arsasina 15 Temmuz Demok-
rasi Sehitleri Parki yapilmak isteniyor. Bu
park, esitsizlikleri 1 <x <2, 4 <x <5,

2 <y <3 ve 5<y<6 olan dogrularin
kesisim bdlgelerini icine alacak sekilde en
kicuk cembersel bolgeye yapilacaktir. Buna
gore bu cemberin standart denklemini
bulunuz.

27.

Oyuna baslangi¢
noktasi

i

<

C B

20 m
<_
(0]

A
Y.

40 m

\/

Bir futbol sahasinda iki penalti noktasi ve
sahanin ortasinda oyuna baslangi¢ noktasi
vardir. Bu penalti noktalari ile oyuna bagslan-
gic noktasi dogrusal olup bu noktalari merkez
kabul eden, yaricaplari esit olan G¢ ¢cember
vardir. Sekildeki gibi bir kdsesi orijinde olan

20 x 40 m boyutundaki bir sahada iki penalti
noktas! arasindaki uzaklk 24 m ve cemberler
arasindaki en kisa mesafe dorder metredir.
Penalti noktalari oyuna baslangi¢ noktasina
gOre simetriktir.

Buna gdre orijine uzak olan penalti nokta-
sini merkez kabul eden ¢cemberin standart
denklemini bulunuz.

DEGERLENDIRME

Cevaplarinizi cevap anahtari ile karsilastiriniz. Yan-
lis cevap verdiginiz ya da cevap verirken tereddut
ettiginiz sorular ile ilgili konulari veya faaliyetleri tek-
rarlayiniz. Cevaplarinizin timi dogru ise bir sonraki

6grenme faaliyetine geciniz.

Analitik Geometri
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CEVAP ANAHTARI

OLCME VE DEGERLENDIRME 1

A)
En Genis Tanim Ku-
mesi

Fonksiyonun Tersinin

Fonksiyonunun Tersi . .
4 Tanim Kiimesi

(o0, =2)U(2, o) /3 14 R
(_% oo) 54*;—3 R

R |098<X-:‘13'1) (-1, )
: EN .=

B) |2.a) {2,4,6,7,9} b) {1,2 4,5} ¢c) {2 4}

C) 3. 4D 55C 6.C 7.C 8B 9D 10A 11.A 12.B 13.C 14.E
15.B 16.C 17.E 18.E 19.D

€) 120.3 21.C={log.3,3} 22.1 23.C={4}
24.a) y=logs«(x—3) b) y=log;(x+2) c) y=log;x—2

25. x=-% y=2, z=12> 26.x= 1_";262 27.5° 28.5
29. (811 : —2) ve (9, 4) 30. g(x)=y1—x—1 31, —1
32. x=e"", y=e""  33.2)(~4,0) b)(2,5) 0|3, 18] ¢) (¥3+1, 28]
34. 231D 35 31(x) 3. x—y+2 37.1 38 3x+y  39.g'(x)=x-€°
40.10 41. a=19 b=-2, c=9 42. -3 43. log,108 44. 2
D) | 45.a)10%2 b)10%% 46. ~ %65  47. =6 yIl
48. a) k=4gIn(S5) b) ~8247427027  49. a) 5 gram b) ~ 26 saat

50. a) 10° Watt/m? b) 10" kati 51.a) [H"]~ 0,0316 ve [OH |~ 13,9684
b) [H"]=107"8 ¢) pH = 4,795 < 7 oldugundan asidiktir.

52. =~ 17 dakika b) =~ 61°C

53. a) 48016 b) =270 54, ~4812 m°

OLCME VE DEGERLENDIRME 2

A) 2 1 -2

1.1. 5,8,11,14,17 II. 3,3,6,18, 72 [l —2,—1,T, 55
IV. 8,1,—1,—-8, -5 V. 5,—-6,8, -3, 11

B) 2.1-d,ll-a,1ll-b,IV-c,V-e
C) 3.C 4D 5C 6.B 7.C 8E 09A 10.B 11.E 12.A 13.B 14.D

¢) |[15.12 16.9 17.33 18. —150 19. 140
__3 — _ 64
20.a) k=—%, b) S0=-30 21.9 22. —10 23. 37
24. 900 25.2 26.9 27. a) b) 1705
121 304 39 2%+42
28. 3 29. a7 m 30. a) o b) 200 31. 3. 0%
32.a) 4n+46 b) 126 c) Sn=2n2+48n
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CEVAP ANAHTARI

OLCME VE DEGERLENDIRME 3

A)

@

+1

’ cot<12)

tan75° +1

J/2-4/6
3 7

o)

N @

1
/6

cos105°

N

w75 12

/3 1

(o]

=}
’:
N
TE
o

B)

a) ll. b) V.

c) IV.

o I d) I

C)

3.B
15.D

4.E b&.B
16.A 17.B

6.E
18. A

7.A
19.D

8.E 9.A 10.C
20.C 21.A 22.C

11.E 12,

C 13.C

14.

B

¢)

7
11

23. 24.3 25.

2/5

32.5 33. /5 34

40. A=§(/§+f2) br?

/X
2/a

49. a) A=81(1+cosa

1

45. 5 46.b)

39
5/61
9

0

27.a)69—4b)w 28. 4y 29.

35. 36.1 37. 2+45 38.2%2 39.1

2

3
4“1. 45 42

c) x=a 48. 45°
243f

)-sina b) c)A=81 50.0

125 9

16 30.2 31. -

. 2
2 43.0,7 44 b) Zysin(2t+c) o) =

OLCME VE DEGERLENDIRME 4

A)

90°

(4,0)

(-3,4)
Nokta-
sina

Gore

Gore
(-1, =3) (-5, 11) (1,3)
(=81) (=3,7) (-
(3,0) (-9,8)

(0, -8)

(-6,14) (o, &)

(2, —4)

(-s)  (3.3) (=

Orijine X y

(=3, 0)

Saatin Tersi Yonlinde Saat yoniinde

180°

(4, 2)

(
2) (8.-2) (-53)
(-

,0) (0, 4)

270° 90°

(-2, 4)

(s

(-4, 0)

180°

(4, 2)

-2, 4)

3)

(0, 4)

xX=-2
Dogrusuna

y=-8  y=x

Dogru-

y =X

Eksenine = Eksenine Dogru- Dogru-

Gore Gore Gore suna suna suna

Gore Gore Gore

(*1, 3) (11_3)
1) (-3,—1) (3,1)
(3, 0) (-3, 0)

,—3)
1)
. 0)

(=3,—7) (1,—3) (13)(
(3,-6) (0,3) (o, —3)(

(0,6) (0, —8) ,—6) (0, 0) -6,0) (s,0)

y =-3x

Dogrusuna

(-1,-3) (-3,—-1) (3,1) (13

270°

(2, —4)

(3.7)

(4,0)

y=2x+4
Dogrusuna

gbre gore

-5, —1)

,71)
5

-
5

g)
5.

B)

3. R, |Dogru

R, |Dogru

I ]90° |2y+x+5=

0 a) | —90° | 2y+x—5=0

Il. | 180° | 2x—y—5=

0 b) | —180°| 2x—y—-5=0

. | 270° | 2y+x—5=

0 c) | —270°| 2y+x+5=0

C)

4.B
16. A

5. E
17. E

6.A

7E B8E 9.C 10.E 11.B 12.A

13. E

14.D

15.C

¢)

19. (-4, 0)

23. (=3 —1)

28. % 29. 2 30. 135°

21.2) (2, 8) b) 22
24.a) 4/5 b) 24/17 25.3x—y—17=0

20. 3x—5y—23=0 22.

31. y=2x+15 32. A(0, 10), B(-5/3, 5),

5
26. 5

6
27. 16

C(5/3,-5)
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CEVAP ANAHTARI

OLCME VE DEGERLENDIRME 5
A (1. << = = v <v>
B) 2. I-b, ll-a, lll-¢, IV-c

C) 3.0 4.C 5B 6.C 7.A 8.A 9.B 10.E 11.E 12.D 13.D
14.B 15.A 16.D 17.B 18.E 19.D 20.A 21.B 22 . E

©) | 23. En biyik deger 2, en kiicik deger —v2  24.3) —% b) 3 ¢) —% ©)0

xsin(2\/ x2—1 ) sin(3x+1) 18
25. a) 1 b) —2tanx c) 3cos(3x+1)e ¢) (x—2)

26. -3,1,2,+/5 27.5 28.—4,-2,3,5,7 29. 2¢e*
30. (—oo, =5)U(—5, 3)U(5, =) arali§inda digbikey, (3, 5) aralijinda icbikey, donim noktala-
rinin apsisleri: x=3 ve x=5

9

—1\'nl n—1
3.1 8215 38. 3 34.(4,2),(-4,2) a5 IS

37. (-6, 6) 38. =34 39. (—oo, —4)U(—2,2)uU(3,4) 40. y=3x—-2ve x=1

3
M. 2 4212 43.a)Logb)0 44. 5

36. —4 - e*[sinx + cosx|

45. a) Marjinal gider: 2x + 2, Marjinal gelir: 20x  b) Marjinal kéar: 88

46.9 47.a)5m/snb) 0 c) -5 48.54 49.a)51 b)22
50.a) 256 m b) 16 sn

OLCME VE DEGERLENDIRME 6

A) 1. F ax+7 In49 b 1 <e2+1>
et e Jaremax | 2|5
5 l 2Inx2 (In2)2
fsecz(2x)dx 2 f x dx
0 1
E —2r 2 4
x2cosxdx Lt
/ J e

B) 2.1-d ll-a b IV-c
C) 3.A° 4C 5C 6.C 7.A 8D 9E 10.A 11.B 12.D 13.B 14.E
15.C 16.E 17.B 18.E 19.C 20.B 21.E

¢) 7 o , 3
22. & 23.x-cos2 sin2-In|sin(x+2)|+c 24. s tC 25.2
26. 4-In|x—3|-3-In|x—2|+c 27.028. %3\/(3x +2x+1)*+c29.a) -1b) -5 ¢) 8
-
30. mm 31.5/x +2+1+c 820 33 5+Inlcosx+sinx|+c 34, 128

35.a-b=-13 37. sint—>5In|sint—2|+10In|sint—3|+c 38. 8In8—3In3—5 39. 2/2
D) 40. a(t)=-10 m/sn? V(t)=50—10t m/sn S(t)=—5t+50t+120 m 41.245m

42.t=12sn. 43.a=6 b=1 44.4 45.60 birim dtelenecek

900

46.2) | (8003 )dx b) 360000 In27 47.a) A(t)=1t—t2+100 b)200 m? c) 23:00
300
48. 24— 256m 49. 18 birim 50. a) 1800 kisi b) 8 seminer
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CEVAP ANAHTARI

OLGCME VE DEGERLENDIRME 7
A) : - .
Cemberin IIVIerkezmln Cemberin Yflrlgap Gemberin Standart Denklemi
Koordinatlari Uzunlugu
M(—2, 5) r=3 (x+2P+(y—5P=9
M(1, 0) r=2 (x—1P+y?=4
M(0, 3) r=5 x?+(y—37=25
M(—4,—1) r=4 (x+4F+(y+17=16
M(-7,0) r=6 (x+7P+y*=36
M(1, 2) r=1 (x—1P+(y—2)F=1
2. . - .
Comberin Standart Denkiemi Cemberin .Merkezmln Cemberin Yavrlgap Uzun-
Koordinatlari lugu
x2+(y—1yP=25 M(0, 1) r=>5
(x—2)P+y?=1 M(2, 0) r=1
x2+y?+6x—8y—33=0 M(-3, 4) r=458
x2+y2—4x—2y—20=0 M(2, 1) r=>5
B) 3.a)1,4ve6b)2,3veb5
C) 4. E 5.C 6.B 7.B 8.B 9.B 10.D 11.C 12.D 13.B
C) |14.M(4,—1)r=/13 birim 15. —1 16. r=2y5 biim 17. r=14 veya r = 7 birim
18. r="12 birim  19. (x—62+(y—3F=61 20. 31 21. 8/15 birimkare
22. (x—4FP+(y—2P=20 23. 2/2 birim 24. r =3 birim
25.a) A(4,1) B(—1,—4) b) |AB|=52 birim 26. (x—3P+(y—4)=8
27. (x—32F+(y—10F=16

SOZLUK

A

anlik hiz 1 Bir hareketlinin belli bir zamandaki hizi.

aralik Gergek sayilar kiimesinin farkli iki elemani ile sinirlandiriimig alt kiimesi.

aritmetik dizi 1 Ardisik terimleri arasindaki farki sabit olan dizi.

artan fonksiyon : Bir fonksiyonda bagimsiz degisken artarken bagimli degiskenin de art-
masil.

asimptot : Duzlemsel bir egriye sonsuzda teget olacak bicimde cizilebilen dogru
veya egri.

azalan fonksiyon : Bir fonksiyonda bagimsiz degisken artarken bagimh degiskenin azalma-
Sl.
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SOZLUK

B

belirli integral
belirsiz integral
bir noktada limit

biikiim noktasi

D

dizi

dogal logaritma
dénme

dénme acisi
dénme merkezi

doéniim (biikiim. noktasi

doéniisim

E

ekstremum deger
ekstremum nokta

F

Fibonacci dizisi

G
geometrik dizi

i
integral sabiti
ilkel fonksiyon

integral

K
konkav (icbiikey)

konveks (disbiikey)
L
limit

logaritmik denklem

428

Alt ve st sinirlari olan integral.

Bir f fonksiyonu i¢in tirevi f ye esit olan fonksiyonlarin hepsi.

Bir fonksiyondaki degiskenin yaklastigi bir degere karsilik fonksiyonun
yaklastigl deger.

Fonksiyon grafiginde egrinin bikdlme yoninin degistigi nokta.

Ogeleri sayilabilir bir kilmeyle damgalanmis olan kiime.

e tabanina gére logaritma.

Bir cismin her noktasi bir cember ya da kapali bir egri ¢izecek bicimde

devinmesi.

Dénme dénusimu esnasinda olusan agi.

Dénme dénusimu esnasinda konumu degismeyen nokta.

Bir fonksiyonun grafiginde gukurluk yéniinin yén degistirdigi ve surekli
oldugu nokta.

Belirli yapi ve 6zellikler dizisinin baska bir yapi ve 6zellikler dizisine do-
nusmesi olayl.

Fonksiyonun en blyUk veya en kiigik degerlerinden her biri.
Fonksiyonun en bliylk veya en kiigclk degerlerini aldigi nokta.

Elemanlari Fibonacci sayilari olan bir dizi.
Her sayisi bir 6ncekinin sabit bir degerle carpimindan olugan dizi.

integral bulunduktan sonra fonksiyona eklenen sabit sayi.
Turevi bilinen bir fonksiyonun asli.
Turevi bilinen bir fonksiyonu (ilkelini) bulma iglemi.

Bir fonksiyonun bir araliktaki grafiginin cukurluk yéniinin asagiya dogru
olmasi.
Bir fonksiyonun bir araliktaki grafiginin cukurluk yéninin yukariya dogru
olmasi.

Degisken bir niceligin istenilene ¢ok yakin olarak yaklastigi bir baska
nicelik.
Bilinmeyenin logaritmasini igeren denklem.



SOZLUK

M

maksimum deger :  Surekli bir fonksiyonun bir aralikta aldigi en buyuk deger.

minimum deger :  Sdurekli bir fonksiyonun bir aralikta aldigi en kiicik deger.

minimum nokta :  Sdurekli bir fonksiyonun bir aralikta aldigi en blylk degerin bulundugu
nokta.

mutlak maksimum :  Sdurekli bir fonksiyonun bir aralikta aldigi degerlerin en blyigu.

5

oteleme : Bir uzayi ya da uzay icindeki nesneyi, ayni dogrultuda bir yerden bagka
yere gotirme islemi.

P

parametrik denklem : Dogru tzerindeki noktalarin bilesenlerinin bir parametreye bagl olarak
ifadesi.

S

sabit dizi ¢ gercek sayi olmak lzere her n pozitif tamsayisi icin (an) = ¢ kosulunu
saglayan dizi.

sagdan limit I Verilen bir f fonksiyonu icin bir noktadaki sagindan yaklasimla bulunan
limit.

sagdan turev * Bir noktanin sagindan yaklasimla elde edilen turevi.

soldan limit : Verilen bir f fonksiyonu icin bir noktadaki solundan yaklagimla bulunan
limit.

soldan turev : Bir noktanin solundan yaklagimla elde edilen turevi.

sureklilik : Bir fonksiyonun x = 0 noktasindaki limiti ile o noktadaki gériintiisiinin
esit olmasi.

T

ters tiirev : Integral alma iglemi.

trigonometrik denklem : Bilinmeyeni trigonometrik fonksiyonlarin degiskeni olarak iceren denklem.

tirev : Degisken artmasi sifira giderken iglevin artmasinin degisken artmasina

oraninin degeri.
tirevienebilir fonksiyon : Tanim kiimesindeki her (a, b) nin her noktasinda tiirevi tanimli olan bir

fonksiyon.

U

uzay : Tdm noktalarin olusturdugu kiime.

0

tistel denklem : Belirsiz degiskeni kuvvet seklinde iceren denklem.

tistel fonksiyon : lcinde Ustel bir ifade bulunan ve bu ifadenin Uistii veya hem (istii hem
tabani degisken olan bir fonksiyon.

Y

yerel ekstremum 1 Bir fonksiyonun surekli oldugu belli araliktaki en biylk veya en kiiguk

degeri.
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GORSEL KAYNAKCA

DREAMSTIME SITESINDEN TELiF HAKKI ODENEREK ALINAN GORSELLER

1. b6lim kapak gorseli
(92267539)

Sayfa 22 (1941883)
Sayfa 36 (19622677)
Sayfa 65 (2637381)
Sayfa 66 (35559055)
Sayfa 70

o~ o~ o~ o~

29525055, 18886404)
Sayfa 102 (11184893)
Sayfa 104 (29639660)

11158205, 23075606)
Sayfa 72 (59660588, 32316234,

Sayfa 111 (11707135)

Sayfa 118 (145388851, 3799673,

76494977, 46230540,

31900386)

Sayfa 126 (25118409)

3. bdlim kapak gorseli
(33870931)

Sayfa 128 (53023754)
Sayfa 137 (81636838)
Sayfa 154 (41249358)
Sayfa 186/Soru gorseli

4. bolum kapak gorseli
(46241733)

Sayfa 222 (99280493, 14407782,

44190990,217025533,
12034277)

Sayfa 222 (3823661, 14407782,

44190990, 2034277)
Sayfa 223/Soru gorseli
Sayfa 232 (246961144)

(1867860555)
SHUTTERSTOCK SITESINDEN TELIF HAKKI ODENEREK ALINAN GORSELLER
Sayfa 70 (259423997,

5. bélim kapak gorseli Sayfa 326 (163428554)

212362420, 66554770) (598640468) Sayfa 380 (373194472)
Sayfa 71 (389792998) Sayfa 247 (224884381) 7. bdlim kapak gorseli
2. boélim kapak gorseli Sayfa 266 (691876342) (570257470)
(306675146) 6. bolim kapak gorseli

Sayfa 222 (199074842) (158391962)

Gorsel 4.10 (217025533)

GORSEL TASARIM UZMANI TARAFINDAN HAZIRLANAN GORSELLER

Sayfa 138/Soru gorseli
Sayfa 139/Soru gérseli
Sayfa 151/Soru gorseli
Sayfa 153/Soru gorseli
Sayfa 176/Soru gorseli (1.)

Sayfa 177/Soru gorseli Sayfa 232/Gorsel 5.2
Sayfa 184/Soru gérseli (1, 2.) Sayfa 261/Gorsel 5.4
Sayfa 185/Soru gorseli (2.) Sayfa 323/Soru gorseli
Sayfa 229/Soru gorseli Sayfa 324/Soru gorseli
Sayfa 230/Soru goérseli

GRAFIK TASARIM UZMANI TARAFINDAN HAZIRLANAN GORSELLER

Sayfa 12/Gérsel 1.1 Sayfa 174/Soru goérseli Sayfa 227/Soru gérseli (1, 2, 3,
Sayfa 31/Gorsel 1.3 Sayfa 175/Soru gorseli 4,5ve6.)

Sayfa 36/Gorsel 1.4 Sayfa 176/Soru gorseli (2, 3,4,  Sayfa 228/Soru gorseli

Sayfa 84/Gorsel 2.1 5ve6.) Sayfa 235/Gdrsel 5.2

Sayfa 84/Gérsel 2.2 Sayfa 185/Soru goérseli (1.) Sayfa 277/Gérsel 5.6

Sayfa 117/Gorsel 2.5 Sayfa 186/Soru gorseli (2.) Sayfa 419/Soru gorseli

Sayfa 117/Gérsel 2.6 Sayfa 188/Gdrsel 4.1 Sayfa 422/Soru gorselleri
Sayfa 117/Gérsel 2.7 Gorsel 4.2, Gorsel 4.3, Sayfa 423/Soru gorselleri (1, 2.)
Sayfa 120/Soru gorseli (1, 2.) Gorsel 4.4

Sayfa 125/Soru gorseli Sayfa 223/Soru goérseli

Sayfa 172/Gérsel 3.3 Sayfa 224/Soru goérseli (2.)
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