10.2.1. FONKSIYON KAVRAMI VE GOSTERIMI
1. Fonksiyonlar

Fonksiyon Kavrami

¢ Ave B bos kiimeden farkli herhangi iki kiime olmak tizere AXB = {(X,‘{):x EAye B}
kartezyen carpim kiimesinin her bir alt kiimesine A dan B ye bir baginti denir. Bagintilar
genellikle «, B, f, g, h sembolleri ile gosterilir.

¢ Adan Bye tamimlanan f baginhsi asagidaki iki kosulu sagliyorsa bir fonksiyon olur.

1. A kiimesinde eslesmemis eleman kalmamalidir.

2. A kiimesindeki herhangi bir eleman, B kiimesinde bir ve yalniz bir eleman ile

eslesmelidir.

Bu tamim, matematik diliyle asagidaki gibi ifade edilir.

f, A dan B ye bir baginti olsun. Eger

1. Her x € A icin (x,y) € f olacak sekilde bir y € B var ve

2. (xy1) e f ve (x,y2) € f oldugunda y; =y, oluyorsa f bagintisina

A dan B ye bir fonksiyon denir.

A dan B ye tanimlanan f fonksiyonu f:A — B seklinde gosterilir. (x,y) € f=y = f(x)

seklinde yazilir. Bu gosterimde x bagimsiz degisken, y bagimli degisken olarak adlandinhr.

f:A — B gosteriminde A kiimesine fonksiyonun tanim kiimesi, B kiimesine fonksiyonun

deger kiimesi adi verilir (Sekil 2.1.1).

A kiilmesinin elemanlarinin, f fonksiyonuyla B kiimesinde eslestigi elemanlardan olugan
kiimeye fonksiyonun goriintii kiimesi denir ve f(A) ile gosterilir. f(A)C B dir.

A B
A nin goriintii
kiimesi, f(A)
A — Tanim
B — Deger |kiimeleridir. f(A)CB
f(A) — Goriintii
Sekil 2.1.1
Sonuclar

1. Bir bagintinin fonksiyon olabilmesi icin
* Tanim kiimesinde eslesmeyen (acikta) eleman olmamahdir.
¢ Tanum kiimesindeki her eleman, deger kiimesinde bulunan yalniz bir elemanla eslesmelidir.

2. Her fonksiyon bir bagintidir fakat her baginti bir fonksiyon olmayabilir. Baginhlarda kullamlan gosterim
bicimleri fonksiyonlarda da kullanilabilir.



Fonksiyon Gesitleri

f:A — B fonksiyonunun deger kiimesinde bosta eleman kaliyorsa (deger kiimesinde esles-

meyen eleman varsa) f fonksiyonuna icine fonksiyon denir.
Baska bir ifadeyle fonksiyonun goriinti kiimesi, deger kiimesine esit degilse bu fonksiyon

icine fonksiyondur (Sekil 2.1.2).

f
A, \B

p f(a)
T

f(A)={3,5}#{3,5—1} olup f icine fonksiyondur.

Sekil 2.1.2

f:A — B fonksiyonun tamim kiimesinin elemanlari, deger kiimesinin tiim elemanlariyla es-

lesmisse f fonksiyonuna orten fonksiyon denir.
Baska bir ifadeyle bir fonksiyonda gorintu kiimesi, deger kiimesine esit ise fonksiyon orten

fonksiyondur. Buna gore f:A — B, f(x) verildiginde
vy € Biginy = f (x) olacak sekilde 3x € A ise f fonksiyonu értendir (Sekil 2.1.3).

f(A)={3,5,—1}=B f ortendir.

Sekil 2.1.3

Sonuc
Orten olmayan fonksiyon icine fonksiyondur.

f: A — B fonksiyonu verilsin. Tanim kiimesindeki elemanlarin her biri, deger kiimesinde bu-
lunan farkh bir eleman ile eslesiyorsa f fonksiyonuna bire bir fonksiyon denir. Buna gire
a) Her x1,x2 € A icin x1 # Xz iken f(x1)# f (x2) veya
b) Her x1,x2 € A icin f(x1)=f(x2) iken x; = x; oluyorsa f fonksiyonu bire bir
fonksiyondur.



f: A — B bir fonksiyon olmak lizere tanim kiimesindeki her elemani kendisine esleyen fonk-
siyona birim (6zdeslik) fonksiyonu denir. Birim fonksiyon f(x)=I(x) = x biciminde goste-
rilir (Sekil 2.1.4).

Sekil 2.1.4

f :A — B bir fonksiyon olmak tizere tanim kiimesindeki biitiin elemanlar deger kiimesinde
bulunan yalniz bir eleman ile eslesiyorsa f fonksiyonuna sabit fonksiyon denir. ¢ € B olmak

tzere f(x)=c seklinde gosterilir.
Gorunti kiimesinin eleman sayisi 1 olan fonksiyondur. Sahit fonksiyon Sekil 2.1.5'te Venn

semasl ile gosterilmistir.

=

=
Sekil 2.1.5

Tanimh oldugu durumlarda f(x)= 2:15 sabit fonksiyon ise %:E olur.

f:R - R vea,beR, olmak Gzere

f(x)=ax+b bicimindeki fonksiyonlara dogrusal fonksiyon denir.
Bu fonksiyonlarnin goriinti kiimeleri analitik diizlemde dogru belirtir.

Tamim ktimesinin alt araliklarinda farkh kurallarla tammlanan fonksiyonlara pargall tanimh

fonksiyon denir.

f:R - R tamimh bir f fonksiyonu olmak iizere ¥x € R icin f(—x)=f(x) ise f fonksiyo-

nuna ¢ift fonksiyon denir.
f:R — R tamml bir f fonksiyonu olmak tizere vx € R icin f(—x)=—f(x) ise f fonksi-

yonuna tek fonksiyon denir.



Esit Fonksiyonlar

f:A—B ve g:A — B iki fonksiyon olmak lizere ¥x € A icin f(x)= g (x) oluyorsa [ ve g
fonksiyonlarina esit fonksiyonlar denir ve f= g biciminde gosterilir.

Fonksiyonlarda Cebirsel islemler

f:A—=R,g: B— R iki fonksiyon ve ANB # @ olsun.
f+g:(ANB)— R, (f+g)(x)=f(x)+g(x)
f—g:(ANB)—R,(f—g)(x)=f(x)—g(x)
f-g:(AnB)~R,(f-g)(x)=f(x)-g(x)

Liane) - (L)) -2, (s 20)
k-f:A—R,(k-f)(x)=k-f(x),(k € R) biciminde tanimlanr.

2. Fonksiyonlarda Grafik Gizimi

f:A=By=f (x) fonksiyonuna ait biitiin noktalarin koordinat sisteminde gosterilmesiyle
olusan noktalar kiimesine f fonksiyonunun grafigi denir.

Bu grafik cizilirken tanim kiimesinin elemanlan yatay eksende, deger kiimesinin elemanlan
ise diisey eksende gosterilir.

f:R- ]R,f(x}Z ax + b bicimindeki dogrusal fonksiyonlarin grafikleri cizilirken en az iki x
degeriicin f (x) degerleri bulunur. Bulunan (x, f (x)) noktalari, koordinat sisteminde isaret-
lenir. Bu noktalanin birlestirilmesiyle olusan dogru f fonksiyonunun grafigidir.

3. Fonksiyon Grafiklerini Yorumlama

Fonksiyonun grafigi Gzerindeki her noktadan y eksenine cizilen paralel dogrularin x ekseninde kestigi noktalar

fonksiyonun tanim kiimesini, x eksenine cizilen paralel dogrularin y ekseninde kestigi noktalar ise fonksiyonun
gorintd kiimesini verir.

f:A=By=Ff (x) fonksiyonunda olmak tizere x in f altindaki gorintisi y,
y nin ters gorlintiisil x tir.

Diisey Dogru Testi

Grafigi verilen bir bagintinin fonksiyon olup olmadigini belirlemek icin tarmm araliginin her
noktasindan y eksenine paralel dogrular cizilir. Cizilen bu dogrular, grafigi yalniz bir noktada
kesiyorsa bu baginti bir fonksiyondur. Diger durumlarda bu bagint fonksiyon degildir.

Grafigi verilen bir bagintinin fonksiyon olup olmadigini tespit etmek icin uygulanan bu teste
diisey (dikey) dogru testi denir.



Grafigi verilen bir f fonksiyonunun x eksenini kestigi noktalar y = f (x) =0 denkleminin
kdkleridir. Tamm kiimesinin bir alt araliginin goriintisi x ekseninin tGzerinde kaliyorsa bu
aralik f(x) > 0 esitsizliginin ¢c6ziim kiimesidir. Tamim kiimesinin bir alt arahiginin goriintiisii
x ekseninin altinda kaliyorsa bu aralik f(x) < 0 esitsizliginin ¢coziim kiimesidir.

4. Dogrusal Fonksiyonlarda Giincel Uygulamalar

10.2.2. iKi FONKSIYONUN BILESKESI VE BiR FONKSIYONUN TERSI
1. Fonksiyonlarin Bire Birliginin ve Ortenliginin incelenmesi
Yatay Dogru Testi

Grafigi verilen bir f(x) fonksiyonunun bire bir veya orten olup olmadigini belirlemek icin
deger araliginin her noktasindan x eksenine paralel dogrular cizilir. Cizilen paralel dogrular,
fonksiyonun grafigini en az bir noktada kesiyorsa bu fonksiyon ortendir. Cizilen paralel dog-
rular, fonksiyonun grafigini yalniz bir noktada kesiyorsa bu fonksiyon bire birdir. x eksenine
paralel dogrular cizilerek yapilan bu isleme yatay dogru testi denir.

2. Bileske Fonksiyon
f:A — B orten ve g:B — C fonksiyonlar verilsin. A nin elemanlarini, f ve g fonksiyonlarniyla
C nin elemanlar ile esleyen fonksiyona bileske fonksiyonu denir.

Baska bir ifadeyle f:A — B ortenve g:B — C fonksiyonlari verilsin.

wx € A igin h(x)=g[f (x)] seklinde tamimlanan h: A — C fonksiyonuna f ve g fonksiyon-
larinin bileske fonksiyonu denir ve h = gof ile gosterilir (Sekil 2.2.1).

gof :A — C,(gof )(x) = g[ f (x)] seklinde gosterilir ve “g bileske f” diye okunur.

A f B g C
R T
h = gof
1]"
' ]'l ) U ‘ () =alf ()]
— — —» hix)= X
Fat Fat - Y
Sekil 2.2.1



Ozellikler
EW Fonksiyonlarda bileske isleminin degisme ozelligi yoktur, fog # gof dir.
P Bir f fonksiyonunun birim fonksiyon ( I(x) = x) ile bileskesi kendisine esittir.
fol =Iof = f olur.

EN Fonksiyonlarda bileske isleminin birlesme ozelligi vardir.
fogoh = (fog)oh = fo(goh) olur.

3. Bir Fonksiyonun Tersi

f:A — B fonksiyonu bire bir ve orten fonksiyon olmak lizere her x € Ave y € B icin
(gof )(x)=xve(fog)(y)=y esitliklerini saglayan g:B — A fonksiyonuna
f nin ters fonksiyonu denir, g = f * seklinde gosterilir (Sekil 2.2.3).

f:A—Bise f1:B—A A B
X—y y—X

Baska bir ifadeyle

y=f(x)isex=f"1(y) olur.

(x,y)efise(y,x)e f* olur.

f_I
e
Sekil 2.2.3

Ozellikler

EW Bir fonksiyonun tersi ile bileskesi birim fonksiyonu verir. Buna gore
fof *=1Iveyaftof=1I olur.

B (fog) ™ (x)=(g "of 1)(x) olur.
B () (x)=f(x) olur.
sonuc

a,beR,a#0olmakizere f:R—-R, f(x)=ax+bise f 1 (x)= x;b olur.

Sonug

Bire bir ve drten bir f(x)fonksiyonun tersi f~*(x) bulunurken x, y cinsinden yazihr.
y=f(x)ise x=f"1(y) oldugundan f~'(y) elde edilir.
Degisken olarak y yerine x yazildiginda f'i( x ) bulunmus olur.

Sonuc

f: R—{—%} — R—{%} olmak tizere f (x) = i:lg fonksiyonunun tersi
f‘l(x)Z% olur.
Not

y = f (x) fonksiyonunun grafigi ile y = f * (x) fonksiyonunun grafigi analitik diizlemde
y = x dogrusuna gore simetriktir.






