10.2. FONKSIYONLAR
10.2.1. Fonksiyon Kavrami ve Gosterimi
10.2.1.1. Fonksiyonlarla ilgili Problemler

Ave B bos kiimeden farkli iki kime olmak lizere A kiimesinin her bir elemanini B kiimesinin bir ve
yalniz bir elemanina esleyen iliskiye A dan B ye tanimli fonksiyon denir. Fonksiyonlar genellikle f, h, g
gibi sembollerle gosterilir.

Bir A kiimesinden B kiimesine tanimli f fonksiyonu f : A — B ile gosterilir. A kiimesine tamim kiimesi,
B kiimesine deger kiimesi denir. A dan A ya tanimli bir fonksiyona kisaca A da tanimli fonksiyon da
denilebilir. f fonksiyonu A kiimesinden alinan bir x elemanini B kiimesindeki bir y elemani ile esliyor
ise X elemaninin f altindaki goriintiisii y elemanidir denir. Bu durum y = f(x) biciminde gosterilir.

f: A— B olmak lizere tanim kiimesindeki elemanlarin f fonksiyonu altindaki goriintilerinin olustur-
dugu kiimeye bu fonksiyonun goriintii kiimesi denir ve f(A) ile gosterilir. Gortinti kiimesi ortak
ozellik yontemiile f(A) = {f(x)|x € A} olarak ifade edilir.

Ornegin yanda verilen sekilde,
f « Tanim kimesinde bosta kalan herhangi bir eleman olmadi-
A— = s gindan ve tanim kiimesindeki her eleman deger kiimesinde
yalniz bir elemanla eslendiginden f bir fonksiyondur.

~« ffonksiyonunun tanim kiimesi A={a, b, ¢, ¢}, deger Kii-
Gorintl mesj B={2, 4, 6, 8}, gorintd kimesi f(A) ={2, 4, 6} ve
Kimesi  {(A)cB olur.

+ aelemaninin f altindaki gériintiisii 2 olup f(a) =2 olarak ifa-
de edilir. Benzer sekilde f(b) =4 ,f(c) =6 ve f(¢) =6 olur.

Tanim Kamesi  Deger Kimesi - ffonksiyonu sirali ikililer kullanilarak

f={(a, 2), (b, 4), (c, 6), (¢, 6)} biciminde de g&sterilebilir.
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\ AveB bos kiimeden farkli birer kiime olmak Gizere s(A) =m ve s(B) =n ise A kiimesinden
B kiimesine tanimli fonksiyon sayisi n™ dir.

A ve B bos kiimeden farkli birer kiime olmak lizere

f : A— B seklinde tanimlanan f fonksiyonu icin f(A) # B olduguna gére
(deger kiimesinde en az bir eleman acikta kaliyorsa) f fonksiyonuna icine
fonksiyon denir. f icine fonksiyon ise kisaca f icinedir denir.

Yanda verilen f fonksiyonu icine fonksiyondur clinkii f nin goriintii kiimesi {1, 2,
3, 4, 5} olup f nin deger kiimesi olan {1, 2, 3, 4, 5, 6} ne esit degildir.

Tanim Deger
Kimesi Kiimesi



Ave B bos kiimeden farkli birer kiime olmak iizere

f : A— B tanimlanan f fonksiyonu icin f(A) = B olduguna gore (deger ki-
mesindeki her elemana karsilik tanim kiimesinde en az bir eleman varsa) f
fonksiyonuna orten fonksiyon denir. f 6rten fonksiyon ise kisaca f ortendir
denir.

Yandaki f fonksiyonunun gériintii kiimesi f(A) ={1, 2, 3, 4} ve
deger kiimesi B={1, 2, 3, 4} olup f fonksiyonunun gortinti kiimesi ile deger
kimesi aynidir. Bu ylizden f érten fonksiyondur.

Tanim Deger
Kimesi Klimesi

Bir fonksiyonun tanim kiimesindeki her bir elemanin gériintlisi tanim kiime-
sindeki diger elemanlarin gériintiilerinden farkli ise bu fonksiyona bire bir
fonksiyon denir.

A ve B bos kiimeden farkl birer kiime olmak tizere

f:A— B tanimlanan f fonksiyonu her x, y € A ve x #y icin f(x) #f(y) ya
da f(x) =f(y) icin x =y oluyorsa bu fonksiyon bire bir fonksiyondur.

Bir fonksiyon hem bire bir hem de orten ise bu fonksiyona bire bir 6rten
TE}_"'"‘ . Deger fonksiyon denir. Ornegin yandaki sekilde verilen f fonksiyonu bire bir ve
Kimesi Kimesi  arien bir fonksiyondur.

Esit Fonksiyonlar

=

A ve B bog kiimeden farkli iki kime olmak lizere f : A - B, g : A — B tanimlanan f ve g fonksiyon-
lar; vx € A icin f(x) = g(x) seklinde yazilabiliyor ise bu fonksiyonlara esit fonksiyonlar denir ve
f =g seklinde gosterilir. Fonksiyonlarin esit olmasi icin tanim ve gériintii kiimelerinin esit olmasi,
tanim kiimesindeki her bir eleman icin bu elemanlarin gériintilerinin de ayni olmasi gerekir.



Birim (Ozdeslik) Fonksiyon

Bilg XA KA A X
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A bos kiimeden farkli bir kime ve
f, A dan A ya bir fonksiyon olmak lzere vx <A icin f(x) =x oluyorsa f
fonksiyonuna birim fonksiyon denir ve 1 ile gosterilir.

C")rnef;in f: R— R, f birim fonksiyon olmak lizere

. f(7)=7 « f3/5+2)=3/5+2
+ f(a+4)=a+4 + f(x+10) =x+10 olur.
Tanim Deger
Klimesi Kiimesi
Sabit Fonksiyon

A _~——~, B Ave B bos olmayan kimeler ve k€ B olmak iizere f: A—B fonksiyonu
verilsin. vx € A icin f(x) =k oluyorsa bu fonksiyona sabit fonksiyon denir.

Yandaki sekilde tanimlanan f fonksiyonu icin f : A— B, ¥x € A olmak Uzere
f(x) =3 olur.

Ornegin f: R—R, f(x) =42 olmak tizere

f(7) =2 - f3B+2) =2

Tanim Deger
Kimesi Kimesi . f4)=4y2 «  f(x+10) =42 olur.
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\\ Tanimli oldugu aralikta f(x) = gxxig biciminde verilen f(x) fonksiyonu sabit fonksiyon ise

2= % esitligi saglanir.

Dogrusal Fonksiyon

Bilg ey

a,beR olmak lzere f: R— R, f(x) =ax+b bicimindeki fonksiyonlara dogrusal fonksiyon
denir. f bir dogrusal fonksiyon ise grafigi bir dogrudur.

Tek Fonksiyon ve Cift Fonksiyon

y Bilg e

¥ . R~ R olmak lizere vx € R icin
«  f(—x)=1(x) olan f fonksiyonuna cift fonksiyon denir.
+  f(—x) =—f(x) olan f fonksiyonuna tek fonksiyon denir.




Parcali Fonksiyon

Bilgi B e O O
/ Tanim kimesinin ayrik alt kiimelerinde farkh kurallarla belirlenen fonksiyonlara parcal ta-

mimh fonksiyonlar ya da parcali fonksiyonlar denir. Ornegin a, b, ¢, d € R olmak iizere
g(x),a<x<b ise

f(x)=1h(x), b<x<c ise
r(x),c<x=<dise

biciminde olan ve g(x),h(x),r(x) fonksiyonlarindan olusan f fonksiyonuna parcali fonksiyon
denir. a, b, ¢ ve d fonksiyonun kritik noktalaridir.

) Bilg X XA X K
ACR ve BCR olmak lizere f: A— R ve g : B~ R fonksiyonlari icin

f+g: AnB—-R, f—g: AnB—R f+g ve f—g fonksiyonlar ¥x € ANB icin
(f+g)(x) =f(x)+g(x) ve (f—g)(x) =f(x) —g(x) seklinde tanimlanr.
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ACR ve BCR olmakiizere :A— R ve g:B — R fonksiyonlari icin

f-g:AnB—R, %:AHB—*R f-gve % fonksiyonlari ¥x € AnB icin
f(x)

(1-9) (0 =1()-g () ve (g) () = 5.

Ayrica ¢ € R olmak lizere vx € A icin (c-f)(x) =c-f(x) olarak tanimlanir.

(g (x) #0) seklinde tanimlanir.

10.2.1.2. Fonksiyonlarin Grafikleri
Dogrusal Fonksiyonlarin Grafikleri

Bilg P e S E=T

a,beR ve f: R~ R olmak lizere f(x) =ax +b fonksiyonunun grafigi dik koordinat
sisteminde y = ax+b dogrusunun grafigini belirtir. Bir dogrunun grafigini dik koordinat
sisteminde cizmek icin bu dogrunun gectigi en az 2 noktaya ihtiyac vardir. Dolayisiyla

y =ax+b denklemini saglayan en az 2 tane (x, y) siral ikilisi secilip bu siral ikililer dik
koordinat sisteminde isaretlenir ve isaretlenen noktalar bir dogru parcasi olusturacak sekilde
birlestirilip dogru cizilir.

10.2.1.3. Grafigi Verilen Fonksiyonlar ile ilgili Problemler

(5)—Bilg! D e G G e G
# Bir fonksiyon grafiginde diisey/dikey dogru testi kullanilarak fonksiyonun x ekseni tizerinde

tanimli oldugu her bir noktadan y eksenine paralel cizilen dogrular, grafigi yalnizca bir noktada
keser. Bu dogrular, grafigi birden fazla noktada kesiyorsa grafik bir fonksiyonun grafigi degildir.




Bilgi X X PR )
, f(x) = 0 denkleminin ¢oztim kiimesinin elemanlarindan biri x4 ise bu fonksiyonun grafigi
(x4, 0) noktasindan gecer ve x eksenini (x4, 0) noktasinda keser.

Bir fonksiyonun grafiginde f(x) = 0 denkleminin ¢ozim kimesinin elemanlarina f in sifirlari

denir. Grafik x eksenini kesmiyorsa f(x) = 0 denkleminin gercek sayilar kiimesinde ¢ézimd
yoktur.

10.2.2. iki Fonksiyonun Bileskesi ve Bir Fonksiyonun Tersi

10.2.2.1. Bire Bir ve Orten Fonksiyonlarla ilgili Uygulamalar

Bilg P P X P
Verilen fonksiyonun grafigini kesecek sekilde x eksenine paralel dogrular cizilir. Gizilen bu

paralel dogrular grafigi bir noktada kesiyorsa fonksiyon bire bir fonksiyondur denir. Yapilan
bu isleme yatay dogru testi denir.

Yatay dogru testinde,deger kiimesindeki her elemana tanim kiimesinde bir eleman karsilik
geliyorsa fonksiyon 6rten fonksiyon, karsilik gelmiyorsa icine fonksiyondur.

10.2.2.2. Fonksiyonlarda Bileske islemi

Bilgi D e O O O
A, B, C bos kiimeden farkli birer kiime olmak lizere { : A— B, g:B-C fonksiyonlari verilsin.
A kiimesinin elemanlarini f ve g fonksiyonlari yardimiyla C kiimesinin elemanlari ile eslestiren

fonksiyona f ile g fonksiyonlarinin bileske fonksiyonu denir ve (gof) (x) seklinde gésterilir.
Burada f fonksiyonunun deger kiimesi ile g fonksiyonunun tanim kiimesi esittir.

gof fonksiyonu f nin tanim kiimesindeki her-
hangi bir x degerini, g nin deger kiimesinde-
ki g(f(x)) bicimindeki bir z ile egler. Bu ifade
sembollerle
f:A—-B,g:B—-C olmak lizere

g(y) = g(f(x))  gof={(x, z)Ixe A ve z=g(f(x)) e C}
biciminde gosterilebilir.

A/‘]C\;B/g\c

(gof)(x) = z
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+ Fonksiyonlarda bileske isleminin degisme 6zelligi yoktur. Yani herhangiikif ve g fonksiyonu
icin fog = gof olmak zorunda degildir.

+ Bir f fonksiyonun birim fonksiyon ile bileskesi yine f fonksiyonudur.
fol=1of=f olur.



puce e O e e G e s G

Fonksiyonlarda bileske isleminin birlesme 6zelligi vardir. Bu 6zellik fo (goh) = (fog) oh
olarak ifade edilir.

Wi A—-B Ve g : B — C fonksiyonlari érten ise gof : A — C fonksiyonu da értendir.

10.2.2.3. Fonksiyonun Tersi

&2 silgi P S S E="

f:A—B,y="f(x) bire bir ve drten fonksiyonu verilsin. x € A icin f(x) =y iken f~'(y) =x
oluyorsa f~' fonksiyonuna f fonksiyonunun tersi denir. ™', B kiimesinden A kiimesine
tanimli bir fonksiyondur. Bu durum asagidaki gibi de géste1rilebilir.

f f
A —~, B Ap—~_ B

Ipucu XX XX X X

f: A— B ye olmak lizere y =f(x) bire bir ve érten ise f(x) fonksiyonunun tersi de fonksiyon
olur.
f:A—-Bise f':B—A olur.

lpucu XK X X X

Bir fonksiyonun tersinin kuralini bulmak icin asagidaki adimlar izlenebilir.
. y=f(x) kuralinda x yerine y, y yerine x yazilir.

Il. Elde edilen esitlikte y yalniz birakilir.
lll. Son esitlikte y yerine 7' (x) yazilir.



ipucy P

\ Uygun tanim araliklarinda verilen asagidaki fonksiyonlar icin

« f(x) =ax+b ise ' (x) =% olur. - f(x) =ax ise ' (x) =% olur.
100 = 2D jse 171 () =L o, « 10 =L ise 171 (x) = LR o,

ﬁ‘\ ipucu
S
» Uygun kosullarda tanimli 1, g ve h fonksiyonlari icin

a) ()" =f olur.

b) (fof ') =(f"of)=1 olur (L:birim fonksiyondur).
c) (fog) " =g~"of " olur.

¢) f = g= foh =goh veya hof =hog olur.




