9.2.1. KIMELERDE TEMEL KAVRAMLAR

1. Temel Kavramlar

iyi tanimlanmus, birbirinden farkli nesneler topluluguna (yiginina) kiime denir. Buradaki nesne
soyut ya da somut olabilir.

Kiimeyi olusturan nesnelerin veya sembollerin her birine kiimenin elemanlari adi verilir. Kimeler
genellikle biyiik harflerle gosterilir.

a, A kiilmesinin elemani ise bu durum a € A ile gosterilir ve a elemanidir A diye okunur. a, A
kiimesinin elemani degil ise a € A seklinde gosterilir ve bu durum a elemani degildir A diye okunur.

Kiimelerin Gosterimi

Kumeler, yaygin olarak tg farkl yolla gosterilir:
) Liste Yontemi ile Gtsterim

Kiimeyi olusturan biitiin elemanlarin { }' parantezinin icerisinde aralarina virgil konularak
gosterilmesidir.

I) Venn Semasi Yontemi ile Gosterim

Kimeyi olusturan biitiin elemanlarin kapali bir egri icerisinde oniine ¢ konularak gosterilmesidir.
Ill) Ortak Ozellik Yontemi ile Gdsterim

Genellikle eleman sayilari cok olan kiimelerin gosterilmesinde kullanihr. Kiimenin biitiin
elemanlarinin sahip oldugu ortak ozelligin matematiksel veya sozel bir ifade ile gosterilmesidir.

A={x|p(x)}

Burada x | ifadesi x dyle ki diye okunur.

n € I olmak lizere bir A kiimesinin eleman sayisi s(A) = n olarak ifade edilir.

Elemani olmayan kiimeye bos kiime denir. Bog kimenin gosterimi @ olup liste yontemi ile
gosterimi { } bicimindedir. Bog kiimenin eleman sayisi sifirdir.

p {@} ve {{ }} kiimeleri, birer elemanli kiimeler oldudu icin bos kiime degildir.

Sonlu ve Sonsuz Kimeler

Eleman sayilan bir dogal sayi ile gosterilebilen kiimelere sonlu kiime, sonlu olmayan kiimelere de
sonsuz kiime denir.

A ={x |0 <x<10,x € Z } kiimesinin elemanlari 0 ile 10 arasindaki tam sayilardir.

Busayilar {1,2,3,4,5,6,7,8,9} seklinde ifade edilebilir ve s(A) =9 olur. Bu durumda A kiimesi sonlu
sayida elemana sahiptir denir.

Dogal sayilar kiimesi incelendiginde ¥n € N icin (n+1) € N oldugundan kiimenin eleman sayisi
bir dogal sayi ile ifade edilemez. Bu durumda dogal sayilar kiimesi sonsuz kiimedir.



2. Alt Kiime

A ve B herhangi iki kiime olmak {izere A kiimesinin her elemani
ayni zamanda B kiimesinin de elemani oluyor ise A kiimesine, B
kiimesinin alt kiimesi denir. A € BveyaA C B biciminde gosterilir. B
Bu ifade, B kiimesi A kiimesini kapsar seklinde de soylenir.
B 2 AveyaB D A biciminde gosterilir.
Alt kiimenin Venn semasiyla gosterilisi yandaki gibidir.

A kiimesinin en az bir elemani, B kiimesinin elemani degil ise A
kiimesi B kiimesinin alt kiimesi degildir denir ve A ¢ B biciminde
gosterilir.

Alt Kiimenin Ozellikleri

1. Her kiime, kendisinin alt kiimesidir. (A C A)

2. Bos kiime, her kiimenin alt kiimesidir. (@ C A)
3. (ACB)A(BCC)=ACC dir

n elemanl bir kimenin alt kiimelerinin sayisi 2" seklinde hesaplanir.

0z Alt Kiime

Bir kimenin kendisi disindaki alt kiimelerine oz alt kiimesi denir.
Bir kiimenin 6z alt kiimelerinin sayisi 2"—1 ile hesaplanir.

3. Esit Kiime

Ave B iki kime olsun. A ve B kiimelerinin tim elemanlari ayni ise bu kiimelere birbirine esit
kiimeler denir. Bu durum A = B seklinde gosterilir.

Eger bu kiimeler birbirine esit degilse bu durum A # B seklinde gosterilir.

Ave B kiimelerinin birbirine esit kiimeler olmasi ancak ve ancak bu kiimelerin birbirlerinin alt
kiimesi olmasiyla miimkiindiir. Bu durum (A C B)A(B C A) = A = B seklinde ifade edilir.

A ve B gibi herhangi iki kimenin sadece eleman sayilari esitse bu kiimelere birbirine denk kiimeler

denir ve A = B seklinde gosterilir. Birbirine esit olan kiimeler birbirine denktir ancak birbirine denk
olan kiimeler birbirine esit olmak zorunda degildir.

9.2.2. KOMELERDE iSLEMLER VE BAGINTI

1. Kiimelerde Islemler

Kiimelerde Birlesim iglemi

Aile B iki kiime olsun. A ile B kiimelerinin tiim elemanlarinin olusturdugu kiimeye, A ve B
kiimelerinin birlesim kiimesi adi verilir. AU B seklinde gosterilir.

AUBZ{X IxeAvevaxEB}Z{x | x € AVx € B} olarak ifade edilir.



@ OO0 ©

AUB=A

p Sembolik mantiktaki V (veya) sembolii kiimelerde U (birlesim) islemine karsilik gelir.

Birlesim isleminin Ozellikleri

1.AUA={x|xeAVxeA}={x|xEA}=A oldugundan AUA = A olur.
Bir kiimenin kendisi ile birlesimi yine kendisidir. Buna tek kuvvet 6zelligi adi verilir.

2. AUZ=1{x|xEAVXED}=A oldugundanAUZ = G UA = A olur.

Bir kiimenin bos kiime ile birlesimi yine kendisidir. Bu durumda bos kiime, bhirlesim isleminin etkisiz
elemanidir.

3.AUB={x|xEAVXxEB}={x|xEBVxEA}=BUAoldugundan AUB =B U Aolur.
Kiimelerde birlesim isleminin degisme ozelligi vardir.

4. AU(BUC)={x|xeAVxe(BUC)}={x|(xeA)V(xeBVxeC)}
={x|[(xeAvxeB)V(xeC)}={x|xe(AUB)VxeC}
=(AUB)UC olur.

Kimelerde birlesim isleminin birlesme ozelligi vardir.

5. AUB = @oldugunda A ve B kiimeleri bos kiime olur. Bu durumun tersi de dogrudur. Kimeler bos
kiime ise birlesim kiimesi de bos kiime olur.

AUB=C0 A= ve B=© olur.

6.BCA=AUB={x|xEAVXxEB}={x|xEAVXxEA}={x|xEA}=A oldugundan
BCA=AUB=A olur.

Kiimelerde Kesisim Islemi

Alile B iki kiime olsun. A ile B kiimelerinin ortak elemanlarinin alinmasi ile olusturulan kiimeye, A
ve B kiimelerinin kesisim ktiimesi adi verilir. AN B seklinde gosterilir.

ANB={x|xEAvexcB}={x|x € AAx EB} olarak ifade edilir.
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ANB=9g ANB=B

p Sembolik mantiktaki A\ (ve) sembolii kiimelerde N (kesisim) islemine karsilik gelir.



Ozellikler

1.ANA={x|xEeAAxEA}={x]|x EA}ZAoIdugundan ANA=A olur.
Bir kiimenin kendisi ile kesisimi yine kendisidir. Buna tek kuvvet ozelligi adi verilir.

2.ANB={x|xeAAxEB}={x|xEBAXxEA}=BNA oldugundan ANB=BnAolur.
Kiimelerde kesisim isleminin degisme ozelligi vardir.

3.ANBNC)={x|(xeA)Axe(BNC)}={x|(xEA)A(xEBAXEC)}
={x|[(xeAAxEB)A(xeC)}={x|xe(ANB)A(xeC)}
=(ANB)NColur.

Kimelerde kesisim isleminin birlesme ozelligi vardir.

4. AN@={x|xEAAXEB}={x|xE B}=@oldugundan AN@ =T NA =0 olur.

Bir kilmenin bos kiime ile kesisimi bos kiimedir. Bu durumda bos kiime, kesisim isleminin yutan
elemanidir.

ANB=@ = A ve B kiimelerinin ortak elemani yoktur. Bu durumda A ve B kimeleri ayrik
kiimelerdir denir.

5 BCA=ANB={x|x€AAxeB}={x|xEB}=8B oldugundan B C A = ANB =B olur.
Bu durumda kesisim kiimesi, kapsanan kiimeye (alt kiimeye) esit olur.

6. AN(BUC)={x|xEAAN(XEBVXECQ)}
={x|[(xEAAXEB)V(XEAAXEC)}
={x|xe(ANB)Vxe(ANC)}
=(ANB)U(ANC)oldugundan

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) eldeedilir.

Bu durum, kesisim isleminin birlesim islemi tzerine soldan dagiima ozelligi olarak ifade edilir. Benzer
islemlerle (BUC)NA =(BNA)U(CNA) oldugunu gdsterebilirsiniz.

Kesigim isleminin birlesim islemi Gzerine hem soldan hem de sagdan dagilma o6zelligi oldugundan
kesisim isleminin birlesim islemi Uzerine dagilma ozelligi vardir.

7. AUBNC)={x|xeAvxe(BNC)}
={x|x€AV(XEBAXxEC)}
={x|(xeAVxeB)A(xeAVxe ()}
={x|xe(AUB)Axe(AUC)}
=(AUB)N(AUC) oldugundan
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) elde edilir.
Bu durum birlesim isleminin kesisim islemi tizerine soldan dagilma ozelligi olarak ifade edilir. Benzer
islemlerle (BNC)UA =(BUA)N(CUA) oldugunu gosteriniz.

Birlesim igleminin kesisim islemi Uzerine hem soldan hem de sagdan dagiima ozelligi oldugundan
birlesim isleminin kesisim islemi lizerine dagilma ozelligi vardir.



8.

a) A ve B ayrik kiimeler ise AUB kiimesinin eleman sayisi,

A B
s(AUB)=5s(A)+s(B) seklinde olur.

h) A ve B ayrik kiimeler degilse AUB kiimesinin eleman sayisi
s(A)+s(B)—s(ANB)=(x+y)+(y+z)—y

=x+y+z=s(AUB) bulunur.
s(AUB)=s(A)+s(B)—s(ANB) olur.

c) A, Bve C herhangi {i¢ kiime olsun. Bu kiimelerin birlesiminin eleman sayisi asagidaki sekilde hesaplanir.
(Sekildeki kiigiik harfler bulunduklari bdlgenin eleman sayisini gostermektedir.)

‘A S(AUBUC)=a+b+c+d+x+y+z dir

c
s(A)=a+d+x+y s(ANB)=d+x s(ANBNC)=d... (3)
s(B)=b+d+x+z s(ANC)=d+y
s(C)=c+d+y+z s(BNC)=d+z
+ +
—atbtc+2x+2y+2z+3d... (1) —x+y+z+3d.. (2)

(1) toplamindan (2) toplami ¢ikarilip bulunan degere (3) ilave edilirse
(1)—(2)+(3)=(atb+c+2x+2y+2z+3d)—(x+y+z+3d)+d elde edilir.
Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

=a+b+c+d+x+y+z=s(AUBUC) degerielde edilir.
s(AUBUC)=s(A)+s(B)+s(C)—[s(ANB)+s(ANC)+s(BNC)]+s(ANBNC)

Evrensel Kume ve Bir Kimenin Timleyeni

Belirli bir konuda tizerinde islem yapilan, biitiin kiimeleri icine alan, bos kiimeden farkli en genis
kiimeye evrensel kiime denir. Evrensel kiime genel olarak E sembolii ile gosterilir.

A,B C E olmak tizere ANE=A, AUE=E olur.

A C E olmak uzere, evrensel kiimede olup da A kilmesinde olmayan elemanlarin kiimesine, A kii-
mesinin tiimleyeni denir. A" ile gosterilir.

A ={x|x € EAx & A}seklinde ifade edilir.



Ozellikler

Tablo 9.2.1
T | ACE olmak iizere s(E)=s(A)+s(A’) | ° | ACB=B' CA’
2 | (A)=A 6 | AUA'=E, ANA'=0
3 |9 =EFE=0 7 |EUA"=E, ENA'=A
4 | De Morgan Kurallar
(AUBY=A'NB’
(ANB)=A"UB’

Kiimelerde Fark islemi

A ve B iki kiime olsun.

A kiimesinde olup B kiimesinde olmayan elemanlarin olusturdugu kiimeye (yalniz A da olan eleman-
larin olusturdugu kiimeye) A fark B kiimesi adi verilir.

A —B veya A\ B seklinde gosterilir. Buna gore
A—B=A\B={x|xEAAx & B} olur.

Asagidaki tarali alanlar incelendiginde s(AUB)=s(A\B)+s(B\A)+s(ANB) oldugu goriilir.

A B

A\B ANB B\A

Ozellikler
Tablo 9.2.2

1. | A\B={x|xEAAx € B}={x|xeAAx €B}=AnNB oldugundan A\B =ANB’ elde edilir.

2. |A\A=0 3| A\@=A
4 |E\A=A 5| A\E=0
6. |@\A=0 7./ (A\B) =(AnB)Y=A"U(B)=A"UB

ACB = A\B={x|xEAAx & B} demektir. Ancak A C B durumunda x € B olamaz.
Sonug olarak ACB = A\B=@ olur.

Kiime islemleri ve Sembolik Mantik Kurallari Arasindaki iligki

Kimelerle sembolik mantik arasinda gosterim, sembol ve bunlari ifade eden islemler arasinda iligki vardir.
Bu iliski asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 9.2.3

Sembolik Mantik 0 1 v A | Degil (')
Kimeler @ E U N | Tamleme ()




Tablo9.2.4

Sembolik Mantik Kiimeler
pvp =1 AUA"=E
pAp =0 ANA =0
pvli=1 AUE=E

pVp=p (Tek Kuvvet Ozelligi)

AUA = A (Tek Kuvvet Ozelligi)

pAp =p (Tek Kuvvet Ozelligi)

ANA =A (Tek Kuvvet Ozelligi)

pVg=qVp (Degisme Ozelligi)

AUB=BUA (Degisme Ozelligi)

(pVa) =p’ Aq'(De Morgan Kurali)

(AUB)Y=A"NB’ (Timleme islemi)

pV(gAr)=(pVvag)A(pVr) (Dagilma Ozelligi)

Kiimelerle ilgili Uygulamalar

Kiime problemlerinde asagidaki sekli incelemeniz ¢oziim asamasinda yarariniza olacaktr.

E

A: arpa ekilen illerin kiimesi

B: bugday ekilen illerin kiimesi
Y: yulaf ekilen illerin kiimesi

E: evrensel kiime

Sekildeki kticuk harfler bulunduklari bolgenin eleman sayisini ifade
etmektedir.

Tablo:9.2.5
1. | Arpa ekileniller atb+d+x
2. | Bugday ekileniller atct+d+ty
3. | VYulaf ekilen iller b+d+c+z
4, Yalniz bugday ekilen iller Y
5. | Arpave bugday ekilen iller a+d
6. Her ti¢ Grlintin de ekildigi iller d
7. Bugday ekilip yulaf ekilmeyen iller aty
8. | Arpa veya bugday ekilen iller atb+ct+td+x+y
9. | Yalmz bir triin ekilen iller Xx+y+z
10. | Yalmiz iki Giriin ekilen iller atb+c
11. | En ¢ok bir trin ekilen iller Xxty+zte
12. | En az bir ariin ekilen iller atbh+ct+d+x+y+z
13. | Hig trin ekilmeyen (nadasa birakilan iller) e
14. | En az iki trin ekilen iller atb+c+d
15. | En cok iki iiriin ekilen iller atb+ctet+x+ty+z
16. | Yulaf ekilmeyen iller atet+xty

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Dagilma Ozelligi)




2. Kiimelerin Kartezyen Garpimi

aile b birer nesne olmak tizere (a, b)seklindeki ifadeye bir sirali ikili veya kisaca ikili denir.
Buradaki a ile b birer say1 olmak zorunda degildir. a ya bu sirali ikilinin birinci bileseni, b ye bu sirah
ikilinin ikinci bileseni denir.

Benzer sekilde a, b ve ¢ nesneleri kullanilarak olusturulan (a, b, c) ifadesine de sirali ticlii denir.

Buradan yola gikilarak bir genelleme yapildiginda a;,az as,...,an—1,a, elemanlan kullanilarak
olusturulan (aj,as as,...,an) ifadesine sirali n li denir.

Siral Ikililerin Esitligi

iki sirali ikili birbirine esit ise bu sirali ikililerin ayni siradaki bilesenleri birbirine esittir.
(a,b)=(c,d)=(a=c veb=d) olur.

Kartezyen Garpim

Bos kiimeden farkl A ve B kiimeleri verilsin. Birinci bileseni A kimesinden, ikinci bileseni B kimesin-
den alinarak olusturulan tim siral ikililerin kiimesine A ve B kiimelerinin kartezyen carpim kiimesi veya
A kartezyen carpim B denir.

A X B ortak ozellik yontemiyle A X B = {( XY)|x EAvey e B} seklinde yazilabilir.

A =B durumunda A X A eldeedilir vebukiime A? seklinde gosterilir.

Kartezyen Carpimin Ozellikleri

1. A={ayaa;3,..,ax}, B ={bs, by bs,....bn} kiimeleri verilsin. Bu kiimelerin kartezyen ¢arpimi
asagidaki tabloda gorulmektedir.

Tablo 9.2.6
B
b1 b» bs b
a1 (a,b1) | (as,b2) | (ay,bs)| - (a1,bn)
az (az,b1) | (az,b2) | (az,bs)| - (@2,bn)
A as (as,b1) | (as,bz2) | (a3, bs)| - (a3, bn)
ak (akb1) | (awb2) | (akbs) | -~ | (akbn)

Tablodaki tum ikililer, kartezyen carpim kiimesinin elemanlaridir.

AXB= {(31,b1),(a1,bz),(a1,ba),...,(ak,bn)}

O hilde kartezyen carpim kiimesinin eleman sayisi s(A X B) =s(A)-s(B) = k- n olarak bulunur.
Bos kiimeden farkh A ve B kiimeleri icin s(AX B) =s(B XA)=s(A)-s(B) olur.

2. AxB={(xy)|x €Avey € B}
BxA={(v.x)|ycBvexeA}
Elde edilen ikililerde A X B kiimesinin elemanlarinin birinci bileseni ile ikinci bileseninin yer degistirmesiyle
B X A nin elemanlan elde edilir.
x #vy icin (x,¥) # (y,x) olduguna gore kartezyen carpim isleminin degisme 6zelligi yoktur.
A #Bicin AXB#B XA olur.



3.AX(BUC)={(xy)|xeAAye(BUC)}
={(xy)|xeAA(yeBVyeC)}
={(xy)|(xEAAyEB)V(XEAAY EC)}
={(xy)|(xy)EAXBV(xy)EAXC}
=(AXB)U(AXC)
oldugundan kartezyen ¢arpim isleminin birlesim islemi tizerine dagilma 6zelligi vardir.
AX(BUC)=(AXB)U(A X C)Bu esitlik, kartezyen carpim isleminin birlesim islemi iizerine soldan
dagiima ozelligi olarak ifade edilir. Buradan yola ¢ikildiginda kartezyen ¢arpim isleminin soldan ve sagdan
birlesim, kesisim ve fark islemleri Gzerine dagilma ozelligi oldugu gortlmektedir.
. AX(BUC)=(AXB)U(AXC) (BUC)XA=(BXA)U(CXA)
. AX(BNC)=(AXB)N(AXC), (BNC)xA=(BXA)N(CxA)
M. AxX(B\C)=(AXB)\(AXC), (B\C)xA=(BxA)\(CxA)

Kartezyen Carpimin Grafigi

2=RxR={(xy)|xeRvey e R} kilmesinin belirttigi noktalarin olusturdugu diizleme
kartezyen koordinat sistemi (analitik diizlem) denir.

A( x,v) = B? ise bu noktanin birinci bilesenine noktanin apsisi, ikinci bilesenine noktanin ordinat
denir. Olusan (x,y) ikilisine A nin koordinatlari ad verilir.
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A noktasina karsilik gelen sirali ikili (x,y) ise x e A nin
apsisi, y ye A nin ordinat denir. Olusan
AxB={(xy)|x €Avey e B} kiimesinin
elemanlarinin analitik diizlemde isaretlenmesiyle elde

g "I - edilen goriintliye A X B nin grafigi denir (Grafik 9.2.1).

0(0,0) x
Grafik 9.2.1
3. Baginti

iki kavram arasinda kurulan iliski ya da bag baginti olarak tanimlanir. Veriler arasindaki iliskiler (tretim ve
tiiketim arasindaki iliski, yillara gore issizlik orani vs.) birer baginti 6rnegi olarak verilebilir.

Ave B herhangi iki kiime olsun. A X B nin her alt kiimesine A dan B ye baginti denir. Cogunlukla
B, B1, Ba, ... ile gosterilir. B c A X B olur.

Bu tanima gore s(A) = m,s(B) = n olarak verildiginde s(A X B) =m -n oldugu icin A dan B ye
tanimlanabilecek biitiin bagintilanin sayisi, 2™" olarak hesaplanir.

(x,y) € B ise bu durum yBx seklinde yazilir ve y elemani, B bagintisi ile x elemanina baglidir diye
okunur.

A X A nin her alt kiimesine A da bir baginti denir.

Bagmtinin Grafigi

Bir bagintinin grafigi, bu bagintinin elamanlarinin analitik dizlemde isaretlenmesiyle elde edilir.

Bagintinin Tersi

Adan Bye tanimh B ={(x,y)|x € Avey € B} bagintisinin tersi B7* ={(y,x) |y £EBvex € A}
bagintisidir.

(xy)eB = (v,x)eB™ ve

BCAXB e BTcBXA olur



