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Onsodz

Sevgili Ogrenciler,

Matematik ille de asik suratli olacak diye bir sey yok. Ogrenme ille de eziyetli olacak diye bir sey
de yok. Anlama siireci neden haz dolu bir eylem olamasin? Bir¢ok insan tarafindan kolaylikla kavra-
nan bir sey neden baskalar: tarafindan da kavranamasin? Matematigin ya da bir baska bilimin ileri
konular1 zihnimize meydan okuyan zorlukta da olabilir. Ama okul miifredati diizeyine inen bilgi,
insanlik kazanimlarinin en ¢ok siizgecten gecmis, en yalin formlara ulasmis ve faydali oldugu sabit
olmus kisimlaridir. Bu bilginin, dogru diiriist aktarildig1 ve sunuldugu takdirde her diinya vatan-
das: tarafindan kolaylikla anlasilabilmesi gerekir. Bu inancla matematik 6grenimini zevkli bir ugrasa
doniistiirmek istedik ve elinizdeki kitabi {irettik. Ne kadar basarili olacagimizi siiphesiz zaman gos-
terecektir, ama sizlerden de aktif bir okuma bekliyoruz. Eger bu kitabin herhangi bir pasaji ile yarim
saat stkilmadan ve bir seyler 6grenerek vakit gecirebilirseniz kendimizi mutlu sayacagiz. Bir yan-
dan Mete Hoca ile Pinar Hoca, diger yandan da merakl 6grencilerimiz Zeynep, Gokge, Selcuk ve
Engin, tartisa tartisa, belki bazen birbirlerine de takilarak, matematigin temel kavramlarini 6gren-
mek istiyorlar. Burada bir parca da Platon’un okuluna 6zenmedik desek yalan olur. Monolog yerine
diyalogun hem daha zihin acic1 oldugunu, hem de insana daha yakistigini diistiniiyoruz. Sizin de
kendinizi bu smifin bir parcasi olarak hissetmenizi, okurken akliniza gelen sorular ya da katkilar
bize iletmenizi diliyoruz. Hocalarimiz da her zaman yeni bir sey 6grenmeye hazirdirlar ve 6rnegin
Gokee’nin ya da Selcuk’un bir sorusundan yeni bir bakis agis1 kazandigimiz az olmadi. Diyalog for-
matinin kendine has bir dinamigi var, soru soruyu tiretiyor ve s6zli bazen birkac¢ sayfada kestirip
atamiyoruz; yani bu kitap acilip da yarim sayfasi okunabilecek bir kitap degil. Bu nedenle, iiniteleri
okurken en az bir alt-boliimii kendi biitiinliigli icinde okumanizi 6neriyor ve iyi okumalar diliyoruz.

Kitabin iiretim siireci bizim icin de keyifli bir seriiven oldu ve kitabin ruhuna uygun olarak, yazar
ve editorlerden olusan ekibimiz devamli bir diyalog icinde calisti. Matematik 6greniminde yenilikci
bir deneme olarak bize bu olanag: veren Universite Yonetimimize, bizi her asamada destekleyen
Prof.Dr. Levend Kili¢, Prof.Dr. Tevfik Fikret Ucar, Do¢.Dr. Miijgan Bozkaya, Prof.Dr. Cengiz Hakan
Aydin ve Ogr.Gér. Cemalettin Yildiz’a; kitabin 6zgiin BIiX stil dosyalarini hazirlayip, dizgide ve sekil
cizmede hocalarimiza rehberlik eden Do¢.Dr. Emrah Akyar, Do¢.Dr. Ali Deniz, Do¢.Dr. Serkan Ali
Diizce ve Yrd.Doc.Dr. Yunus Ozdemir’e ve her imdat cagrisinda yardima kosan Yrd.Doc.Dr. Yunus

Ozdemir’e tesekkiirlerimizi sunariz.

Editorler
Sahin Kocak ve Nesrin Alptekin

Soru, goriis ve onerileriniz icin iletisim adresimiz: nesrinesen@anadolu.edu.tr
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1 Kiimeler ve Sayilar

Girig

5’ Merhaba arkadaslar... Matematik ile ilgili baz1 konular1 goz-
7S den gecirmek amaciyla bundan béyle burada bulusacagiz.
iIkogretimde matematik, lisede matematik, burada da mate-

matik... Bir tiirlii yakamizi kurtaramadik Mete Hocam. Ne- ?
dense kendisiyle aramiz pek iyi degil.

Ben de Gokee gibi diisiiniiyorum. Oldum olasi matematik der- ‘
sini sevemedim.

Matematigin zor oldugunu diistinmenizi anliyorum. Matema-
tik gercekten ugsuz, bucaksiz bir konudur. Insanoglunun yer-
yliziindeki en biiyiik eserlerinden biri, binlerce yillik bilgi birikimi ve

deneyimin en saf halidir.

Ben matematigi bir tiir sifreli konusma gibi géormiistimdiir. ﬂ
Galileo da “Evrenin dili matematiktir” demis.

a’ Evet Engin, gercekten matematigin bir dil oldugunu da diisi-
/2 nebiliriz. Hem de, hemen hemen herkesin, su ya da bu sekilde
bildigi, ortak bir dildir. Biz de, bir anlamda bu dilin bazi temel dilbilgisi

kurallarini, olmazsa olmaz kelimelerini 6grenmek amaciyla buradayz.

Ben matematigin hayatin her alaninda oldugunu diistiniiyo- ‘
rum.

@, Evet Zeynep matematigin ne kadar 6nemli, ne kadar hayati
@7Y oldugunu kabul ederiz ama pek az insan onun tasidig1 giizel-

ligin, derinligin bilincine varabilir.

Giizel mi? Kusura bakmayin hocam ama bir giizelligi oldu-

gunu zannetmiyorum. Aksine, matematigi bir tiir kdbus gibi
goriiyorum. Matematik ile ilgili en basit sorularda bile kala- a
kaliyorum. ')



Dogrusunu soylemek gerekirse, ben de cogunlugun matema-

@ tige yaklagiminin boyle oldugu diisiincesindeyim. Ama kendi-
nize haksizlik etmeyin. Aslinda diisiindiigiiniiz kadar da bilgisiz, hi¢bir
sey yapamaz durumda degilsiniz. Ornegin kiimeler konusunu ele alalim.

Kiime dedigimde aklinda biraz da olsun birsey canlanmiyor mu Selguk?

Himm... Bunu cevaplayabilirim. Nesnelerin topluluguna ‘Ev
kiime diyoruz. [

Hemen bir 6rnek vereyim. Selcuk, Engin, Zeynep ve ben “ma- i:z
tematigi anlamayan 6grenciler” kiimesini olusturuyoruz.

Bu soyledigin bir kiime olusturur mu Gokce? Ben bu kiimede
oldugumu diistiniiyor muyum acaba? Hadi bu kiimede oldu-

gumu kabul ettim diyelim. Matematigi anlamayan tek 6gren- .
ciler bizler miyiz? b\

Zeynep dogru bir belirlemede bulundu Gokee... Kiime kavra-
mini1 ifade ederken toplulugun “iyi tanimlanmis” nesnelerden
olusmasina dikkat etmeliyiz.

Gordiinliz mii hocam gene olmadi, bu soruyu bile dogru dii- Q
riist cevaplayamadim.

Hemen moralini bozmak yok Selcuk. Dedigim gibi biraz sabir
gerekecek. Daha ilk hatamizda vazgecmeyecegiz.

@, Burada “iyi tanimli” ile anlatmak istedigimiz, bir nesnenin bu
@7} kiimeye ait olup olmadigini kesin olarak ayirt etmemiz icin

yeterli bilginin verilmis olmasidir.

Pimnar Hoca hakli arkadaslar... “Matematigi anlamayan 6gren-

Q ciler” bir kiime olusturur mu? Kime matematikten anliyor,
kime anlamiyor diyecegiz? Gokce'ye gore “matematigi anlamayan 68-
renciler”, Zeynep’e gore de “matematigi anlamayan 6grenciler” midir?
Bunu ayirt etmek hi¢ de kolay degil. Boyle bir topluluk olusturulurken
biiyiik olasilikla farkli kisilerce farkli secimler olacaktir. Bu nedenle bir



1 Kiimeler ve Sayilar

Eger a nesnesi, A kiimesinin
eleman ise

acA

ve b nesnesi, A kiimesinin

elemani degilse
bgA

olarak gosterilir.

kiimeyi belirlerken, bir nesnenin o kiimeye ait olup olmadigi, herkes
tarafindan net olarak anlasilacak bicimde ifade edilmelidir.

Peki bu “iyi taniml1” olma isini nasil ¢6zecegiz? Soyledikleri-
nizden sonra bana “iyi tanimli” nesneler ifade etmek oldukca Q
zor goriindli Mete Hocam...

‘6 Kiimelerimizi, ne oldugu hakkinda kimsenin siiphe duymaya-
&7 % cag1 nesnelerle olusturmak isimizi kolaylastiracaktir. Burada

genel olarak say1 kiimeleri ile ugrasacagimiz icin bu konuda bir endise-

niz olmasin.

Kiime kavramini ifade ettigimize gore kiimeler ile ilgili bir
(2N takim temel bilgileri artik ifade edebiliriz. Anlasma kolaylig
acisindan kiimeleri A, B, C, ... gibi biiyiik harflerle gosteriyoruz. Bir kii-
meyi olusturan nesnelere kiimenin elemani diyoruz ve kiimenin eleman-
larini da a, b, c,... gibi kiiciik harflerle gosteriyoruz. Eger a nesnesi A

kiimesinin bir elemaniysa bu durumu a € A, eger b nesnesi A kiimesinin

elemani degilse bu durumu b ¢ A olarak gosteriyoruz.

Kiimeleri ifade etmek icin bir takim gosterimler kullaniyor-
duk. Mesela, elemanlarini tek tek yazarak bir kiime verebiliriz
degil mi?

6’ Evet Engin haklisin. Bir kiimeyi belirtmenin bir yolu eleman-
S larini
{ }

biciminde iki parantez arasina, aralarina virgiil koyarak tek tek ifade
etmektir. Bu gosterime “liste gosterimi” diyecegiz. Ornegin bir, iki, {ic ve
dort sayilarindan olusan bir kiime {1, 2, 3,4} biciminde gosterilir.

{a, b,c,d} de bir kiime 6rnegi olabilir degil mi? ﬁ
Elbette, neden olmasin.
ﬂi:/‘

Peki eleman sayis1 cok fazla ise ne olacak? Ornegin 100’den iy
kiiciik dogal sayilar kiimesini de yine tek tek mi yazacagiz?



Elbette eleman sayisi fazla olan bir kiimeyi ifade etmek icin
bu yontemi kullanmak pek akillica olmaz. Her bir elemani tek

tek yazmak yerine bu kiimeyi {1,2,...,99} biciminde ifade edebiliriz.

Aradaki sayilara ne oldu, uctular mi1?

Burada ilk birka¢ eleman ile kiimenin hangi elemanlardan

@ olustugu anlasiliyorsa geri kalan elemanlari tek tek yazmak
yerine “...” (li¢ nokta) ile ifade ediyoruz. Kiimenin elemanlar bir yerde

son buluyorsa, son bir ya da birka¢ elemani da yaziyoruz.

a Bu yontemi bir adim daha gelistirerek bu kiimeyi
a

"‘v{

{x | x says1 100°’den kiiciik dogal say1}

biciminde de ifade edebiliriz. Bu sekilde, kiimeyi olusturan elemanlari
tek tek saymak yerine sagladiklar1 6zelliklerle bu kiimeye dahil ediyo-
ruz. Bu gosterime de “ortak 6zellik gosterimi” veya “kapali gosterim”

diyecegiz.

Bu son soylediginiz en iyisi sanki Pinar Hocam. Bir de yuvar-

laklar cizip, kiimenin elemanlarini bu yuvarlagin icine yazi- s:i
yorduk.

a Cok haklisin Gokee. Kiimeleri géstermek icin bir baska yon-
7S tem de kiime elemanlarim diizlemde daire, elips, dikdértgen

vs. biciminde bolgeler i¢cine yazmaktir. Bu yonteme kiimelerin “Venn se-

masi ile gosterimi” denir.

? gibi gosterebiliriz. Sozkonusu problemde birden c¢ok

Ornegin A= {1, 2, 3, 4} kiimesini Venn semas1 ile Sekil 1.1’deki
773

kiime ile ilgileniliyorsa Venn semasi kullanilarak kiimeler arasindaki ilis-

kiyi gérmek kolaylasmaktadir.

A

Sekil 1.1: A kiimesinin Venn semasi ile gosterimi.



1 Kiimeler ve Sayilar

Tamim A ve B iki kiime ol-
sun. Her x € Aicin x € B
ise A kiimesine B kiimesinin
altkiimesidir denir ve

ACB

ile gosterilir.

Sekil 1.2:
A={1,2} ve B ={1,2,3,4} ise
AC B olur.

Kume iglemleri

@ Simdi kiimelerle ilgili baz1 temel tanimlar ifade edelim. Eli-
(N mizde A ve B gibi iki kiime olsun. Eger A kiimesinin her ele-
mani1, B’nin de bir elemani ise A kiimesine B kiimesinin altkiimesidir

diyoruz ve bu durumu

ACB
olarak gdsteriyoruz.
r&Z A=1{1,2}
ve
B=1{1,2,3,4}
ise A kiimesi...

A kiimesi B kiimesinin altkiimesidir, degil mi?

ﬁ Evet Selcuk, haklisin. Az 6nce Pinar Hoca’nin séyledigi gibi,
7 s bir kiimeye ait her eleman bir bagka kiimeye de ait ise ilk
kiime, ikincinin altkiimesidir. Burada hem 1, hem de 2, B kiimesinin de

elemani oldugu i¢in A C B olur.

@ A= 1{1,2,3} ve B = {3,2,1} kiimeleri icin ne diyebilirsiniz
R% arkadaslar?

A kiimesi B kiimesinin altkiimesidir. B kiimesi de A kiimesinin .
altkiimesidir. #

a Dogru soyliiyorsun Zeynep. Peki C = {1,1,1} ve D = {1}
457 ) kiimeleri icin ne dersiniz?

Burada da benzer durum var. 1 hem C kiimesinin, hem de D .
kiimesinin elemani, baska eleman da yok. b



Kiime Islemleri

meleri esittir.

Ik 6rnekteki A ve B kiimeleri ve ikinci 6rnekteki C ve D kii-
[\

ilk verdiginiz 6rnekte elemanlarin yazilis sirasi farkliyds,
ikinci 6rnekte de bir eleman birden fazla yazilmisti. O halde
bir kiimenin elemanlarinin yazilisinda siranin degistirilmesi

ya da elemanlarin tekrar edilmesi kiimeyi degistirmiyor.
a Tebrikler Engin, haklisin. Sunu da ekleyelim, A ve B kiimele-
7S rinin esit olmamasi durumu da A # B olarak gosterilir.

7l
0

sidir denir.

Ayrica A C B ve A # B ise A kiimesi B kiimesinin 6z altkiime-
77y

Mesela az 6nce Mete Hoca'nin verdigi ornekteki A = {1,2} ‘

kiimesi B = {1, 2, 3,4} kiimesinin 6z altkiimesidir.
a Cok giizel Selcuk, tebrik ediyorum. Peki arkadaslar, A = {1, 2}
7Z kiimesinin tiim altkiimelerini sayabilir misiniz?

2

Evet, A kiimesinin altkiimeleri arasinda {1, 2} kiimesi de ol-
mali. Ama sorunun cevabini tamamlayamadiniz. Bir altkiime

daha var.

Ben sayayim hocam... {1}, {2}... Galiba bu kadar...

{1, 2} kiimesi de A kiimesinin altkiimesidir. A kiimesinden her-
hangi bir eleman sectigimizde bu eleman yine A kiimesine ait

oldugundan A kiimesi kendisinin altkiimesidir.

Dogru soyliiyorsun Zeynep. Bunu daha 6nceden farketmemis-
tim ama A = {1,2} kiimesi kendisinin altkiimesi oldu. O za-
man cevabimi {1}, {2}, {1, 2} olarak degistiriyorum.

Himm, baska ne kald1 ki? Ben geride kalan birsey géremiyo-
rum.

Tanim Eger ACBve B CA
ise A ve B kiimeleri esittir
denir ve

A=B

olarak gosterilir.

Ornek “LEBLEBI” kelimesi-
nin harfleri kiimesi

{B,E, I, L}

olur.
Bu kiime aymi zamanda
“BELLI” kelimesinin harfleri

kiimesine de egittir.

A herhangi bir kiime olmak
uzere
A CA

olur.



1 Kiimeler ve Sayilar

Tanmim Hicbir eleman: olma-
yan kiimeye bos kiime denir.
Bos kiime

0

simgesiyle gosterilir.

A herhangi bir kiime olmak
lzere
hcA

olur.

A = {1,2} kiimesinin tim
altkiimeleri

0, {13}, {2}, {1,2}

olur.

E={1,2,...,9},
A=1{2,4,6} ve B={6,7,9}
ise Venn semasi soyle olur:

E

@ Peki soyle sorayim. Hi¢ elemani olmayan bir kiimeyi nasil

ifade ederiz? Hatirlayaniniz var mi1?

‘6 Haklisin Engin. Hic elemani olmayan kiimeye bos kiime denir
;\Iﬂﬁ ve

Bos kiime diyorduk.

0

simgesiyle gosterilir. Iste unuttugunuzu séyledigim kiime de bos kiime
idi. Clinki bos kiime her kiimenin altkiimesidir.

)

O nedenmis?

Himm... Bdyle olmasaydi, yani bos kiime bir A kiimesinin alt-
kiimesi olmasaydi, bos kiimede A kiimesine ait olmayan bir
eleman oldugunu ifade etmis olurduk. Ancak bos kiime hig

eleman icermedigine gore bu iddiamiz anlamsiz olurdu.

O halde A = {1, 2} kiimesinin tiim altkiimeleri de

0, {13}, {2}, {1,2}

olur. Saniyorum sonunda dogru cevabi verebildim.

6’ Evet Engin, sorunun dogru cevabi bu olmaliydi.
Aﬂﬁ,/

7]

Bu konuyu kapatmadan dnce evrensel kiimenin de ne demek

53 oldugunu hatirlayalim. ilgilendigimiz problemde verilen kii-
meleri, uygun bir kiimenin altkiimelerinden se¢mek kimi durumlarda
isimizi kolaylastirir. Herhangi bir problemle iliskili tiim kiimeleri kap-
sayan boyle bir kiimeye “evrensel kiime” diyoruz. Evrensel kiime genel
olarak E ile gosterilir. Az 6nce sodyledigim gibi evrensel kiime secilen
probleme goére degisebilen bir kiimedir. Ornegin yalmz 10’dan kiiciik
dogal sayilar1 kullanacaksak E = {1,2,...,9} olarak belirlemek yeterli-
dir.
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a Bu konuda epey ¢ok sey bildiginizi gosterdiniz. Simdi de
7S  kiime islemleri ile ilgili bir takim konular1 gézden gecirelim.

Kiimelerin birlesimi, kesigimi gibi islemleri mi kastediyorsu-
nuz? Birlesimi ben soyleyeyim. Verilen kiimelere ait eleman-

larin tiimiiniin olusturdugu kiimedir.

Evet Engin, A ve B kiimelerinden en az birine ait elemanlarin
@ olusturdugu kiimeye “A ve B kiimelerinin birlesimi” diyoruz
ve bu kiimeyi
AUB

ile gosteriyoruz. Ornegin A = {2,4,6} ve B = {6,7,9} icin
AUB =1{2,4,6,7,9} olur.

@, Keyfi A, B, C kiimeleri icin birlesim ile ilgili su ozellikler ge-
AP cerlidir.

e AUB=BUA (Degisme 6zelligi)
e AU(BUC)=(AUB)UC (Birlesme o6zelligi)
e AUD=AveAUE=E

e ACAUBveBCAUB

Bos kiime eleman icermediginden A kiimesi ile birlesimi A ola-
caktir. Evrensel kiime, ilgili probleme ait tiim kiimeleri icerdi-

ginden A kiimesi ile birlesimi yine evrensel kiime olacaktir.

Burada iki kiimenin birlesimini tanimladik. Peki {i¢, dort veya

daha fazla sayida kiime verilseydi, bunlarin birlesimini nasil .
belirleyecektik? [

a ikiden cok kiime verildiginde birlesim kiimesi, yine bu kiime-
X 52 lerden en az birine ait olan elemanlarin kiimesidir. Degisme
ve birlesme 6zellikleri sayesinde ikiden ¢ok kiimenin birlesimi i¢in, bir-

lesimleri hangi sirada diisiind{igiimiiziin bir 6nemi kalmiyor.

iki kiimenin kesisimi de bu kiimelerin her ikisine ait eleman-
larin kiimesidir.

Tanmim A ve B kiimelerinden
en az birine ait elemanlarin
olusturdugu kiimeye A ve B
kiimelerinin birlesimi denir
ve

AUB

ile gosterilir.  Bir
deyisle

baska

AUB = {x| x € Aveya x € B}

olur.

Sekil 1.3: AUB=1{2,4,6,7,9}

Ornek

A={1,2}, B={2,3}, ve
C = {3, 4} kiimeleri i¢in
AUB = {1,2,3},

BuUC =1{2,3,4},

(AUB)UC = {1,2,3,4}
ve
AU(BUC) = {1,2,3,4}

olur.
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Tamim Hem A hem de B ye
ait elemanlarin olusturdugu
kiimeye A ile B nin kesisimi
denir ve

ANB

ile gosterilir Bir baska
deyisle

ANB ={x| x €Ave x € B}

olur.

ANB

Sekil 1.4: ANB = {6}

A\B

Sekil 1.5: A\ B = {2,4}

A B

B\A

Sekil 1.6: B\ A= {7,9}

Dogru soOyliiyorsun Zeynep. A ve B kiimelerinin her ikisine
de ait elemanlarin olusturdugu kiimeye “A ile B kiimelerinin

kesisimi” diyoruz ve bu kiimeyi AN B ile gosteriyoruz. Yine A = {2,4, 6}
ve B = {6,7,9} kiimeleri icin AN B = {6} olur.

@, Birlesime benzer olarak keyfi A, B, C kiimeleri icin kesisim ile
APy ilgili su ozellikler dogrudur.

e ANB=BNA (Degisme 6zelligi)
e AN(BNC)=(ANB)NC (Birlesme 6zelligi)
e AND=0veANE=A

e ANBCAveANBCB

Kiimelerin kesisiminde de yine degisme ve birlesme 6zelligi
var. O halde ikiden ¢ok kiimenin kesisimini de diisliniirken
verilen kiimelerin kesisimlerini hangi sirada diistindigiimii- ﬂ

ziin bir 6nemi yok.

A kiimesine ait olan ancak B kiimesine ait olmayan elemanla-
rin kiimesine ne diyorduk arkadaslar?

A fark B kiimesi diyoruz. Benzer olarak B’ye ait olan ancak

Aya ait olmayan elemanlarin kiimesine de B fark A kiimesi ‘
diyoruz.

Tamim A’ya ait olan ancak B’ye ait olmayan elemanlarin kiimesine A fark B
kiimesi denir ve bu kiime A\ B ile gosterilir.

A\B = {x| x €Ave x & B}

Benzer olarak
B\A={x| x €Bve x €A}

olur.

Simdi de kiime islemleri ile ilgili biraz 6rnek yapalim.
NoA
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Ornek A= {1,3,5} ve B ={1,2,3,4} kiimeleri icin
e AUB=1{1,2,3,4,5}
e ANB=1{1,3}

e A\B=1{5}ve B\A={2,4} olur.
Ornek A= {1,2,3} ve B = {4,5,6} kiimeleri icin

e AUB=1{1,2,3,4,5,6}

e ANB = 0 oluy, ¢iinkii hem A hem de B kiimesine ait olan eleman yoktur.

Q

Evet Engin, ortak elemanlari olmayan, bir bagka deyisle kesi-
A7

simleri bos olan kiimelere “ayrik kiimeler” denir. Son 6rnek-

Son ornekteki kiimelerin ortak elemani yok.

teki A ve B ayrik kiimelerdir.

'E Bir kiimenin evrensel kiimeye gore tiimleyenini de soyle ta-
V"A nimliyoruz.

Tanmim E evrensel kiimesi ve bunun bir A altkiimesi verilsin. E kiimesine ait
olup A kiimesine ait olmayan elemanlarin kiimesine A kiimesinin E kiimesine
gore tiimleyeni denir ve bu kiime A° ile gosterilir.

Ornek E = {1,2,3,4,5,6,7} ve A = {2,4,6} kiimeleri icin A* = {1,3,5,7}
olur.

@,‘ E evrensel kiime olmak tizere A ve B kiimeleri icin
5

0'=E ve E'=0
@t = A

(AUB)! = A'nB*

(AnB)! = A'UB!

oldugunu soyleyebiliriz.

Sekil 1.7: A= {1,3,5} ve

B ={1,2,3,4} kiimeleri i¢in
A\ B = {5}, B\ A = {2,4} ve
ANB = {1,3} olur.

Sekil 1.8: A= {1,2,3} ve
B = {4, 5,6} kiimeleri i¢in
ANB =0 olur.

Tanim Kesisimleri bos olan
kiimelere ayrik kiimeler de-
nir.

A
e
1

3

Sekil 1.9:
E=1{1,2,3,4,5,6,7} ve
A= {2,4,6} kiimeleri igin
A'={1,3,5,7} olur.



12 1 Kiimeler ve Sayilar

6’ Az once Venn semalarindan bahsetmistik. Venn semalarini
7S kullanarak kesisim ve birlesim ile ilgili ilk anda karisik go-

riinen problemleri kolayca ¢ozebiliriz. Bu konuda birkag¢ 6rnek verelim.

Ornek 30 kisilik bir sinifta, belli bir sinav déneminde biitiin 6grenciler
Tiirkge veya Matematik sinavlarinin en az birinden basarili olmustur. 12 6g-
renci yalnizca Matematik, 10 6grenci yalnizca Tiirkce sinavinda basarili ol-
duguna gore hem Matematik hem de Tiirkce sinavlarinda basarili olan kag
ogrenci vardir?

Evet, yeterince karigik goriiniiyor hocam.

Aslinda o kadar da zor degil. Tiirk¢e sinavinda basarili olan

Hem Matematik, ogrencilerin kiimesini T, Matematik sinavinda basarili olan
hem de Tiirkce sinavinda
bagari dgrenciler ogrencilerin kiimesini M ile isimlendirelim.

Tiirk¢e sinavinda basarili,
Matematik sinavinda
basarisiz 6grenciler

Her 6grenci T U M kiimesinin bir elemanidir. Yalnizca Tiirkce
sinavinda basarili 6grenciler, Matematik sinavinda basarisiz
oldugu icin T \ M kiimesini olusturur. Benzer olarak, yalnizca
Matematik sinavinda basarili 6grenciler M \ T kiimesini olus-
turur. Bu durumda soldaki gibi bir Venn semasi cizebiliriz.
Tirkge simavinda basams frencier
Kesisim kiimesi hem Tiirkce, hem de Matematik sinavinda ba-
sarili 6grencilerin kiimesidir. Yalnizca bir dersten basarili olan
T M 10 + 12 = 22 6grenci vardir. Siifta toplam 30 6grenci ol-
duguna gore her iki sinavda da basarili olmus 6grenci sayisi

30 — 22 =8 olur.

2 B B P

Ornek 45 kisilik bir smifta belli bir sinav déneminde Tiirkce dersinden ba-
sarili olanlar 29 ve Matematik dersinden basarili olanlar 23 kisidir. Her iki
dersten basarili olanlar 17 kisi olduguna gore her iki dersten de basarisiz
olan kac kisi vardir?

Ben de bu soruyu ¢ézmeye calisayim. Tiirkge dersinden ba-
sarili olan 6grencilerin kiimesini T, Matematik dersinden ba-
sarili olan 6grencilerin kiimesini M ile isimlendirelim. Her iki
dersten basarili olan 6grenciler T NM kiimesini olusturur. Her
iki dersten de basarisiz 6grenciler T U M kiimesinin tiimleye-

nine aittir. Bu kiimede kag¢ 6grenci oldugunu bulmak istiyo- .
¥
ruz.
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Kesisim kiimesinde 17 kisi olduguna gore T \ M, yani yalnizca
Tiirkce dersinden basarili 6grencilerin kiimesi 29 — 17 = 12

kisidir. M \ T yani yalnizca Matematik dersinden basarili 6g- .
rencilerin kiimesi de 23 — 17 = 6 kisidir. ¥

Bu derslerin herhangi birinden basarili 6grencilerin kiimesi
T UM olur ve bu kiimenin 12+ 17 + 6 = 35 eleman: vardir.
Sinava giren 45 6grenci, en az bir dersten basarili 35 6grenci

olduguna gore, her iki dersten basarisiz olan 6grenci sayisi
45 —35=10olur.

Sayilar

Kiimeler kadar tanidik bir baska konu da sayilar degil mi ar-
kadaslar? Hatta belki kiimelerden de tanidik. Ustelik az énce
kiimeler konusundan bahsederken sayilari kullandik. Aranizda dogal sa-

yilar kiimesini bilmeyen var m1?

Dogal sayilar kiimesini kim bilmez! Adi iistiinde hocam,

1,2,3,... diye giden say1 kiimesine dogal sayilar kiimesi di- i
‘

yoruz.

Evet Selcuk, dogru soyliiyorsun. Bu kiimeyi 6zel olarak N ile
gosteriyoruz. Bazi kaynaklar, dogal sayilar kiimesine sifir sa-

yisini dahil etse de, sayilarin tarihsel gelisimi itibariyle sifir, rasyonel ve
hatta irrasyonel sayilardan sonra say1 sistemine dahil olmustur. Biz do-

gal sayilar kiimesini

N=1{1,2,3,...}

olarak alalim. Peki dogal sayilar kiimesini iceren hangi say1 kiimelerini
biliyoruz?

Ik olarak dogal sayilara bu sayilarin negatiflerini ve bir de
sifir sayisini katarak elde edecegimiz tamsayilar kiimesini 6r-

nek verebiliriz.
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Dogal sayilar kiimesi tamsa-
yilar kiimesinin, tamsayilar
kiimesi de rasyonel sayilar

kiimesinin altkiimesidir.

NCZcQ

Tamsayilar kiimesini Z ile gosteriyoruz. Engin’in dedigi gibi
#7Y bu kiime

zZ = {1,23,..}ufo}u{-1,-2,-3,...}
= {..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

bicimindedir.

Bir de iki tamsaymin orani bi¢ciminde ifade edilen rasyonel ‘

sayilar kiimesi var tabii...

a’ Evet Zeynep, a ve b iki tamsay1 olmak iizere a/b bi¢cimindeki
/i sayllara da rasyonel say1 diyoruz. Ancak burada b # 0 olmasi

gerektigine de dikkat edelim.

Rasyonel sayilar kiimesini de Q ile gosteriyoruz. O halde ras-

&2 ) yonel sayilar kiimesini

@:{%|a,bez,b¢o}

biciminde ifade edebiliriz. Dikkat ederseniz tamsayilar kiimesi de rasyo-

nel sayilar kiimesinin altkiimesidir.

Tamsayilar kiimesi, rasyonel sayilar kiimesinin altkiimesi mi? ia
O nasil oluyor anlamadim.

a
Anlamayacak ne var canmim! Herhangi bir a tamsayisini 1

biciminde de ifade edebiliriz. Yani her tamsay:1 ayn1 zamanda .
bir rasyonel sayidir.

Yani dogal sayilar kiimesi tamsayilar kiimesinin, tamsayilar
kiimesi de rasyonel sayilar kiimesinin altkiimesidir.

Simdi sayilar bir dogru {izerine yerlestirdigimizi diisiinelim.
Oncelikle 0 sayisini say1 dogrumuza yerlestirelim.

0 noktasina baslangic noktasi diyelim. Baslangic noktasindan saga
dogru esit adimlarla ilerlemeye baslayalim. ilk adimda 1 sayisin,
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ikinci adimda 2 sayisini yerlestirip,

0 1 2

bu sekilde devam ederek tiim dogal sayilari say1 dogrusu lizerinde gos-

terebiliriz. 0 1 2 3 4

Simdi tekrar baslangi¢ noktasina, yani O sayisina doniip, yine
esit uzunlukta adimlarla sola dogru ilerlemeye baslarsak ilk

adimda —1
-1 0 1 2 3 4

ve az O6nce yaptigimiza benzer sekilde devam ederek tiim negatif sayilari
say1 dogrusu tlizerine yerlestirip, tamsayilar1 da say1 dogrusu iizerinde

gostermis oluruz.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Peki 5/2 sayis1 bu dogru tizerinde nereye denk geliyor?

Evet sira kesirli sayilara geldi. Acaba 5/2 gibi kesirli sayilari
say1 dogrusuna nasil yerlestirecegiz? “Kesir” demisken hemen

bir actklama yapayim. 1 tamsayist 1 = 2/2 oldugundan ayni zamanda
rasyonel sayidir. 1/2 ise rasyonel sayidir ancak tamsay1 degildir. Iste bu
tiirden sayilara “kesirli say1” diyoruz. Neyse, 5/2 kesrini say1 dogrusuna
yerlestirelim. Bu defa da adimlar1 parcalayarak ilerleyecegiz. 5/2 icin
saga dogru, attigimiz her bir adimui iki es parcaya bolerek, bes parca ileri
gidecegiz ya da bir baska ifadeyle, sifirdan saga dogru once iki adim,

sonra yarim adim daha atacagiz.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

N[
[\CR[eN)
N U

O zaman —4/3 sayisi icin de her bir adimimiz1 3 es parcaya
bolerek 4 parca ilerleyecegiz ya da 6nce bir adim, sonra 1/3

adim daha atacagiz. Say1 negatif oldugu icin bu sefer yonii- i:z
miiz saga degil, sola dogru olacak.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Pisagor Teoremi: Bir dik

ticgende iki dik kenarin
uzunluklarinin kareleri top-
lami, hipoteniisiin karesine
esittit. Yani a,b,c {icgenin
kenar wuzunluklari olmak

luzere

a®+b*=c?

olur.

Ornek

1

=1"+1*=2

oldugundan ¢ = v/2 olur.

‘6 Evet Gokce haklisin. Verilen say1 pozitif ise baslangic nokta-
&~ % sindan saga, negatif ise sola ilerliyoruz.

Bu sekilde ister tamsay ister kesirli say1, hepsini say1 dogrusu

tizerinde gosterebilirim. Peki tiim rasyonel sayilari alip bu say1

dogrusu {izerine yerlestirsek bu dogruyu tamamen doldurmus
olur muyuz?

b

Doldurmak ne demek, bence tasar bile...

ilk anda dolduracagini diisiinebilirsiniz ama tiim rasyonel sa-
yilar1 bu dogru tizerine yerlestirdigimizde de bu dogruda bos
yerler kalacak.

Yapmayin hocam, ben inanmiyorum. O kadar ¢ok sayiy1 yer-
lestirdik, nerede bosluk kaldi? i

a’ O zaman t{im rasyonel sayilar yerlestirdikten sonra bu say1
/L dogrusu iizerinde bos kalan noktalardan birini hep birlikte
gorelim. Say1 dogrumuz iizerinde kenar uzunlugu 1 birim olan bir kare

0 1

ve bu karenin kosegenini cizelim.

Sonra merkezi baslangi¢ noktasi ve yarigapi, bu kosegenin uzunlugu ka-
dar olan ¢emberin say1 dogrusunun pozitif tarafini kesen noktay: isaret-
leyelim. Her iki dik kenarinin uzunlugu 1 birim olan {i¢genin hipoteniis
uzunlugunun 2 oldugunu hatirliyorsunuzdur.

-
~

~

o/ |

6’ Bu nedenle say1 dogrusu iizerinde isaretledigimiz nokta /2
Aﬂﬁ,/

7]

sayisina karsihk gelmektedir. v/2 rasyonel bir say1 degildir.
Dolayisiyla bu say1 dogrusu tizerinde herhangi bir rasyonel sayiya kar-

silik gelmeyen noktalar da vardir. Bu tiirden sayilara “irrasyonel say1”

diyoruz. Q
Himm, bu +/2 de ne ki? L
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a iste rasyonel sayilar ile irrasyonel sayilar kiimesinin birlesimi

8% ) de “gercel sayilar” kiimesini olusturmaktadir. Gergel sayilar

kiimesini R ile gosteriyoruz. Rasyonel sayilar kiimesinin, gercel sayilar
kiimesinin bir altkiimesi oldugu agiktir.

Evet, ciinkii iki kiime i¢in bu kiimelerden herhangi biri, bu
kiimelerin birlesiminin altkiimesiydi. Yani kiimelerimiz A ve
B ise hem AC AUB hem de B C AUB idi.

Rasyonel sayilar gercel sayilarin altkiimesi olduguna gore ‘
N C Z c Q C R yazabiliriz.

Dogru soyliiyorsun Zeynep, konuyu bu sekilde 6zetleyebiliriz.
Artik elimizde gercel sayilar kiimesi var. Herhangi iki gercel

o
say1y1 toplayabilir ya da carpabiliriz. Sonug yine bir gercel say1 olacaktir.

Simdi bize a ve b gibi iki gercel say1 verilmis olsun. a say1-

@ sinin say1 dogrusundaki konumu b sayisininkine gore solda

ise “a sayisi, b sayisindan kii¢iiktiir” diyecegiz ve bunu a < b olarak
gosterecegiz.

Az 6nce verdigim ornege gore —2 sayist —4/3 sayisindan kii- ‘

4
¢liktiir. Yani —2 < —3 olur.

@ Bu duruma bir baska agidan bakacak olursak, b sayisi da say1
(N dogrusunda konum olarak a sayisina gére sagda kaldig1 icin

“b sayisi, a sayisindan biiyliktiir” diyebiliriz ve bunu b > a olarak goste-

ririz.

O halde “—4/3 sayisi, —2 sayisindan biiyiiktiir” de diyebili-
: 2
rim. Yani ~3 > —2 olur.

Buna gére v/2 sayist da 1 sayisindan biiyiiktiir. Yani v/2 > 1
diyebiliriz.

Mete Hocam, +/2 dediniz, irrasyonel say1 dediniz, gectiniz.
Homurdandim ama duymadiniz. Benim zihnimde birgey can- ‘Ev
[ 4

lanmiyor. irrasyonel sayilari biraz daha aciklasaniz.

a=bveyaa <bise
a<b
olarak gosterilir ve a,b’den

kiiciik esittir denir.

. 4
Ornek 3 < 2 olur.

a=bveyaa> b ise
a>b
olarak gosterilir ve a, b’den

biiyiik esittir denir.

Ornek 1 > 1 olur ancak

1 > 1 degildir!
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3,141 592 653 589 793...

Sekil 1.10: 7 sayisinin ondalik
aciliminin ilk 15 basamagi.

V2 sayisini ve daha genel anlamda irrasyonel sayilar1 gozii-

niizde cok da biiyiitmeyin. v/2 dedigimiz, karesi 2 olan pozitif
sayidir. Engin +/2'nin 1’den biiyiik oldugunu séyledi. 2'nin karesi 4 ol-
duguna gore v2 sayisi 1 ile 2 arasindadir. 1,5'in karesi 2,25 olduguna
gore v/2 saysi 1 ile 1,5 arasindadir. Bu sekilde hesap yapmaya devam
edersek 1,41421356... biciminde sonsuz ondalikli agilim elde ederiz.

Ben de sonsuz ondalikli acilimi olan bir say1 sOyleyebilirim. ﬁ
1/3=0,333...

Evet Engin, dogru soyliiyorsun ama bu iki sonsuz agilimda

bir fark var. Soyledigin sayinin ondalik kisminda 3 durma-
dan tekrar ediyor. Bu tiirden, ondalik acilimi belli bir basamaktan sonra
tekrar eden basamak gruplarindan olusan sayilara devirli ondalik say1
diyoruz ve 6rnegin senin sayini1 0,333... = 0, 3 olarak gosteriyoruz. De-
virli ondalik sayilar da rasyonel sayidir. Ancak v2 = 1,41421356...
sayisinda ondalik kisim, hesabimizi ne kadar hassaslastirirsak hassaslas-
tiralim, tekrar eden basamak gruplarina ulasmaz. Iste, irrasyonel sayilar,
ondalik agilimi belli bir basamaktan sonra tekrar eden basamak gruplari

bulundurmayan sayilardir diyebiliriz.

Himm... Zaman zaman gazetelerde “Pi sayisinin bilmem kag

milyar basamagi hesaplandi” gibisinden gordiigiimiiz haber- l
lerin nedeni bu demek ki! ¥

6 Evet Selcuk, cemberin cevresinin ¢apina orani olan 7 sayisi
7S da irrasyonel bir sayidir. Diger tiim irrasyonel sayilar gibi 7
sayisi da virgiilden sonra ka¢ basamag: hesaplanirsa hesaplansin, ken-

dini tekrar eden basamak gruplarina ulagmayacaktir. Bu nedenle benzer

haberleri, basamak sayis1 artmis olarak, gelecekte de goreceksiniz.

@, Son olarak mutlak deger kavramindan biraz bahsedelim. Bir a
37 sayisinin mutlak degeri, say1 dogrusunda o sayinin baslangic

-3 0 S5
———
| -3
-3 0 S5
—
151

Sekil 1.11: | —3| =3, |5/ =5

noktasina, yani sifira olan uzakligidir ve |a| ile gosterilir. Buna gore —3
ve 5 sayilarinin mutlak degeri nedir Selcuk?

—3 sayisinin mutlak degeri 3 ve 5 sayisinin mutlak degeri de
5 olur. Bunu

|-3|=3,[5|=5 .
olarak ifade ederiz.
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Sifir disindaki her say1 icin, sayr pozitif de olsa, negatif de
olsa mutlak degeri hep pozitif ¢ikiyor. Sifir noktasinin kendine

uzaklig1 da sifir olacagindan |0| = 0 olur.

Uslu Sayilar

Bir a gercel sayisinin kendisiyle carpimini a? ile a - a - a sa-
yisin1 a® ile gosteriyoruz ve bu sayilara sirasiyla a sayisinin

“kare”si ve “kiip”ii diyoruz. Genel olarak n > 2 dogal sayisi icin, n tane
a sayisinin carpimini a” ile gosteriyoruz. Yani

2

a® = a-a
a® = a-a-a
a® = a-a...a
~—
n tane

a" sayisina “a sayisinin n. kuvveti” diyoruz. Peki arkadaslar,
yine n > 2, m > 2 olmak iizere n, m dogal sayilari icin a" ile

a™ sayilarini carptigimizda ne olacak?

a" sayisi n tane, a™ sayisi da m tane a sayisinin ¢arpimi oldu-
guna gore bu ikisinin carpimi n + m tane a sayisinin ¢arpimi-
dir.

Engin dogru soyliiyor.
a" = a-a...ave d"=a-a...a
— —

n tane m tane
oldugundan
a-a™ = a-a...a-a-a...a
—— —
n tane m tane
= a-a...a
——
n+m tane
— an+m

oldugunu elde ederiz.

Bu kadar hesap yaptik ama a' ve a® ne demek? i

Her a sayisi igin |a| > 0 olur.
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Tanim a° = 1 ve a! = a a® = 1 ve a' = a olarak tanimliyoruz Selcuk. Ayrica a # 0
il

olarak tanimlanir. &% sayisi ve n dogal sayisi icin a ™™ sayisini da
Tanim a # 0 ve n € N a_nzi
olmak tizere a"
1 olarak tanimliyoruz.
a'=—
an
ve Gzel olarak @ Ozel olarak a~! = — oldugunu da sdyleyebiliriz. Dikkat eder-
b a
. @7} seniz, negatif tamsayi Gsler i¢in de islii sayilarin ne anlama

geldigini ifade etmis olduk.
olarak tanimlanir.

Yani negatif kuvvetin sayinin negatif olmasiyla alakasi yok ﬁ

Ornek
mu? Ben hep 6yle oldugunu diistintirdiim.
1 1
372 = — ==
32 9 .
(_3)2 1 1 a Ussiin negatif olmasi sayinin negatif olmasini saglamiyor. Me-
(=32 9 452 sela27° =1/2% = 1/8 olur. Tabii sayinin kendisi negatif ise o
32 _ _lz 1 ayrt... Ornegin (—2) 2 =1/(-2)> = —1/8 olur.
3 9

6’ Son olarak n > 2 ve m > 2 olmak {izere m,n dogal sayilar1
7S icin a" sayisinin m. kuvvetini, yani (a")™ sayisin1 bulalim.

Bir sayinin m. kuvveti o sayidan m tanesinin ¢arpimi oldu-
guna goére a" sayisinin m. kuvveti, yani (a™)™ sayisi, m tane .
a" ’nin carpimi olacaktir. Bu durumda b
(an)m = a'-q" at
m tane

——t——
= nt...+n)

— an~m

olur.

. Evet Zeynep, dogru soyliiyorsun. Cok giizel ilerliyoruz. Genel
(°\ durumda a ve b gergel sayilarn ve m,n tamsayilari igin su
ozellikler dogrudur.

m

a
ii. a# 0 olmak iizere — =a
a

m—n
iii. (a™)"=a™"

iv. (a-b)"=a™-b"

am

a m
. b # 0 olmak i -] ==
v. b#0 olma uzere(b) b
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Pinar Hocam, siz de kurallar budur diye siraliyorsunuz. Biraz ‘

ornek ¢ozelim.

Peki Selcuk, o zaman seninle baslayalim. 2° sayisinin kac ol-
<A

dugunu soyler misin?
Neyse ucuz kurtuldum. Bilemeyecek birsey yok zaten. 6 tane
2’nin ¢arpimidir. Yani
26=2.2.2-2-2-2=064

ediyor.

@ Bir soru da ben sorayim. 22 - 2# sayisin1 hesaplayin.

Aaa, bu da kolaymis. Bunu da ben yapayim. 23 - 2% = 234

olur. O halde bu say1 2”dir. Selcuk 2° sayisinin 64 oldugunu ‘
hesaplamisti. 27 = 2°-2 = 64-2 =128 olur.

23 = 8 ve 2* = 16 oldugundan 23 -2% = 8-16 = 128 de ‘
diyebilirdin.

Koklu Sayilar

Simdi de kokli sayilara iliskin bir takim temel bilgilerimizi

Q gozden gecirelim. Oncelikle a > 0 ve n bir dogal say1 olmak

iizere n. kuvveti a olacak bicimdeki negatif olmayan sayiya “a sayisinin

n. dereceden kokii” diyoruz ve i/a ile gosteriyoruz. Ozel olarak n = 2
ise {/a yerine y/a yaziyoruz ve bunu “karekok” olarak adlandiriyoruz.

Yani n tane {/a sayisinin ¢arpimi a olur.

> 0 ve n bir dogal

sayl olmak tizere Y/a sayisi
n.kuvveti a olan b > 0 say1-
sidir.

n= 2 ise {/a yerine
Va

yazilir.
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Kesinlikle...
Ornek ;@A
3.3 =9 oldugu icin a=4a-Va...¥a
n tane
Vo=3,
olur.

2-2-2 =8 oldugu icin
V8=2

olur.

Tamim m ve n birer dogal
say1 ve a > 0 olmak iizere

a™/t = Vam
1

—m/n

a e
a

olarak tanimlanir.

Ornek
V8 = 2 oldugu icin

g-1/3 —

w
S
(0/e]

N

olur.

Himm... Peki (=5) - (—=5) = 25 olduguna gére /25 = —5 mi?

Mete Hoca kokiin negatif olmayacagini sOylemisti. Bu ne-
denle soyledigin yanlis oluyor. Dogrusu 5 - 5 = 25 oldugu i¢in
+/25 =5 olmali. Peki neden a sayisini negatif almadik?

@ a sayisinin negatif oldugu her durum, 6rnegin v —2, anlamh

de olsa karesi pozitiftir. Say1 0 olsa, karesi de 0 olur. Yani b? = —2 olacak

@ Dogru hatirliyorsun Zeynep. Ornegin ¥/ —8 anlamlidir.

O halde bu sefer (—5)-(—5)-(—=5) = —125 oldugu icin

¥/ =125 = —5 oldugunu séyleyebiliriz.

@ Evet Selcuk, cok haklisin. Daha genel olarak, m ve n birer
(SN dogal say1 ve a > 0 olmak iizere

a™m = Yam Vea_m/”=—1

nam

degildir. Bildiginiz gibi bir gercel say1 pozitif de olsa, negatif
bicimde bir b gercel sayis1 yoktur.

Ama anlamli oldugu bazi durumlar da var degil mi? Ben

kokli ifadeler icine negatif sayilar yazdigimizi hatirliyorum.

Ciinkii (—2)® = —8 olur. O halde ¥/—8 = —2'dir.

biciminde yazilir. Bu durumda artik sayilarin rasyonel kuvvetlerini de

tanimlamis oluyoruz.
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a Daha oOnce sayilarin tamsayir kuvvetleri icin ifade ettigi-
N A

miz 6zellikler rasyonel kuvvetleri icin de gecerlidir. Ozellikle
a,b > 0 ve n € N olmak iizere asagidakiler kokli sayilar icin sikca

kullanilan kurallardair.

. fa_Va
11. - =
b Vb
Ornek Ornek
V3 V3
27 = V3%-3 — = ——
Va7 V27 3v3
= V32./3=3v3 1
-3
V108 = +/4-27 yada
= 4-4/27 V3 \/?
— 2.34/3=6v3 v V27
. 1
V108+ 27 = 6v3+3V3 19
= (6+3)V3=9v3 = 3
Araliklar
a Simdi biraz da araliklar ile ilgilenelim.
Aﬂn/‘

Araliklar, gercel sayilarda segilen iki say1 arasindaki tiim sayi- ﬁ
larin olusturdugu kiimeler degil miydi?

Evet Engin, dedigin gibi... a, b herhangi iki gercel say1 ve
a < b olsun.

{x|a<x<b, xeR}

kiimesine “kapali aralik” diyoruz ve bu kiimeyi [a, b] olarak gosteriyo-
ruz. Dikkat ederseniz, a ve b sayilar1 bu kiimeye aittir. Bu nedenle ara-
liga kapali diyoruz. a ve b sayilarina araligin uc¢ noktalari diyoruz. [a, b]
kapal1 aralig1 say1 ekseni iizerinde uclar1 a ve b olan dogru parcast ile
gosterilir.

Sekil 1.12: [a, b] aralig1.



24

1 Kiimeler ve Sayilar

Sekil 1.13: (a, b) aralig.

Sekil 1.14: [a, b) arahig.

Sekil 1.15: (a, b] aralig.

Bunun kapalis1 varsa agig1 da vardir.

@,‘ Evet Selcuk, acik araliklar da
g7

(a,b)=f{x|a<x<b, x eR}

olarak tanimliyoruz. a ve b noktalari, yani uc noktalar kiimeye ait olma-
digindan bu araliga “acik aralik” diyoruz.

Araligin bir ucu kiimeye aitse o tarafi kdseli, degilse bildigi-
miz parantez isaretiyle yaziyoruz. Bu durumda araliklarin bir
ucunun kiimeye ait, digerinin ait olmadig iki aralik daha ta-
nimlayabiliriz.

‘6 Evet Gokce, gercekten de yari-acik araliklar1 da senin soyle-
=71 digin gibi tanimliyoruz.

[a,b)={x|a<x<b, xeR}

(a,b]={x|a<x<b, xR}

Ornek

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 1.16: [1,5] ile [3, 7] araliklarinin kesisim kiimesi [3, 5] araligidir.

Bu oOrnekte verilen araliklarin birlesimi de [1,7] olur degil %
‘

mi?

Tebrik ederim Selguk, [1,5] U [3,7] =[1, 7] olur. Bakiyorum
da, sen de, Gokce de hizlandiniz.

Peki, bir a sayisindan biiyiik biitiin gercel sayilarin kiimesini .
de bir aralik olarak gosteremez miyiz? #
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'E Evet Zeynep, bu tiirden araliklar da tanimlayabiliriz.
&

w g\

(a,00)={x | x>a, xR}

(—o0,a)={x|x<a, xeR}

Elbette burada a sayisi kiimeye ait de olabilir. Bu durumda a sayisinin
bulundugu ucu koseli parantez ile kapatiyoruz. Ancak oo simgesinin bu-
lundugu tarafta koseli parantezi kullanmiyoruz.

Son yazdigimiz araliklardaki yan yatmis sekiz nereden cikt1? @
Dayanamamis, yere mi yikilmis?

Ben de simdi ona deginecektim. Didim, Altinkum sahilindeki
kum tanelerini diisiinelim. Sizce ne kadardir?

000, bence sonsuzdur.

Belki uygulamada sayillamayacak kadar ¢ok oldugunu diisiin-
diigiiniiz cokluklari sonsuz olarak adlandirabilirsiniz. Ancak,

ne kadar oldugunu sayamasak bile, birakalim yalniz bir sahildeki kum
tanelerini, diinya {izerindeki tim sahillerdeki kum tanelerinin miktari
bile sonludur. co simgesini “sonsuz” anlaminda kullaniyoruz. Bu konuda
pek cok sey soylenebilir ancak sonsuzlugun matematikteki gercek an-
lamini burada tartigmayacagiz. oo simgesinin, araligin kullanildigi ucu
yoniindeki tiim sayilarin kiimeye ait oldugunu gosterdigini sdylemekle
yetinelim. Islem yaparken bu simgeyi bir say1 gibi kullanmak bir takim
hatalara neden olabilir. O nedenle oo simgesiyle karsilastiginizda biraz
daha dikkatli olmakta fayda var.

Dzet

Bu iinitede, kiimeler ve sayilar hakkindaki temel kavramlara deginilmis-
tir. Kiimeler ile ilgili temel tanimlar ifade edildikten sonra kiime goste-
rimleri ve birlesim, kesisim gibi kiime islemleri hatirlatilmistir. Sayilarla
ilgili boliimde ise say1 kiimelerine dair temel bilgiler gbzden gecirilmis,
iislii ve koklii sayilarla ilgili temel islemler verilmistir. Son olarak aralik-

lar ile ilgili temel tanimlar ifade edilmistir.

Sekil 1.17: (a, 00) aralig1.

Sekil 1.18: (—o0, a) araligi.
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Okuma Parcasi

iLk HESAP MAKINELERI

Herkes sayl saymaya on parmagiyla basladigindan, su anda varolan sayilama
dizgelerinin ¢ogu on tabanina dayanir. On iki tabanini secmis bazi ilging 6rnekler de olmustur.
Mavyalar, Aztekler, Keltler ve Basklar, bir parca egilince ayak parmaklariyla da sayilabilecegini
fark etmisler, boylece yirmi tabanini benimsemislerdir.

Bilinen en eski yazinin icatgisi olan Simerlere ve sirf tarihin en eski sifirini kesfettikleri
icin sonsuza dek kayitli kalmayi hak eden Babillilere gelince, onlar nedendir bilinmez, altmis
tabaniyla sayiyorlardi. Bitlin okul c¢ocuklarinin bildigi, ayni zamanda pek korktugu su GnlQ
zamani saatlere, dakikalara, saniyelere bélme sorunlarini, ayni sekilde 60 dakikaya bolinmis
dereceleri ve 60 saniyeye boliinmis dakikalari olan, tuhaf bir bicimde 360 dereceye bélinmis o
daireyi bize birakan onlardir. Ama burada zaten ince hesaplar s6z konusudur.

Bati Avrupa'da kesfedilmis, 20.000 — 35.000 yillik, Gizerinde bir ya da bircok kertik dizisi
bulunan bir stri 6nkol kemigi ve baska hayvan kemikleri, kazibiliminin simdiye dek
bilinmezlikten kurtarabildigi en eski ““hesap makinelerini" olusturuyor.

Bu kemik c¢ubuklari kullanmis olanlar belki muthis avcilardi. Ne zaman bir hayvan
oldirseler bir kemik Uzerine bir kertik atiyorlardi. Her hayvan tirl icin farkli kemikler
kullanilabiliyordu: Biri ayilar igin, bir baskasi bizonlar igin, yine bir baskasi kurtlar i¢in vb. Boylece
saymanligin ilk kavramlarini icat etmislerdi, ¢linkli gercekte rakamlari olabilecek en yalin sayisal
isaretleme dizgesiyle yaziyorlardi.

Cok ilkel ve gelecegi olmayan bir teknik diye distnilecektir. Gergi ilkel, ama kesinlikle
gelecekten yoksun degil. Hemen hemen higbir degisikli§e ugramadan bize kadar ulasmis. Bu
tarihéncesi insanlari tim c¢aglarin en uzun 6mirli rekorlarindan birini olusturacak bir icat
ortaya koymuslar. Tekerlek bile bu kadar eski degildir. Bu icatla yalniz atesin kullanimi yarisabilir
ve belki yarisi kazanabilir.

Aritmetik tarihinde ayni sekilde ihmal edilemez bir 6nem tasiyan baska bir eski dizge de
cakil yigini dizgesidir; insan onun sayesinde hesap sanatina baslamistir. Abakislerin, rakamlarin
heniz bilinmedigi caglarda islem yapmak igin kullanilmig su boncuklu ¢cergevelerin kdkeninde de
bu yontem vardir.

Ayrica, hesap (calcul) dedigimiz zaman, sozclglin kendisi bizi uzak ¢aglardan gelen bu
yonteme gonderir, ¢linkli Latince calculus (hesap) sozctigi “kiiclik cakil" anlamina gelir.

Kaynak : Bir Gélgenin Pesinde, Rakamlarin Evrensel Tarihi -I-, G. Ifrah (Cev., K. Dinger), Tiibitak Popiiler
Bilim Kitaplari, Sayfa: 11 - 13, 1995.




Cikarin Kagitlan

27

Cikarin Ka gitlari

A=1{1,3,5,7} ve B={2,4,6,8} ise ANB
asagidakilerden hangisidir?
A) {1,2,3,4,5,6,7,8}
B) {2,4,6,8}
0 {1,3,5,7}
D) 0
E) {1,2,3,5,8}
E={x|x<8, xeN}veA={1,3,5,7}
olmak iizere A" agsagidakilerden hangisidir?
A) {1,2,3,4,5,6,7,8}
B) {2,4,6,8}
0 {1,3,5,7}
D) 0
E) {1,2,3,5,8}
3% asagidakilerden hangisine esittir?
A)81 B)9 C12 D)27 E)7
A = {1,3,4,5,7}, B = {1,2,3,6,8} ve
C = {3, 6,9} kiimeleri i¢in C N (AU B) kiimesi
asagidakilerden hangisidir?
A) {3,6}
B) {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
0 {1,3,5,7}
D) {2,4,6,8}
E) {3}
64
2 sayis1 asagidakilerden hangisidir?

A)32 B)16 C)8 D)4 E)2

(-1,8) ve (2,5) acik araliklarinin
kesisimi asagidakilerden hangisidir?
A) [-8,1] B)(-1,8) Q) (2,5)
D) (—1,5) E)(2,8)

V144
sayist asagidakilerden hangisidir?
V81
A) ! B) -3 C) >
3 4
D) 3 E) -
-3 =3 = 1 =1
a—z,b—4,C— 4Ved—4

sayilarinin kiiciikten biiyilige siralanisi asagi-
dakilerden hangisidir?

A) a<b<c<d

B) d<c<b<a

C)d<a<b<c

D) c<d<a<bd

E) c<d<b<a

A B
A Tarali olarak verilen
AVA kiime asagidakilerden
v hangisidir?
C

A) AUB
B) BNnC
C) AnBNC
D) BN(AUC)
E) CN(AUB)

0,2-10°+1,6-10%

0,6
lerden hangisidir?

sayis1 asagidaki-

A) 6

B) 60
C) 36
D) 600
E) 360
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Cozumler

A= 1{1,3,5,7} ve B = {2,4,6,8} kiime-
lerinin ortak elemani olmadigindan ANB =0

olur.

Dogru cevap D sikkidir.

A' kiimesi, E kiimesine ait ancak A kiime-
sine ait olmayan elemanlarin kiimesi oldugun-
dan

A'=1{2,4,6,8}

olur.

Dogru cevap B sikkidir.

3% = 3.3.3.3
= 9.9
= 81
olur.

Dogru cevap A sikkidir.
A = {1,3,4,5,7}, B = {1,2,3,6,8} ve
C = {3,6,9} kiimeleri i¢in
AUB=1{1,2,3,4,5,6,7,8}

ve
CnN(AUB)=1{3,6}
olur.

Dogru cevap A sikkidir.

64 (2-3)*
7 = @Y
24.3%
= 5
= 24
= 16

Dogru cevap B sikkidir.

(—-1,8)={x] —1<x <8, xeR}ve
(2,5)={x|2<x <5, x eR}
kiimeleri icin (2,5) € (-1, 8) oldugundan
(2,5)N(-1,8)=(2,5)
olur.

Dogru cevap C sikkidir.

V144 122
m A /92
2

—_

9
4
3

olur.

Dogru cevap E sikkidir.

Tarali bolge ile verilen kiime hem A, hem
B, hem de C kiimesine ait olur.

Dogru cevap C sikkidir.

0,2-10°+1,6-102 0,2-1000+1,6-100

0,6 0,6

200+ 160

- T s

10

= 360 10

B 6

= 600

Dogru cevap D sikkidir.
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Sekil 2.1: Themis Heykeli.

Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Denklemler

Arkadaslar bugiin Themis heykelindeki esitlik ve objektifligin

simgesi olan terazi ile geldim.

Hocam Themis kim? ﬁ-

Yunan mitolojisinde Themis adalet ve diizen tanricasi ola-
rak bilinir (Sekil 2.1). Themis heykeli, bir elinde terazi diger
elinde ise kilic olan gozleri bagl bir kadini temsil eder. Bir elindeki te-
razi, adaleti ve bunun dengeli bir bicimde dagitiimasini simgelemekte-
dir.
Simdi hatirladim hocam. Adalet Bakanliginin logosunda da .
terazi vardu. b

a Biz isin hukuk kismina girmeden, terazinin esitlik 6zelligi ile

I ilgilenelim. Size 4 tane 100 gr, 4 tane de 50 gr getirdim. Bun-
larin hepsini, terazinin kefelerine, her kefede esit agirlik olacak sekilde
yerlestirebilir misiniz?

Her iki kefeye ikiser tane 100 gr, ikiser tane de 50 gr koyarsak ia
agirliklari esit olur. Terazi de dengede kalir.

2x1004+2%x50 = 2x100+4+2 x50
200+100 = 2004100
300 = 300

Bagska tiirlii terazi dengede olacak sekilde gramlar1 yerlestire- :§

bilir miyiz?

Evet yerlestirebiliriz. Toplam 600 gr olduguna gore birinci ke-
feye ii¢ tane 100, gr diger kefeye de kalanlar1 koyarsak,

3x100 = 1x100+4 x50
300 = 100+ 200
300 = 300

seklinde terazi dengede olur.
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nek vereyim. Esitligi {inlii ressam Albrecht Diirer’in sihirli ka-
resinde de gorebiliriz (Sekil 2.2).

Sihirli kare mi? g.

ﬂ Evet Gokce. Simdi sihirli karedeki sihiri gormeye calisin.

ﬂ Madem Pinar Hoca mitolojiye uzandi, ben de tarihten bir 6r-

16| 3 | 2 |13
51011 | 8
6 | 7 |12
4 115114 | 1

Sekil 2.2: A. Diirer'in Sihirli Ka-

resi.

Birinci yatay siradaki sayilarin toplami otuz dort ve diger ya- -@
tay siradakilerin toplami da ayni say:.

16 3 | 2 |13 164+34+2+13 = 34
51011 | 8 54+10+114+48 = 34
6 7 | 12 94647412 = 34
4 (15|14 | 1 4+15+14+1 = 34
Aaa, diisey siradaki sayilarin da toplami otuz dort.

16 3 2 13

16 3 2 13
5 10 11 8

5 10 11 8
9 6 7 12

9 6 7 12
+4 +15 +14 +1

4 15 14 1
34 34 34 34

Siiper! Albrecht Diirer bir dahi olmali. Sanki Themis’in te-
razisini kullanmis. Terazinin bir kefesine bir kosegendeki sa-
yilari, diger kefesine de diger kosegendeki sayilar: koyarsak

terazimiz yine dengede kalir. Clinkii her iki kefedeki sayilarin ‘
toplami otuz dort olur. A
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2X4—-1
4+3

16 13
10 11

N\

Sekil 2.3: Sihirli karedeki esitlik durumu.

@,‘ Cok giizel, karedeki sihri ¢6zdiiniiz! Simdi esitlik kavramini
@7} matematiksel olarak inceleyelim. Bunun icin cebirsel ifadele-
rin esitliginden bahsedecegim.

2

Hocam, cebirsel ifade ne demektir?

Bilinmeyen dedigimiz x, y,z,... gibi degiskenleri, 1,2,3,...
gibi sayilar ve +, —, x,..., kok alma gibi islemleri iceren
ifadelerdir. Ornegin,

2x—1, x+3, x2+y2 /x+5,...

gibi ifadelerdir. Simdi, 2x —1 ile x 4+ 3 cebirsel ifadelerinin esit
olmasi durumunu diisiinelim. Soyleyin bakalim,

2x—1=x4+3

esitligi x’in hangi degeri icin dogrudur?

x =4 i¢in dogrudur hocam.

@, x = 4 icin bu iki ifadenin esitligini, Sekil 2.4’de verilen den-
@Y gedeki terazi gibi diisiinebiliriz.

\exs-1/ \ 443 /
ZAN

Sekil 2.4: Terazideki esitlik durumu.
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Bu sekilde, bilinmeyen iceren ve bilinmeyenin bazi degerleri icin ger-
ceklenen esitliklere denklem diyecegiz. Bilinmeyenin denklemi saglayan
degerine denklemin ¢6ziimii denir. Denklemin ¢6ziimlerinin kiimesine
de c¢oziim kiimesi denir. Denklem bilinmeyenin hicbir degeri icin sag-
lanmiyorsa, ¢6ziim yok ve ¢6ziim kiimesi bos kiimedir diyecegiz.

O zaman x = 4 degeri, 2x — 1 = x + 3 denkleminin ¢6ziimii- ﬁ:i
diir.

Evet Gokce. Denklemleri, giinliik hayatimizda karsilastigimiz

£

(N cogu problemlerin ¢oziimiinde kullaniriz.

Hocam, gecen giin amcam bana bir halk bilmecesi sordu. Onu i
‘

da denklemle ¢6zebilir miyiz?

%_ Soyle bakalim bilmeceni Selcuk. Hep birlikte ¢c6zmeye calisa-
lim.

Yerde bir topal kaz varmis. Havada ugan bir grup kaza, topal
kaz seslenmis: "Hey yiiz kaz nereye gidiyorsunuz?" Havadaki
kazlardan bir tanesi, "Biz yiiz kaz degiliz! Bize bizim kadar,
bizim yarimiz kadar, yarimizin yaris1 kadar eklenirse ve bir

de sen olursan ancak o zaman yiiz kaz oluruz" demis. Acaba

havada ucan kaz sayis1 kactir?

Selcuk giizel bir bilmece sordun. Denklemler yardimiyla bu
<A

bilmeceyi ¢ozebiliriz. Bu bilmeceyi ¢c6zebilmek icin buna uy-
gun bir matematiksel model olan denklem kurmaliyiz. Ucan kazlarin
sayisina x diyecek olursak, kaz bilmecesine karsilik gelen denklem,

+ +x+x—|—1 100
X+x+-+—-+1=
2 4

olur.

2

Peki, bu denklemdeki x bilinmeyenini nasil bulacagiz?
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@‘ Gokee aslinda bir denklemin nasil ¢6ziilecegini soruyorsun.
@7} Bunun icin, esitligi bozmayan islemlerden yararlanacagiz. Bu

islemler, bir esitligin iki tarafina ayni sayinin eklenmesi veya iki tarafin-
dan aymni sayinin cikarilmasi ya da iki tarafinin ayni say ile carpilmasi

veya iki tarafinin sifirdan farkli bir sayrya boliinmesidir.

Sanirim bu islemler dengedeki terazi icin de gecerlidir.

g‘ Siiphesiz. Simdi bu islemleri kullanarak,
X X x
X+X+E+Z+1=100

denklemini ¢6zmeye calisalim.

Denklem biraz kalabalik goriiniiyor.

Esitligin sol tarafindaki x’leri toplayip sadelestirebiliriz.

2x+x+x+1 = 100

1 2 4 B

@ @

8x +2x+x

_— = 100

4
1 +1 100
_X —_—
4
Esitligin her iki tarafindan 1’i ¢ikaralim:
11
?x+1—1 = 100-1

11
—x = 99

4

Iyi gidiyorsun Zeynep, devam et istersen.
NoA
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Simdi esitligin iki tarafini 4’le carpip,
4 1 99 x 4
X —x = X
4
11x = 99x4

sonra iki tarafi 11’e bolelim:

11x 99 x 4
11 1
99
x = E X 4
x = 9%x4
x = 36

buluruz.

Denklemlerin hepsini boyle islemler ile ¢6zebilir miyiz?

@ Hayir Gokce. Denklemlerin hepsi ayni tiirden olmadigindan
(N  bunu genelleyemeyiz. Bunun icin denklemleri bilinmeyen sa-

yis1 ve bilinmeyenlerin en yiiksek kuvvetine gore siniflandirip, ¢6ziim
arayacagiz. Biz simdilik bir bilinmeyenli denklemlerle ilgilenecegiz. Bir
bilinmeyen iceren ve bilinmeyenin kuvveti bir olan denkleme, birinci de-
receden bir bilinmeyenli (veya kisaca birinci dereceden) denklem denir.
Bu denklemlere 6rnek olarak,

3x4+1=0, 2x—1=x+45,...

gibi denklemler verilebilir. Bir bilinmeyen iceren ve bilinmeyenin kuv-
veti iki olan bir denkleme, ikinci dereceden bir bilinmeyenli (veya kisaca

ikinci dereceden) denklem denir. Bu denklemlere de 6rnek olarak,
x*+6x+9=0, x*-3x+7=0,...

gibi denklemler verilebilir.

O halde, kaz bilmecesinin denklemi birinci dereceden denk- a
1

lem olur.
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Tanim Bir denklemde esit-
ligi saglayan bir sayuya,
denklemin bir ¢6zlimii denir.

6’ Evet. Genel olarak birinci dereceden bir bilinmeyenli denk-
S lemler a, b iki gercel say1 ve a # 0 olmak iizere,
ax+b=0

seklindedir. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimii daha 6nce bahsettigim, esitligi
bozmayan islemlerle kolayca ¢oziliir.

ax+b = 0
ax+b—-b = -b
ax = -b
ax b
a a
b
x = —=—
a

b
Buradan denklemin ¢6ziim kiimesi C= { - —} olarak bulunur.
a

Gokee yine mi! Hani cep telefonunu derse girerken kapata-
N

caktin?

Oziir dilerim hocam. Kardesim kaz bilmecesine benzer bir
mesaj gondermis. Okuyorum okuyorum anlamiyorum. Liitfen @
'l

yardimci olabilir misiniz?

@_ Neymig sOyle bakalim?

Hocam biliyorsunuz indirimler basladi. Kardesimle babam-

dan para istemistik. Ona vermis, bana da ona verdigi kadar
verecekmis. Fakat beni meraklandirmak icin, babamin verdigi

paray1 bulmamu istiyor. Bu paranin beste ikisine kot, dortte bi- &
rine kazak aldiktan sonra 35 lirasinin kaldigini yaziyor.

Haydi yine iyisin. 35 liradan fazla alacaksin. Ne istersen alir-

sin!

Sakay1 birak Selcuk, babam fazla para vermez.
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@,‘ Haydi bakalim. Gokge’ye babasinin kag lira para verecegini
@7} bulmaya calisalim ve onu meraktan kurtaralim.

Once probleme karsilik gelen denklemi yazmamiz gerekiyor.
Gokee'nin babasinin kardesine verdigi paraya x dersek, denk-

lemimiz
2 + al +35
xX=—+4=
5 4 'a
seklinde olur.
Anladim, bu denklemi ¢6ziip, babamin verdigi paray: bulabi- i:‘“a
liriz.

Su denklemi bir an 6nce ¢6ziip x’i bulmak istiyorum. Ben de

kotun fiyatini merak ettim.

2x+x+35
X = —+ -
5 4
@
8x +5x
x = 5
20
= 13x+35
X T 0
oldugundan,
13x
x——— = 35
20
20x — 13x
= 35
20
7x
— = 35
20
7x = 35%20
35x%x 20
X =
7
x = 5x%x20
x = 100

olur. Gokce baban sana 100 TL verecek. Benim merak ettigim l
2
kotun fiyat1 ise 100 x 5= 40 TLdir.

Oh be rahatladim. Hepinize tesekkiir ederim.
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ikinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Denklemler

6’ Gecen hafta, Almanya’dan bir hoca seminer vermek iizere ma-
7S tematik boliimiine geldi. Hocamiz {ilkesine dénmeden 6nce,
bir hali ald1.

Nasil bir hali aldi hocam?

Uniinii duymus oldugu Hereke halisi aldi.
ﬂi:/‘

Hereke halilarinin ¢ok pahali oldugunu duymustum. Ne ka- i:z
dar biiytiikliikte bir hali ald1 acaba? Cok merak ettim.

@ Dikdértgen seklinde bir hali aldi. Halinin alan1 6 m? ve uzun

kenar kisa kenarindan 1 metre fazlaydi.

Hocam, ama halinin boyutlarini séylemediniz. _ﬁ

Ben bu halinin boyutlarini bulabilirim. Dikdértgenin alani,
uzun kenar ile kisa kenarinin carpimina esittir. Buna gore,

halinin kisa kenarina x dersek, uzun kenar1 x + 1 olur. Bura-

dan,
x(x+1) = 6
x*+x = 6 yada
x*+x-6 = 0

denklemini yazabilirim.

Bu denklemde x? var. Piar Hoca boyle denklemlere, ikinci

dereceden bir bilinmeyenli denklem demisti ama ¢oziimiini a,
‘

anlatmamuisti.
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'6 Matematik tarihine baktigimizda, islam diinyasinin biiyiik bir
&7 { matematikcisi olan Harezmi, bu tiir denklemleri geometrik

yaklagimla ¢6zmiistiir. Simdi, Harezmi’nin
x%+10x =39

denklemini nasil ¢ozdiigiinii gorelim. Once, kenar uzunlugu x birim
olan bir kare alalim (Sekil 2.5). Sonra bu kareye iki kenarindan, kenar
uzunluklar 5 ve x birim olan iki dikdortgen ekleyelim (Sekil 2.5).

Hocam, eklediginiz dikdortgenlerin kenarlarindan birini ne- .
den 5 birim aldiniz? [

x2 +10x = 39 denklemini x2 + 5x + 5x = 39 seklinde ya-

@ zabiliriz. Dikkat ederseniz 5x br? ekledigimiz dikdértgenlerin

alanina karsilik geliyor. Yani, denklemimizde 10x terimi oldugu igin, her
birinin alani 5x olan iki tane dikdortgen ekledik.

Sanirim sag alt kosedeki boslugu doldurursak, seklimiz daha ﬁ:i
giizel goriinecek.

O zaman seklimizi, alan1 5 x 5 = 25 br? olan kareyle tamam-

layalim (Sekil 2.5). Olusan bu sekil size tanidik geldi mi?

Evet hocam, olusturdugumuz bu sekil, kenar1 x + 5 olan bir .
karedir ve bu karenin alani da (x + 5)? olur. #

Q Dikkat ederseniz, bu karenin alanini,

(x+5)?=x2+5x+5x +25=x2+10x + 25

seklinde de yazabiliriz. Harezmi’nin ele aldig1 denklem, x? + 10x = 39
oldugundan, yukaridaki esitlikte x2 + 10x yerine 39 yazarsak,

(x+5)?2 = 39425

(x+5)? = 64
x+5 = :F\/674
x+5 = 8 veya
x+5 = -8

X %2
x
5
b 22 Sy
x
5 S5x
5
b 22 Sy
x
5 S5x 5x5=25

Sekil 2.5: Kareye tamamlama.



40

2 Denklemler ve Egitsizlikler

1
x 2
X
1
2
1
x 2
X 1
x2 | X
1 1 1
2| 2% 4

Sekil 2.6: Kareye tamamlama.

olur. Artik x kenar uzunlugunu bulabiliriz. x +5 = 8, buradan da x =3
elde ederiz. Peki, x + 5 = —8 alabilir miyiz?

Hayir alamayiz. Ciinkd, x + 5 olusturdugumuz karenin kenar a,
‘

uzunlugudur ve dolayisiyla negatif bir say1 olamaz.

Ama bu eksili sayilar zorla kapidan bacadan iceri giriyorlar
iste. x + 5 = —8 dersek, x = —13 olur. Bunu denklemde ye-

rine yazarsak, x2+10x = (—13)?+10-(—13) = 169 — 130 = 39 oluyor,
yani -13 sayis1 da pekala bir kok. Ama Harezmi onlara itibar etmiyordu.
Simdilik biz de bir kenara birakip, Alman hocanin halisina dénelim. Ha-

linin boyutlarini bulmak icin,
x24+x=6

denklemini, Harezmi'nin geometrik yaklasimi ile ¢6zelim.

Hocam, x? + x = 6 denklemini, Sekil 2.6’da gériildiigii gibi
bir karenin alani ile iki dikdortgenin alanlar1 toplami olarak

diisiinebiliriz. Sonra, alani % X % = %r metre? olan kare ekle- ‘
yerek, kenar uzunlugu x + % olan kareye tamamlamis oluruz. A

Selcuk’un buldugu karenin alani (Sekil 2.6) ise,

+1 > 2+1 +1 +1
X 5 = X 2x 2x 4
2
(x+1) = xz+x—|—1
2 4

olur. x’+x =6 oldugundan, (x + %)2
Her iki tarafin karekokii alinarak,

6+% = %75 bulunur.

1 25
X+ E = + Z
1 5
X+ 5 = 5 veya
1 5
**3 T 72
elde edilir. Boylece, x = 2 veya x = —3 buluruz. Ama uzunluk

negatif olamayacagi icin x = 2 metre halinin kisa kenarndir.

Uzun kenari ise, bunun 1 metre fazlasi oldugundan 3 metre ‘
olur.
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Simdi, kareye tamamlama fikrini kullanarak ax?+bx +c =0
genel denklemini c6zmeye calisalim. Yani, ax? + bx +¢c =0
esitligini saglayan x degerlerini arastiralim. Bu esitligi a # 0 oldugu

, b c
alx*+-x+-1]=0
a a

seklinde yazabiliriz. Bu esitligin her iki tarafina a’ya bolerek elde ettigi-

icin,

miz,

5, b c
x*+—-x+-=0
a a

esitligini saglayan x degerlerini arastiralim. Bunun i¢in

(x+y)P2=x%2+2xy+y?

ozdesliginden yararlanacagiz. Bu 6zdesligin her iki tarafindan y? teri-
mini cikartarak,
x%+2yx = (x+y)* —y?

6zdesligini elde ederiz. Burada y yerine % alalim.
249 b N b \? b \?
X 2ax - 2a 2a
2 b L b 2 [ b)?
x“+—x=(x+—] = =—
a 2a 2a

5, b c
x*+—-x+-=0
a a

Boylece,

esitligimizde x? + gx yerine esitini koyarsak,

+b : b 2—l—C—O
X 2a 2a a

esitligini elde ederiz. Buradan,

+b 2_ b \? c_b2 c_b2—4ac
o) T\2d) TdT 2?2 a4 a2

seklinde yazabiliriz.

Hocam, esitlikte sol taraf bir tam kare oldugu icin her iki ta-
rafin karekokiinii alirsak x degerlerini bulabiliriz.

Tanim a, b,c gercel sayilar
ve a # 0 olmak tizere,

ax’+bx+c=0

seklindeki denklemlere
ikinci dereceden bir bilinme-
yenli denklemler denir.

(x+y)P=x?+2xy+y>

(x—y)P=x*—2xy+y?

esitlikleri herhangi iki x ve y
gercel sayilar icin dogrudur.
Boyle esitliklere 6zdeslik de-

nir.
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ﬁ Evet, ama dikkatli olmamiz gerekiyor. Bunun icin x? = —1
7w denklemi iizerinde tartisalim. Bu denklemin kéklerini sorsam

ne dersiniz?

x = F+/—1 degil mi hocam?

6’ Negatif sayilarin gercel sayilar icinde karekokii olmaz. Ciinki
7S bir gercel say1 pozitif de olsa, negatif de olsa, karesi pozitiftir.

Sifirin karesi de sifirdir. O halde karesi —1 olan bir gergel say1 yoktur.

Hocam o zaman bazi ikinci dereceden denklemlerin ¢éziimii .
yoktur. b

Arkadaslar, demek ki bir sayinin karekokiinii alirken sayimnin %
isaretine dikkat edecegiz. [ 7

‘5 Hem Zeynep’e hem de Selguk’a birer aferin. Artik, esitligi-
&7 % mize geri doniip, yarim kalan isimizi bitirebiliriz. Elde et-

tigimiz (x + %)2 = % esitliginde sag taraf negatif degilse, yani
b* —4ac > O ise,
b v/ b? —4ac
X+ —=F———
2a 2a

yazabiliriz. Karekék icinde bulunan b% —4ac degeri, diskriminant olarak

isimlendirilir ve A (Delta) ile gosterilir.

Simdi, A = b% — 4ac’nin isaretine goére durumu Szetleye-
m lim.

e b%—4ac >0 ise,

b v b%—4ac b 1/ b%—4ac

:——+— S —_
1 2a 2a X2 2a 2a
—b+1/b?%—4ac —b—+/b?%—4ac
1= 2a o X2 = 2a

yazabiliriz, yani denklemin

_ —b+VA
B 2a
seklinde iki tane ¢6ziimii vardir.

X1
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e b2 —4ac=0ise VA =0 olacagindan,

-b+0 -b—-0
X1 = , X9 =
! 2a 2 2a
b b
Xlz—i , Xzz—z

olup, denklemin kokleri esit olur. Bu durumda denklemin tek kokii
vardir. (Ya da iki kat kokii vardir da diyebiliriz.)

e b? —4ac < 0 ise denklemin kokii yoktur.

Demek ki A’nin {i¢ durumuna gore verilen denklemlerin ¢o- s:i

zlimlerini belirleyebiliriz.

a Simdi, ikinci dereceden bir denklemin ¢6ziimiinii veren for-
7S miilii kullanarak, 2x2 — 3x + 1 = 0 denkleminin koklerini

bulabilirsiniz.

Bunu ben ¢6zmek istiyorum. Once A’y1 bulacagim.

A = b*—4ac

= 32-4.1-2
= 9-8
=1

A pozitif oldugu icin iki kokii vardir. Bunlar,

—b+VA  —(=3)+v1 _ 3+1

X1 = = = =1
2a 2.2 4
_ =b—vA  —(-3)-v1  3-1 1
2T Ty T a2 - T4 T 3
olup, C=11, > dir.

Aferin Zeynep. Gergekten de, denklemde 6nce x yerine 1,

(N sonra > yazarsak:

2x12-3x14+1 = 0

2 1y’ 3 ! +1 0
X[ =] =3x|z =
2 2

olur.

Tanmim a,b,c €R ve
a # 0 olmak tizere,

ax®>+bx+c=0

ikinci dereceden denkle-
minde,

e A > 0 ise iki kok var-

dir.
-b+ VA
X1 =—+5 >
2a
-b—VA
Xg= —"7—.
2a

e A =0 ise tek kékbvar-
dir. x; =xy=——.

1 xl xZ za
e A <0 ise kok yoktur.

A = b? —4ac
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Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

@‘ Artik terazimizin dengesini bozalim arkadaslar.
g7

O zaman terazinin bir kefesi asagida bir kefesi yukarida ola- E:z
cak.

g Aslinda terazinin dengesini korumak zor, bozmak ¢ok kolay-
dir. Pinar Hoca’nizin daha 6nce verdigi 2x —1 = x+3 denkle-
mini tekrar ele alalim. Hatirlarsaniz, bu denklemin ¢6ziimii olan x = 4’4
denklemde yerine koydugumuzda terazi dengede kalmist1 (Sekil 2.4).
Soyleyin bakalim 2x — 1 ile x 4 3 ifadelerini, x yerine 5 koyarak kefe-

lere yerlestirdigimizde, terazinin durumu ne olur?
x = 5icin 2x — 1 ifadesi 9 degerini ve x + 3 ifadesi ise 8 dege-

rini alir. x = 5 i¢in 2x — 1 > x + 3 olur. Dolayisiyla terazinin Q
durumu Sekil 2.7°de oldugu gibidir.

5+3
x5—1

Sekil 2.7: Terazideki esitsizlik durumu.

t)

Acaba terazinin yoniinii degistirebilir miyiz?

a Sen de bu sefer x = 3 icin dene bakalim.

—2

%

x = 3icin 2x — 1 ifadesi 5 degerini ve x + 3 ifadesi ise 6 dege-

rini alir. x = 3 i¢in 2x — 1 < x 4 3 olur. Dolayisiyla terazinin ‘
durumu Sekil 2.8’de oldugu gibidir.
X3 - 1

3+3

Sekil 2.8: Terazideki esitsizlik durumu.
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g

Terazinin dengesini bir bozdunuz ki tahterevalli gibi oldu.

Tanim a, b gergel sayilar ve
a # 0 olmak tizere,

Dengede olmayan terazide, bir esitsizlik durumu s6z konu-
sudur. Boyle esitsizliklere birinci dereceden bir bilinmeyenli

esitsizlikler denir. ax+b > 0
Denklemlerin ¢6ziimiinde oldugu gibi, esitsizliklerin ¢6ziimiinde de esit- ax+b > 0
sizliklerle ilgili baz1 6zellikler kullanilir. Bunlar, ax+b < 0
<
e Bir esitsizligin iki tarafina ayni sayinin eklenmesi veya iki tarafin- ax+b = 0
dan ayni sayinin citkarilmasi durumunda esitsizlik bozulmaz. seklinde yazilabilen bir esit-

) e . . . sizlige birinci dereceden bir
e Bir esitsizligin iki tarafinin pozitif bir say1 ile ¢carpilmas: veya bo- bilinmeyenli esitsizlik denir

linmesi durumunda esitsizlik bozulmaz.
e Bir esitsizligin iki tarafinin negatif bir sayi ile carpilmasi veya bo-

liinmesi durumunda esitsizlik yon degistirir.

Negatif sayilarla karsilastigim zaman kafam karisiyor. Esitsiz-
ligin son bahsettiginiz 6zelligini anlayabilmem icin 6rnek ve- @l

e r
rebilir misiniz?

@,‘ Gokce, —3 < —1 oldugunu biliyorsun. Her iki tarafi —2 ile
AP} carparsan,

(=2)(-3) > (=2)(-D
6 > 2

olur.
Simdi ax + b > 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini arastiralim.
Esitsizligin her iki tarafina —b eklersek,

ax+b—-b > 0->b

ax > -b

buluruz.

Hocam x’i bulmak icin her iki tarafi a’ya bolecegiz ama, esit-

sizligin bolme ile ilgili 6zelligini dikkate almamiz gerekiyor i
‘

sanirim.
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Bravo Selcuk.
<&
b e a > 0ise x > ——. Bu durumda esitsizligin ¢6ziim kiimesi,
e ® b ’ b
(—E,oo) = {x | x eR,x > _E} araligidir (Sekil 2.9).

b
Sekil 2.9: (——,oo) aralig1.
¢ b
e a < 0ise x < ——. Bu durumda ¢6ziim kiimemiz,
a

b b
(—00, ——) = {x | x eR,x < ——} araligidir (Sekil 2.10).
a a

b
a

—0o0

b
Sekil 2.10: (—oo, ——) araligi.

Hocam, bir 6rnek verirseniz daha iyi anlayacagim.

Ornek —5x + 3 > 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulalim.

—5x+3 > 0
—-5x+3-3 > 0-3
—5x > -3

—5 negatif oldugundan, —5 ile boldiiglimiizde esitsizlik yon degistirecek.

—5x -3
JR— < R
) )

3

x < =

5

3
buluruz. Buna gore esitsizligin ¢6ziim kiimesi (—oo, g) araligidir.

3

5

labiliriz. Ikinci dereceden esitsizliklere baslamadan 6nce bir

Diger esitsizliklerin ¢6ziim kiimelerini de benzer sekilde bu-
773

ara verelim isterseniz arkadaslar.

Arkadaslar bugiin caylar benden.

Q

Hepimize cay 1smarlayabilecek misin Engin?
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20 TL param var. Ama 10 TL ile kitap alacagim. Bir bardak ¢ay
75 kurus olduguna gore, kag kisiye 1smarlayabilirim? Onu da
siz bulun.
Bize bir esitsizlik problemi sordun, farkinda misin?
Esitsizlik konusunu yeni 6grendik. Sanirim ben bunu ¢6zebi- Ornek
lirim. Cay i¢in 10 TL para kahyog Engin’in cay alabilecegi kisi 6x—18 < 0
sayisina x dersek, 75 kurus da 2 TL'ye denk oldugundan, 6x—184+18 < 0418

3 6x < 18

Zx < 10 6% < %

3x < 40 x < 3

x = 133 esitsizligin  ¢oziim ki

bulunur. Esitsizligin ¢6ziimiine gore en fazla 13 kisiye cay 1s- m_e;i) (=0, 3]0 ara311§1d1r.

marlayabileceksin Engin.

O zaman gelsin caylar!

Pmar Hoca’ya soyleyelim. Ders arasinda bile esitsizlik prob-

P B

lemi ¢ozdiik.

ikinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

a, b,c gercel sayilar, a # 0 ve x herhangi bir gercel sayi

Q olmak iizere, ax®> + bx +¢ > 0, ax?> + bx +¢ < 0,
ax2+bx+c > 0veya ax?+bx+c < 0 seklinde yazilabilen esitsizliklere
ikinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler denir. Boyle bir esitsizligi

saglayan x degerlerinin kiimesine de bu esitsizligin ¢6ziim kiimesi denir.

@,\ Arkadaslar, x? — x — 2 > 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bir-
@7} likte bulmaya calisaim. Once x2 — x — 2 ifadesini sifir yapan
2

degerleri bulalim. Yani, x* — x — 2 = 0 denklemini ¢6zelim. Bu degerler

x = —1 ve x = 2'dir. Bu sayilar say1 dogrusunu ¢ arali§a aywrir. Bunlar,
(—00,—1), (—1,2) ve (2,00) araliklaridir. Bu araliklarin her birinde,

x2 — x — 2 ifadesi ya hep pozitif ya da hep negatif deger alir.

x*—x—-2=0

—bF v/ b%—4ac
2a

1++/1+8
Xl = 722
2
1-v1+8
.X'z = _ = —
2
G={-1,2}
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Hocam, bu araliklarin herhangi birisinde x? — x — 2 ifadesi, ‘
neden hep pozitif ya da hep negatif deger alir?

Aferin Selcuk, cok dikkatlisin. x2—x —2 ifadesi, bu araliklarin

@ birisinde farkl isaretli degerler almis olsayd: bu aralikta en
az bir noktada sifir degerini almasi gerekirdi. Ancak -1 ve 2’nin disinda
bagka bir noktada sifir degerini alamayacagini biliyoruz. Bu nedenle -1
ve 2 noktalarinda x? — x — 2 ifadesi, ya pozitif degerden negatif degere
ya da negatif degerden pozitif degere gecer.

Peki hocam, x2 — x — 2 ifadesinin, bu araliklarin hangilerinde s:z
pozitif ya da negatif deger aldigini nasil bulacagiz?

x2 — x — 2'nin isaretini belirlemek istedigimiz araliktan bir

& say1 seceriz. Bu sayy1, x2 — x — 2 ifadesinde yerine yazariz.

Buldugumuz degerin isareti x2 — x —2’nin bu araliktaki isaretidir. Giinkii
bu aralikta, x? — x — 2 ifadesinin isaret degistirmedigini biliyoruz.

O zaman, belirledigimiz mavi, siyah, turuncu renkli aralikla-
rindan birer deger alinm. Bu degerleri x? — x — 2 ifadesinde

yerine yazarim. Ornegin, Mavi araliktan —2’yi secersem,
x2—x—2=(-2)*—(-2)-2=4+2-2=4,
Siyah araliktan 1’i secersem,
2—x-2=01P-1)-2=1-1-2=-2,
Turuncu araliktan 3’li secersem,
xX—x—2=(3%-(3)-2=9-3-2=4

bulurum. Mavi ve Turuncu araliklarda x2—x —2 ifadesi pozitif ;f ‘z
deger alir.
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bulmus oldu. Verilen esitsizligin ¢6z{im kiimesi:

Gokce bize, x? — x — 2 > 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini

—00 -1 2 00

Sekil 2.11: (—o0, —1) U (2, 00) aralig

O zaman, Siyah aralik da x? — x — 2 < 0 esitsizliginin ¢6ziim -@
kiimesidir diyebilir miyiz?

a Siyah araliga —1 ve 2 degerlerini de dahil edersen evet derim.

N

O zaman x2 — x — 2 < 0 egitsizliginin ¢6ziim kiimesi [—1,2]

olur.

Simdi de x? — 4x + 4 < 0 esitsizligini ¢ozelim. Gokee sen
x2 — 4x + 4 ifadesini sifir yapan degerleri bulabilirsin.

Formiilden hemen bulurum. x? —4x +4 =0,

_ —bFVb*—4ac 4FV16-16
= o =

x 5 %.
A =0 oldugu i¢in x; = x, =2 dir.

@ Arkadaslar gordiigiiniiz gibi tek kok bulduk. Buldugumuz 2
degeri say1 dogrusunu ikiye ayirir.

—00 2 oS
——e

x2 — 4x + 4 ifadesi, Mavi araliktan x = 1’i secersem 1 —4+4=1>0
olur. Turuncu araliktan x = 3’ii secersem 9 — 12+ 4 =1 > 0 olur. Her

ikisinde de pozitif deger alir.

Aaa, iki aralikta da x%—4x+4 ifadesi pozitif. Ne olacak simdi? ﬁ.



50

2 Denklemler ve Egitsizlikler

x2 —4x +4 ifadesi, hic bir noktada negatif degil ama x = 2’de

sifirdir. x2 — 4x + 4 < 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesi C={2}
A

olur.

Hocam x2 4+ 1 > 0 esitsizliginde, x2> + 1 = 0 denkleminin
kokiiniin olmadigim biliyoruz. Bu durumda, say1 dogrusunu Q’
nasil bolecegiz? [

Kok yoksa, x? + 1 ifadesi tiim gercel sayilarda ayni isaretli
(XN degeri alir. Giinkii, x2+ 1 ifadesi isaret degistirmis olsayds, en
az bir noktada sifir degerini alirdi. Yani kokii olurdu. Ama x?+1 = 0
denklemini saglayan bir x gercel sayisi olmadigini biliyoruz. Bundan

dolay, x2 + 1 ifadesinin isaretini belirleyebilmemiz icin herhangi bir
say1 secebiliriz.

Tamam o zaman, sifir1 secelim isimiz kolay olsun. x = 0 i¢in,
02+1 =1 > 0 olur. Buradan, tiim gercel sayilarda x2 + 1
ifadesinin pozitif oldugunu séyleyebiliriz. Boylece, bu esitsiz-
ligin coziim kiimesi gercel sayilar kiimesidir diyebilir miyiz l

hocam?

N Aferin Zeynep. Soyledigin gibi, x2+1 > 0 esitsizliginin ¢6ziim
@Y  kiimesi gercel sayilar kiimesidir.

DOzet

Bu iinitede, giinliik hayatimizda karsilastigimiz problemlerin ¢ogunun
¢oziimiinde kullandigimiz denklemler ve esitsizlik konularn iizerinde
durduk. Denklemlerle ilgili olarak, birinci ve ikinci dereceden bir bi-
linmeyenli denklemler ve ¢oziimlerinden bahsettik. Esitsizliklerle ilgili
olarak, birinci ve ikinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikleri ve ¢o-

ziimlerini 6rneklerle tartistik.
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Okuma Parcasi

Iskenderiye’li Diophantos

“Ne zaman yasamis oldugu kesin belli degildir. Diophantos, Bombelli’ye gére Antoninus Pius
(M.S. 150), Ebiilfarac’a gore Miirted Julianus (M.S. 350) zamaninda yasamistir. Fakat Psellus’a
gore, 270 yilinda Laodikea piskoposu olan Iskenderiye’li Anatolios adl1 bir bilgin Diophantos’a
bir kitap ithaf etmistir. Bundan dolay1 ¢ok defa Diophantos’un M.S. 250 civarinda yasadigi kabul
edilir.

Anthologia Palatina’da rastlanan bir cebirsel bilmece-siirinde Diophantos’un hayati soyle
anlatilmaktadir:

Su mezar Diophantos’u ortmektedir. Mucizeye bak! Mezar tast olenin sanati sayesinde onun
hayat hikayesini ogretivor. Omriiniin altida birini ona Allah ¢ocukluk ¢agi icin verdi; émriiniin
onikide biri daha gegince yiiziinde sakallar bitti; hayatimin yedide biri daha gectikten sonra
evlilik bagint kurdu; bes yil sonra da bu birlesmeden bir oglu oldu.

Yazik ki ¢ok sevdigi cocugunun babanin yari omrii kadar yasadiktan sonra élmesi mukadderdi.

Ondan sonra dort yil biiyiikliiklerle ugrasmak suretiyle acisint unutmaya ¢alisarak en sonunda o
da her faninin hedefine ulast.

Diophantos’un esas eseri olan
Arithmetika

‘¢ok muhterem Dionysios’ a ithaf edilmistir. Bu sahsin 247 civarinda Iskenderiye piskoposu olan
Aziz Dionysios olmasi muhtemeldir. Girisinde eserin 13 kitap olacagi bildirilmektedir, ama

bunlardan ancak altis1 zamanimiza gelebilmistir. Bu alt1 kitap ¢oziimleriyle birlikte 189 problemi

kapsamaktadir.” "

Diophantos’un mezar tasinda yazili olan bilmeceye gore; Diophantos kag y1l yasamigtir?

Bu bilmeceye karsilik gelen denklem: x, Diophantos’un yasamis oldugu yili1 gostermek
uzere,

1 1 1 1
X=—X+—x+—x+5+—x+4
6 12 7 s

olur. Bir bilinmeyenli birinci dereceden olan bu denklem ¢oziiliirse, ¢oziimiin x = 84
oldugu goriiliir. Buna gore, Diophantos 84 yil yagamustir.

@: Bilimin Uyanisi, Eski Misir, Babilonya ve Eski Yunan Matematigi (s. 460), B.L. Van Der Waerden, Cev.

Orhan S. i¢en ve Yilmaz Oner, Tiirk Matematik Dernegi, istanbul, 1994.
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Cikarin Ka gitlari

Bir O6grenci parasinin %’ini harcadiktan
sonra 20 liras1 kaliyor. Bu 6grencinin harcama

yapmadan Onceki paras: asagidakilerden han-

gisidir?
A) 100 B) 60 C) 50
D) 40 E) 30

2(x+3)+3(x — 1) = x + 7 denkleminin
¢Oziimii asagidakilerden hangisidir?

A1 B)1 C3
)5 ) )

D) 2 E)3

Bir annenin yasi oglunun yasinin 5 kati-
dir. 3 yil 6nce annenin yasi oglunun yasinin 8
kat1 olduguna gore, cocugun yasi asagidakiler-
den hangisidir?
A)7 B) 8 C) 10
D) 12 E) 15

x2 — 3x + 4 = 0 denkleminin ¢éziim kii-
mesi asagidakilerden hangisidir?

B) {-1}
D) {2} E) 0

A) {0,1} C) {1,2}

Ece odasina dikdortgen seklinde olan 8
m? bir kilim ald1. Bu kilimin uzun kenar, kisa
kenarindan 2 metre fazla olduguna gore kisa
kenar uzunlugu asagidakilerden hangisidir?

A1l B) 2 o3
D) 4 E) 5

x2 + 2x + 1 = 0 denkleminin ¢éziim kii-
mesi asagidakilerden hangisidir?
A) {3} B) {0,2} O {1}
D) {-1} E) {—2,2}

Efe’nin 40 TL’si var. Bu paranin 17 TLsi
ile bir kitap aliyor. Efe geriye kalan parasi ile,
tanesi 4 TL olan defterlerden en fazla kacg tane

satin alabilir?
A) 3 B) 4 Q5
D) 6 E)7

3(x — 1)+ 2> x + 5 esitsizliginin ¢6ziim
kiimesi asagidakilerden hangisidir?

A) (3,00) B) (4,0)
C) (—0,3) D) (—o00,4)
E) (—3,0)

Yarisinin 8 fazlasi 11’den biiyiik olan sa-
yilarin kiimesi asagidakilerden hangisidir?

A) (—0,3) B) (—o0,6)
C)(6,00) D) (3,0)
E) {6}

x2+5x — 6 < 0 esitsizliginin ¢6ziim kii-
mesi asagidakilerden hangisidir?

A) [-6,1) B) (—o00,—6)
C) (1,00) D) (—6,1)
E) (—6,1]
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Cozumler

x O6grencinin harcama yapmadan 6nceki

parast olsun. Bu durumda,
3
x==x+20
5

denklemi yazilabilir.

X 3
——=x = 20
1 5
G M
5x —3x
= 20
5
2x
— = 20
5
x = b50TL

Dogru cevap C sikkidir.

2(x+3)+3(x—-1) = x+7

2x+64+3x—-3 = x+7
5x+3 = x+7

4x = 4

x =1

Dogru cevap B sikkidir.

Cocugun bugiinkii yasina x dersek anne-
sinin yasi 5x olur. 3 y1l 6nce ise cocuk x — 3 ve

anne 5x — 3 yasindaydi. Buna gore,
5x —3=8(x—3)

denklemi kurulabilir. Bu denklem ¢oziiliirse,

5x—-3 = 8(x—-3)
5x—-3 = 8x—-24
3x = 21
21
x = —
3
x =7

bulunur. Dogru cevap A sikkidir.

x2 — 3x + 4 = 0 denklemini ¢6zmek icin,

once A hesaplanir.

A = b*—4ac
= (-3-4-1-4
= 9-16=-7

A = —7 negatif oldugundan gercel ¢6ziim
yoktur.
Dogru cevap E sikkidir.

Kilimin kisa kenarina x dersek uzun ke-
nar1 x 4+ 2 olur. Kilim dikdortgen seklinde ol-
dugundan,

x(x+2)=8

denklemi yazilabilir. x2+2x — 8 = 0 ikinci de-
receden denklem olup,

A = b?—4ac
= 4-4-1-(-8)=4+32=36 d

b+ VA
2a
—24+4/36

2
—2+6

2
= 2
-b— VA
2a

Xy =

X, = 2 ve xo = —4’diir. Uzunluk negatif ola-
mayacagindan x = 2 metre kilimin kisa kena-
rinin uzunlugudur.

Dogru cevap B sikkidir.
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xX24+2x+1=0

A = b%®—4ac
= 4—-4-1-1
= 4—-4=0

-bF VA
2a

Dogru cevap D sikkidir. Bu soruyu soyle de ¢o-
zebilirdik:

x242x+1=(x+1)?

Ozdesligi gecerlidir. O halde,

(x+1)? = 0
x+1 = 0
x = -1

bulunur.

Efe’nin defterler i¢cin 40 — 17 = 23 TLsi
kaliyor. x defter sayisini gostermek {izere,

4x < 23
23
x < —
4
x =< 5,75

olur. Boylece Efe en fazla bes defter alabilir.

Dogru cevap C sikkidir.

3(x—1)+2 > x+5
3x—-34+2 > x+5
3x—1 > x+5

2x > 6

2x 6

2 2

X 3

C=(83,00) araligidir.
Dogru cevap A sikkidir.

x+8 11
— >
2

X
E+8_8 > 11-8

8 NI =

C=(6, 00) araligidur.
Dogru cevap C sikkidir.

x2 +5x — 6 < 0 esitsizliginin ¢6ziimii
icin once,
x2 4+ 5x — 6 = 0 denkleminin kokleri bulunur.
-b¥ VA
2a
~5F 4/25—4-1-(—6)
2

X =

—5F7
2

X9 =

— NINDN

Xy =
—6 ile 1 arasinda bulunan x degerleri icin
x2 4+ 5x — 6 ifadesinin isaretini bulmak icin
(—6,1) araligindan x = 0 secilip, x% + 5x — 6
ifadesinde yerine konulursa 0> +5-0—6 =
—6 < 0 olur. Boylece x2+ 5x — 6 ifadesinin bu
aralikta negatif oldugu goriiliir.

-6 1

C=(—6,1) araligidir.
Dogru cevap D sikkidir.
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3 Fonksiyonlar

Fonksiyonlarla Tanigsma Partisi!

Sairim,

Zifiri karanlikta gelse siirin hasi,

Ayak seslerinden tanirim.
%

7

Ne zaman bir koy tiirkiisii duysam,
Sairligimden utanirim...

demis sair. Peki kimdir bu sair biliyor musunuz?

Ben biliyorum hocam. Bedri Rahmi Eyiiboglu. Cok da severim

bu siiri.

‘6 Bravo Engin! Gencler bugiin size iinlii sairlerin siirlerinin bu-
=71 lundugu giizel bir siir kitab1 getirdim.
Yasasin! Arkadaglar bugiin matematikten kurtulduk.

Olur mu Gokce? Matematigin olmadig1 bir yer var mi? Unlii
m Bilim insani Galileo bu konuyla ilgili bak ne giizel s6ylemis:
"Kainat dedigimiz kitap, yazildigt dil ve harfler 6grenilmedikce anlagila-
maz. O, matematik dilinde yazilmus; harfleri iicgen, daire ve diger geomet-

rik sekillerdir. Bu dil ve harfler olmaksizin kitabin bir tek sézciigiinii anla-

maya olanak yoktur."

Vay be hocam, bir de biz gorebilsek evrendeki matematigi cok
glizel olacak. O bizimle saklambac oynuyor sanki. Mesela bu

siir kitabinin neresinde matematik var ¢cok merak ettim dog- Q
L

rusu.

‘6 Sabirli ol Selcuk. Birazdan elimdeki bu kitapla bir fonksiyon
&7 { tanimlayacagiz.

Fonksiyon mu! Oldum olas1 sevemedim gitti su fonksiyonlar
konusunu! Bana kalirsa kesin fonksiyonlarla ilgili bir siir var @

'1
o kitapta, bagka ne olabilir ki?



Fonksiyonlarla Tanisma Partisi!

a' Her zamanki gibi atladin yine Gokce! Once bir diisiin baka-
7S lim, bir fonksiyon tammlamak icin neler gerekliydi?
fonksiyonun deger kiimesi adini verdigimiz bir kiime olmali.

@,\ Bravo Zeynep! Sonra da tanim kiimesindeki her elemana de-
AP} ser kiimesinden bir eleman karsilik getirilmeli. Fakat bir nok-

tay1 vurgulayalim. Bu génderimde tanim kiimesindeki bir elemana de-

Oncelikle, fonksiyonun tanim kiimesi dedigimiz bir kiime ile

ger kiimesinde birden fazla eleman karsilik getirilmemeli.
Ornegin, A = {1,2,3} ve B = {a, b,c,d} kiimeleri icin, asagidaki esle-
meler A kiimesinden B kiimesine birer fonksiyon olamaz.

A B A B

_\/ N
A

Bu eslemelerin neden fonksiyon olmadigini aciklayin bakalim.

Hocam soldaki eslemede A kiimesinin elemani olan 2, B kii-
mesinin hem b hem de ¢ elemaniyla, yani birden fazla elema-
niyla eslendiginden bir fonksiyon olamaz. Diger eslemede ise
A kiimesinin elemani olan 3, B kiimesinin hicbir elemaniyla

eslenmemistir. Bu ylizden bu eslemeler fonksiyon olamaz.

@ Giizel! Hadi bakalim simdi de siz bana A = {1, 2, 3} kiimesin-
(XN den B = {a, b, c,d} kiimesine birer fonksiyon tanimlayin.

Ben bir f fonksiyonu tanimladim, ama yer kaplamasin diye
vitrine yerlestirdim, malum daha 6grenecegimiz ¢ok sey var.
Sekil 3.1’e bakabilirsiniz.

Bir fonksiyon da ben tanimlayayim, ad: da g olsun. Ben de

o

vitrine koydum, Sekil 3.2’de.

Tanim Bos kiimeden farkli A
ve B kiimeleri alalim. A kii-
mesinden B kiimesine bir f
fonksiyonu, A kiimesinin her
elemanina B kiimesinin bir
tek elemanim karsilik getirir.
Burada A kiimesine f fonk-
siyonunun tanim kiimesi, B
kiimesine ise deger kiimesi
denir. A kiimesinden B kii-
mesine bir f fonksiyonu,
f :A—>BveyaAL>B sek-
linde gosterilir.

Fonksiyonun tanim kiime-
sine kalkis kiimesi diyebildi-
gimiz gibi, deger kiimesine
de varis kiimesi diyebiliriz.

P

Sekil 3.1: {1,2,3} kiimesinden
{a,b,c,d} kiimesine bir fonksi-
yon.

Sekil 3.2: {1,2,3} kiimesinden
{a,b,c,d} kiimesine bir bagka
fonksiyon.
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Bir f : A — B fonksiyonunu
ve A kiimesinin bir a elema-
nin1 diisinelim. f fonksiyo-
nunun tanim kiimesindeki a
elemanini, deger kiimesinde
esledigi elemana, a’nin f al-
tindaki goriintiisii diyecegiz
ve f(a) ile gosterecegiz.

: A —» B fonk-
siyonu icin, A kiimesindeki

Tanim f

elemanlarin f altindaki go-
riintiilerinin olusturdugu kii-
meye, f’nin goriintii kiimesi
denir ve bu kiime f(A) ola-
rak gosterilir O halde f’nin
goriintli kiimesi,

fA={f(a)]acA}

kiimesidir.

@ Bravo size! SOyleyin bakalim 1’in f altinda goriintiisii olan
(SN f(1) ve g altinda goriintiisii olan g(1) nedir?

Hocam ne var ki bunda, ben bile biliyorum bunu! 1’den ¢ikan

oku takip edince sonucu buluruz. f(1) = a ve g(1) = b’dir.

Benzer sekilde,

f)=c,
g(2)=b ,

f(B)=0b,
g3)=c.

g

siyonlarin goriintii kiimelerini bulalim. Goriintii kiimesi de-

@, Tamam c¢ok iyi. Simdi de Engin ve Goke¢e'nin verdigi fonk-
77

yince, tanim kiimesindeki elemanlarin fonksiyon altindaki goriintiileri-
nin olusturdugu kiimeyi anliyoruz. Goriintii kiimesinin deger kiimesinin

alt kiimesi olduguna da dikkat ediniz.

Hocam, o zaman bu fonksiyonlarin goriintii kiimelerini ben

bulayim.

fA={f(1),f(2),f(3)} ={a,b,c}

kiimesidir. Simdi de g’nin goriintii kiimesini bulayim:

§(A) =1{g(1),8(2),g(3)} = {b,c}.

t)

‘6 Simdi gelelim siir kitabimiza ve onun yardimiyla verecegimiz
=&~ % fonksiyon érnegimize. Tanimlayacagimiz fonksiyonun tanim

kiimesi bu kitaptaki siirlerin kiimesi olsun. Peki, simdi size “Istanbul’u

dinliyorum gozlerim kapali” desem, hangi sair gelir akliniza?

Orhan Veli gelir tabii ki hocam.

Himm, benim zihnimde 1siklar yanmaya basladi sanki!
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Siirsever Engin’e bravo. Tanimlayacagimiz fonksiyonun deger
kiimesi de, bu kitapta siirlerine yer verilen sairlerin kiimesi

olsun. Bir fonksiyon verebilmek i¢in bagka neyi belirtmeliyiz?

Tanim kiimesindeki herhangi bir elemani, deger kiimesinin @l
‘
hangi elemaniyla esleyecegiz onu sdylemedik.

6 Tabii ya, kalkis kiimesinden yola ¢iktik, o esleme bize her
=7 . clemanin varis kiimesinde nereye varacagim soyleyecek.

Tanim kiimesinden aldigim bir siiri, deger kiimesindeki sa-
iriyle esleyelim. Bu durumda hem tanim kiimesinde her ele-

man eslenmis olur, hem de tanim kiimesindeki bir eleman, .
deger kiimesindeki birden fazla elemanla eslenmemis olur. :

Hocam, yalniz o kitapta miisterek yazilmis siirler yok degil
mi? Ondan emin olalim da! Yoksa tanim kiimemizdeki bir ele-

man, deger kiimesinin birden fazla elemaniyla eslenmis olur .
ki bu durumda da fonksiyon olamaz. #

a Yok tabii ki Zeynep, her siirin tek sairi var bu kitapta. Bakin
7S iste size pirl pirl bir fonksiyon 6rnegi. Bu kitaptaki siirler
kiimesinden, bu kitapta siirleri olan sairler kiimesine, siirleri sairleriyle

esleyen...

fyi de hocam, bu nasil bir fonksiyon simdi? icinde ne rakam 'i
var ne dort islem!

@ Gokee, biz fonksiyon kavramini tanimlarken icinde illa ki top-
@7Y lama, cikarma, carpma, bolme olsun dedik mi?

Diislineyim, hayir demedik hocam. Tamam o zaman, ben de
sairler kiimesinden siirler kiimesine bir fonksiyon tanimlaya- E
yim. Fonksiyonum, her sairi yazdig: siirle eslesin.
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Tanim f : A — B fonksi-
yonu A kiimesinin her elema-
nin1 B kiimesinin ayni ele-
mani ile esliyorsa f’ye sabit
fonksiyon denir.

Yani ¢ € B olmak iizere, A
kiimesinden alinan her a ele-
man i¢in f(a) = c ise f’ye
sabit fonksiyon denir.

Sekil 3.3: A = {1,2,3} kiimesin-
den B = {a, b, c,d} kiimesine bir
sabit fonksiyon.

Dur bakalim Gokce! Daha dikkatli olman gerekiyor. Oyle ka-
fana gore kiimeler alip, aradaki iliskiyi de kafana gore vere-

mezsin. Sair kime denir, siir neye denir? Bunlar1 halletsen bile, cogu

sairin birden ¢ok siiri var zaten.

Tamim kiimesindeki her elemana, deger kiimesinde bir tek ‘,’e

elemanin karsilik getirilmesi gerekirdi, yine olmadi!

Hocam benim aklima da s6yle bir 6rnek geldi. Tanim kiimesi
yine kitaptaki siirler kiimesi olsun, ama deger kiimesini dogal
sayilar olarak degistirelim. Kalkis kiimesinden bir siir alalim,

o siir ka¢ misradan olusuyorsa, varis kiimesindeki o sayi ile Q
&

esleyelim.

Evet Selcuk giizel, bu da baska bir fonksiyon 6rnegi oldu.

@ Simdi yine siirlere sairlerini karsilik getirdigimiz 6rnegimize
donelim. Orhan Veli Kanik’a ait biitiin siirleri, Orhan Veli Kanik ile esle-
dik hatirlarsaniz. Bir fonksiyon icin bunun bir sakincasi yok. Verdiginiz
esleme ile, tanim kiimesinde birden fazla eleman, deger kiimesinin ayni
elemanina gonderilebilir. Hatta tanim kiimesinin biitiin elemanlar bile,

deger kiimesinin ayni elemanina gonderilebilir.

Eger bir fonksiyon, tanim kiimesinin tamamini, deger kiime-
sinin ayni elemani ile esliyorsa, o fonksiyona sabit fonksiyon
diyorduk degil mi hocam?

@ Evet Engin, 6yle diyorduk. Simdi de biraz bire-bir fonksiyon-

lar ne demekti onu hatirlayalim gencler.

Hocam bunu hatirlasa hatirlasa Zeynep hatirlar! a

Hazirlanip geliyoruz derse hayatim. Bire-bir fonksiyon, tanim
kiimesindeki farkli elemanlari, deger kiimesinde farkli ele-
manlarla esler.
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a Peki, bire-bir olan bir fonksiyon oOrnegi diisiiniin baka-
58ef) lm.

Kalkis kiimemiz Tiirkiye’deki iller kiimesi, varis kiimemiz de
dogal sayilar kiimesi olsun. Tanim kiimesindeki her ili, deger

kiimesindeki ilgili sehirlerarasi telefon kodu ile esleyelim. Or- ﬁ
negin, Eskisehir’i 222 ile, Ankara’y1 312 ile...

Engin bugiin formundasin. Farkli illerin sehirleraras: tele-
fon kodlar birbirinden farkli oldugundan, tanim kiimesindeki

farkl iki elemana, deger kiimesinin ayni elemani karsilik gel-

Q Evet bu tiir fonksiyonlar, piyanonun tuslarindan cikan sesler

mez.

gibidir gencler! Basilan her tustan mutlaka bir notanin sesi
cikar, fakat bir tustan birden fazla notanin sesi de ¢ikmaz; ¢linkii fonk-
siyondur o herseyden once! Ayrica farkli yerlerde bulunan herhangi iki
tusun sesi de farklidiy, iste bu da bire-birligi temsil eder.

Hocam, deger kiimesinde neden ihtiyacimiz kadar olan ele-
manlari1 almiyoruz da fazladan, gereksiz elemanlarla ugrasi-
yoruz? Mesela Engin’in 6rneginde deger kiimesi dogal sayilar
kiimesi olmasin, Tiirkiye’deki biitiin illerin gehirleraras: tele-
fon kodlar1 neyse o sayilarin olusturdugu kiime olsun, yani
dogal sayilarin seksen bir elemanl: alt kiimesi olsun, gerisini

Ne giizel soyliiyorsun Gokge. Senin séyledigin bu tiirden fonk-
A7

siyonlarin bir adi bile var.

@‘ Tabii ya, orten fonksiyon diyoruz. Deger kiimesi goriintii kii-
77

atalim gitsin.

Evet, orten fonksiyon diyorduk galiba...

mesine esit olan fonksiyonlardir onlar.

O zaman deger kiimesini, dogal sayilar kiimesi degil de, onun
bir alt kiimesi olan, seksen bir ilin sehirleraras: telefon kodla- &

rinin olusturdugu kiime olarak degistirelim.

Tanim f : A — B fonksi-
yonu verilsin. x;,x, € A ol-
mak {izere x; # Xx, iken
f(x1) # f(xz) oluyorsa,
f fonksiyonuna bire-bir(1-1)
fonksiyon denir. Buna denk
olarak f(x;) = f(x,) iken
X, = X, ise f’ye bire-bir
fonksiyon denir.

Tanim f : A — B fonksi-
yonu verilsin. Her b € B icin
f(a) = b olacak sekilde bir
a € A varsa, f fonksiyonuna
orten fonksiyon denir. Ya da
buna denk olarak, goriintii
kiimesi deger kiimesine esit
olan fonksiyona, 6rten fonk-
siyon denir. Yani f : A — B
fonksiyonu icin f(A) = B ise
f ortendir.
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f,g : A— B fonksiyonlar1 ve-
rilsin. Eger tanim kiimesin-
den aldigimiz her a elemani
i¢in, f (a) = g(a) oluyorsa, f
ile g fonksiyonlan esittir.

Tanim f : A — A fonksiyonu
A kiimesinin her a elemanini
yine a ile yani kendisi ile es-
liyor ise f’ye A kiimesinin bi-
rim fonksiyonu denir. Birim
fonksiyon genelde f yerine I
ile, veya tanim kiimesini vur-
gulamak icin I, ile gosterilir.

Sekil 3.4: A= {1, 2,3} kiimesinin
birim fonksiyonu.

@,‘ Fonksiyonu degistiriyorsun yani simdi, 6yle mi?
P73

Hayir hocam fonksiyonu degistirmedim ki, sadece onun deger

@, Gokce, deger kiimesini degistirince fonksiyonu da degistirmis
@7 oluyorsun. iki fonksiyonun esit olmas: demek, tanim kiime-

kiimesini daralttim.

lerinin, deger kiimelerinin ve tanim kiimesindeki elemanlarin eslenme
bicimlerinin ayni olmasi demektir. Bunlardan birisini degistirdigin anda,

artik o iki fonksiyon ayni degildir.

Evet, mesela az once verdigim, iller kiimesinden dogal sayilar
kiimesine, her ili ilgili sehirlerarasi kodu ile esleyen fonksiyon
orten degildi ama, Gok¢e’nin deger kiimesini degistirmesiyle
olusan yeni fonksiyon, Tiirkiye’deki illerin kiimesinden, sehir-
leraras: telefon kodlarinin olusturdugu kiimeye tanimli 6rten
bir fonksiyon oldu.

Evet Engin haklisin. Demek ki bakin, sadece deger kiimesini

degistirmek bile fonksiyonun 6zelligini degistiriyor. Bu yeni
fonksiyonda oldugu gibi, bir fonksiyon hem bire-bir hem de 6rten ise
o fonksiyona bire-bir 6rten fonksiyon diyoruz arkadaslar. Hadi bakalim,

@,‘ Evet Zeynep, giizel bir 6rnek. Tanim kiimesi ile deger kiimesi
g7y

ayni olan ve tanim kiimesindeki her bir elemani kendisiyle

bana bir tane daha bire-bir 6rten fonksiyon sdyleyin.

Birim fonksiyonlar hocam.

esleyen fonksiyona, o kiimenin birim fonksiyonu diyoruz.

Elinizde bire-bir 6rten bir fonksiyon varsa, o fonksiyon yar-
dimiyla hemen bagka yeni bir fonksiyon tanimlayabilirsiniz

gencler.

Nasreddin Hoca’nin doguran kazani gibi yani desenize.
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Yine isi dalgaya vuruyorsun Selcuk! Hepinizin kendine has
parmak izi var degil mi? Farkli kisilerin parmak izleri de fark-
lidir. Bu nedenle herhangi bir su¢ islendiginde, olay yerindeki parmak

izlerinden stipheli kisilere ulasilmaya calisilir.

@,‘ Benzer sekilde, Niifus ve Vatandaslik Isleri Genel Miidiirliigii
@PY tarafindan, Tiirkiye Cumhuriyeti vatandaslarina, on bir haneli

T.C. kimlik numarasi verilir ve farkli kisilerin numaralar1 da farklidir.
Bu durumda, eger siz bir kisinin T.C. kimlik numarasini biliyorsaniz, o

kisinin kim oldugunu da biliyorsunuz demektir.

Engin’in Tiirkiye’deki illerin kiimesinden, sehirleraras: telefon
kodlar1 kiimesine tanimladig1 fonksiyon da bire-bir 6rten ol-
dugundan, o fonksiyonun ters fonksiyonunu, sehirlerarasi telefon kod-
larinin kiimesinden, Tiirkiye’deki illerin olusturdugu kiimeye tanimlaya-
biliriz.
Genel olarak bire-bir o6rten bir f : A — B fonksiyonu verildigi takdirde,
o fonksiyonun f ! : B — A ters fonksiyonu, B kiimesinden alinan bir b
elemanini f(a) = b 6zelligine sahip a elemanina gonderen bir fonksi-

yondur.

Iyi de hocam, neden sadece bire-bir ve érten fonksiyonlarin
ters fonksiyonundan soz edebiliyoruz? Diger fonksiyonlarin @l

, r
ne giinahi var?

Gokee, f : A — B fonksiyonu Orten degilse, o zaman B kiime-

(XN sinde, A kiimesindeki hi¢bir elemanin goriintiisii olarak or-
taya ¢ctkmayan en az bir eleman vardir. Bu durumda ters fonksiyonu
tanimlarken bu elemani nereye géndereceksin? Demek ki ortenlik sarti
zorunlu. Diger yandan fonksiyon bire-bir degilse, A kiimesinde a; ve a,
gibi oyle farkli iki eleman vardir ki, bunlarin goriintiileri ayn1 b elemani
olur. Bu durumda da, ters fonksiyonu tanimlarken b elemanini hangi
elemana gondereceksin? a; veya a,’den birini nedensiz bir sekilde sec-
mek biraz keyfilik olmaz mi? Demek ki bire-birlige de ihtiyacimiz var.
Iste bu nedenlerle, ters fonksiyonlar1 ancak bire-bir érten fonksiyonlar
icin tamimlariz.
Simdi de fonksiyonlarin bileskesinden bahsedelim. Oncelikle bileske
fonksiyon deyince ne anliyorsunuz?

Tanim f : A — B, bire-bir
orten bir fonksiyon olsun. Bu
durumda, f fonksiyonunun
ters fonksiyonu f~! ile gos-
terili. f~! : B — A fonksi-
yonu b € B icin f~1(b) = a
olarak tamimlanir. Burada a,
f(a) = b esitligini saglayan
yegane elemandir.

Sekil 3.5: A = {1,2,3} kiimesin-
den B = {x, y, 2z} kiimesine 1-1 or-
ten f fonksiyonu.

Sekil 3.6: f fonksiyonunun ters
fonksiyonu.
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Tanmm f :A—B,g:B—C
fonksiyonlari verilsin. Bu du-
rumda go f :A— C,

(gofa)=¢g(f(a)

fonksiyonuna, f ile g fonksi-
yonunun bileske fonksiyonu
denir.

—

Bve

f : A — B bire-bir ve orten
fonksiyonu icin,

f_lonIA

ve
fof_l =1

olduguna dikkat ediniz.

Kiimelerin birlesimini gérmiistilk ama, fonksiyon bileskesi

Tamamen birbirinden farkli seyler Selcuk. Bu sefer elimizde
g7y

iki tane fonksiyon olsun ve birinin deger kiimesi, digerinin

daha farkli bir sey galiba.

tanim kiimesine esit olsun. Bir 6rnekle acgiklayayim: f fonksiyonunun
tanim kiimesi, sinifimizdaki 6grencilerin kiimesi, yani Gokce, Engin, Sel-
cuk ve Zeynep’ten olusan kiime; deger kiimesi ise Tiirkiye’deki iller kii-
mesi olsun. f fonksiyonu, tanim kiimesindeki her bir elemana dogdugu
sehiri karsilik getirsin. Bildigim kadariyla aranizda yurt disinda dogan
yok herhalde. g fonksiyonu da, Tiirkiye’deki iller kiimesinden Tiirk alfa-
besinin harfleri kiimesine giden bir fonksiyon olsun ve her ili bas harfi

@,‘ Evet Zeynep, simdi f’nin tanim kiimesinden bir eleman ala-
773

lim, yani bizim siniftan birini, 6érnegin Selcuk’u alalim. f

ile eslesin.
f’nin deger kiimesi ile g’nin tanim kiimesi esit oldu. Yani Tiir-

kiye’deki illerin kiimesi.

fonksiyonu Selcuk’u neyle esledi?

Tamam Selcuk. Bu durumda, f fonksiyonu seni Gaziantep ile

52 esledi. g fonksiyonu da, Gaziantep’e G harfini karsilik getirdi.

Antep dogumluyum hocam, Gaziantep!

Dolayisiyla f’nin tanim kiimesinden segilen Sel¢uk’a karsilik, g’nin de-
ger kiimesinden bir eleman bulmus olduk. Bileske fonksiyon Selcuk’u
G harfi ile esler. Bunu f’nin tanim kiimesinde bulunan her eleman icin
yapabilirsiniz. Iste, f’nin tanim kiimesinden, g’nin deger kiimesine gi-
den bu fonksiyona f ile g fonksiyonunun bileskesi denir ve g o f olarak
gosterilir.

Simdi bire-bir ve orten bir f : A — B fonksiyonu ile bunun

f~1:B— A ters fonksiyonunun bileskesini alin bakalim.

O fonksiyonla ters fonksiyonunun bileskesi birim fonksiyon
olur hocam.
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Giizel Zeynep, ama bileske alirken siraya dikkat etmek gere-
@ kir. Hangi birim fonksiyonu elde ediyorsun? f : A — B bire-bir
ve ortense,
flof=1I, ve fof '=Iyolur

Gercel Say1 Havuzunda Yuzen Fonksiyonlar

a Arkadaslar, artik bu asamadan sonra gercel sayilarin bir alt
72 kiimesi iizerinde tamimli, deger kiimesi de gercel sayilarin bir

alt kiimesi olan fonksiyonlardan s6z edecegiz.

Fonksiyonun tanimli oldugu kiime sonsuz elemanli da olabilir e
‘

degil mi hocam?

Evet Selcuk. Iste bu kissmda tanim kiimesinde bulunan son-

suz tane elemanin, deger kiimesinde hangi elemanlara gon-
derildigini sdyleyen receteler ya da kurallar s6z konusu olacak. Ornegin
her sayiy1 2 fazlasi ile esleyen fonksiyonun kuralini f (x) = x + 2 olarak

yazabilecegiz. x dedigimiz sey, tanim kiimesinin her hangi bir elemanini

temsil edecek.

Ayrica, bu recete bazen y = f(x) olarak da yazlabilir.

(XN v = f(x) ifadesinde x’e bagimsiz degisken, y’ye ise bagiml
degisken de denilmektedir. Ornegin, y = f (x) = x?—3 ifadesinde y ba-
giml degiskeni, x bagimsiz degiskeninin bir fonksiyonudur ve bu fonk-
siyon her sayiy1 kendisinin karesi olan saymnin 3 eksigi ile esler.
Evet arkadaslar demek ki, fonksiyonun kurali verildigi takdirde, ta-
nim kiimesindeki her saymin gorintiisiinii bulabilirsiniz. Mesela,
f:R—>R,y=f(x)=x?+x — 2 kurali ile verilen fonksiyon icin,
x = 3’e karsilik gelen y = f(3) degerini nasil bulabiliriz sizce?

f(x)=x?+ x — 2 ifadesinde, x gordiigiimiiz yere 3 yazarsak

f(3)=3243-2=9+3-2=10

olarak buluruz.

ilk iiniteden, negatif olma-
yan her saymnin karekokiin-
den s6z edebildigimizi hatir-
larsiniz. Bunu, negatif olma-
yan gercel sayilar kiimesin-
den gercel sayilar kiimesine
giden bir fonksiyon olarak da
diisiinebiliriz. Bu fonksiyon,
f:[0,00) =R, f(x) = vx
seklinde yazilabilir.
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Mutlak deger fonksiyonunu,
parcali tanimli bir fonksiyon

olarak ifade edebiliriz:

|-]:R—>R

IXI={

—X
X

>

>

x <0 ise
x > 0 ise

@ Giizel Zeynep. Selcuk soyle bakalim, f : R —» R

2x+3 , x<lise
fO)=9 .
x>—=5 , x=>1ise

fonksiyonu icin f(—2) ve f(2) nedir?

Hocam bu fonksiyonda iki tane kural var ama, hangisine gore ‘
bulayim istersiniz? A

@, Hangisini kullanman gerekiyorsa onu kullanacaksin! Bu bir
@PY parcali tamml fonksiyon 6rnegidir arkadaslar. Fonksiyon

1’den kiiciik olan bir x sayisin1 2x + 3 sayisina; 1’e esit ya da 1’den
biiyiik olan bir x sayisini da x3 — 5 sayisina génderiyor.

Anladim. —2 sayis1 1’den kii¢iik oldugundan (—2 < 1),
f(=2)=2-(-2)+3=—-4+3=-1

dir. f(2)yi de bulayim. 2 sayis1 1’den biiylik oldugundan
2=1),

f(2)=2-5=8-5=3 e
olur.

a’ Arkadaslar simdi fonksiyonlar arasinda yapilan islemlerden
/L biraz bahsedelim. f :ACR — Rve g :AC R — R fonksiyon-

larini distinelim. Bu durumda bu iki fonksiyonun toplamindan, farkin-

dan, carpimindan s6z edebiliriz. Hatta, eger tanim kiimesinden alinan
her a elemani icin g(a)nin sifirdan farkli oldugunu biliyorsak, i bolim
g

fonksiyonundan da s6z edebiliriz.

Oncelikle herhangi bir a € A icin f(a) ve g(a) hangi kiimenin
g7y

elemamdir?

t)

Gercel sayilar kiimesinin elemanidir tabii ki hocam!
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Evet Gokee, giizel. Peki f (a) ile g(a)’y1 toplayabilir miyiz?
A7

@ Hic siiphem yok Selcuk. Evet arkadaslar, A kiimesinden keyfi
(°\  bir a elemanin aldiktan sonra, o sayiya f(a) + g(a) seklinde

Tabii ki toplayabiliriz, onlar birer gercel say1. Sayilar1 topla-

masini da biliyoruz yani hocam!

bir say1 karsilik getirdik. Iste f ile g fonksiyonlarmin toplam fonksiyonu
diye, A kiimesinden gercel sayilara tanimli, bir a elemanini f (a) + g(a)

ile esleyen fonksiyonu anlariz. Benzer bicimde, f — g, f - g ve = fonksi-
yonlarini da tanimlayabilirsiniz. $imdi bunlarla ilgili bir 6rnek yapalim.
f,g :R—R, f(x)=x2+1, g(x)=x— 2 fonksiyonlarini diisiinelim.

Bu durumda f 4+ g, f — g, f - g ve = fonksiyonlarini bulabilir misiniz?
8

Ben bulayim hocam. Oncelikle f + g, f — g ve f.g fonksiyon-
larinin tanim kiimesi, f ile g'nin tanim kiimeleri ile aynidir,
yani gercel sayilar kiimesidir. O halde bu fonksiyonlarin her
biri R’den R ye fonksiyonlardir. Simdi de bu fonksiyonlarin
kuralini bulayim.
F+)xX)=f(x)+gx)=x>+1+x—-2=x%+x-1

(f =) =f(x)—glx)=x*+1—(x-2)=x*~x+3
(f-&)x)=f(x) gx) = (x*+1)(x =2) = x* = 2x* + x —2

x = 2icin g(2) = 2 — 2 = 0 oldugundan, 'ﬁ fonksiyonunu R
8

lizerinde tanimlayamayiz.

. 1
Kayip llani: f (x) = — ’in Tanim Kumesi Araniyor!
x

Eger bir fonksiyonu tanimlamaya yarayabilecek bir kural ve-
A7

rilmis, fakat tanim kiimesi acikca verilmemisse, o zaman bu

fonksiyonun tamim kiimesi olarak, bu kuralin anlamli oldugu en genis

. 1
kiime alinir ve bu kiime D, olarak gosterilir. Ornegin f(x) = — ku-
rali ile verilmig bir fonksiyonun tanim kiimesini bulmak istesek Dy ne

a

olurdu?

Bu kuralin anlamli olmasi icin payda sifirdan farkli olmalidir.

1

Yani — ifadesi, sifirdan farkli biitiin x’ler icin anlamli sayilar
X

verir. O halde Dy = R\{0}'dir.

Tanim f : AC R — R ve
g : A € R — R fonksiyonlar
verilsin. Bu fonksiyonlarin
toplam, fark ve carpimlari,
a € A olmak iizere,
f+g:A—R,

(f +8)a) = f(a) + g(a)

f—-8:A—-R,
(f —&)a)=f(a) - g(a),

f-g:A—R,
(f -g)a) = f(a)- gla)

olarak tanimlanir. Ayrica A
kiimesinin her a eleman icin
g(a) # 0 ise bolim fonksi-

yonu da,

£ A—- R,

gf f(a)
()@@

olarak tanimlanir.
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Tamim n negatif olmayan
bir tam say1, ag,a;,a,,...,a,
gercel sayilar ve a, # 0 ol-
mak iizere, p : R — R,

p(x) = ax™ + a1 x"! +
-+ + a;x + a, biciminde ta-
nimlanan fonksiyona n. de-
receden bir polinom fonksi-
yon denir.

@ Giizel. Peki size gercel sayilarin tamami {izerinde tanimli bir
R_% fonksiyon tanimlayin desem akliniza ilk neler geliyor?

Sabit fonksiyon geliyor hocam. Ornegin f : R — R, f(x) =2 ﬂ

sabit fonksiyonu gercel sayilarin tamaminda tanimlidir.

Gercel sayilar kiimesinin birim fonksiyonunu da diistinebili- ‘
riz. Yani f : R —» R, f(x)=x.

f(x) = x3+1 fonksiyonu da olur.

Arkadaslar, verdiginiz 6rneklerin hepsi, birer polinom fonk-
A

8N siyon 6rnegidir. Polinom fonksiyonlar gercel sayilarin tama-
minda tanimli fonksiyonlardir. Polinom fonksiyonlarin genel tanimi icin
vitrinimize bakabilirsiniz.
Ornegin, p(x) = x* — 2x3 + 5x — 7 polinomu dérdiincii dereceden bir
polinom fonksiyondur ve gergel sayilarin tamaminda tanimlidir.

‘5 Dikkat ederseniz, polinom fonksiyonlarda, x degiskeninin ne-
&7 % gatif olmayan tam say1 kuvvetleri alinmaktadir. Bu durumda,
1
f0) = VR, g(x)= =
x

birer polinom fonksiyon degildir. Fakat,

1
fx)=V3x, g(x) = 3*

birer polinom fonksiyondur.

@, En genis tanim kiimesi bulmakla ilgili bir soru daha sorayim.
AP} g(x)=+/x+1 fonksiyonu icin D, nedir?

/A,

Karekok icindeki ifadenin negatif olmamasi gerekir. O halde By
X + 1= 0yani x > —1 olmahdir. Dolayistyla, D, = [—1, 00).
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Ters Yone Yurumek!

@,‘ Biraz da bire-birlik kavramini pekistirelim.
A7 f:R—R, f(x)=x?2 fonksiyonu bire-bir midir, ne dersiniz?

Her gercel sayiy1 karesi ile esliyoruz. 1’in karesi 1; 2'nin karesi
4; 3iin karesi 9; 2’nin karesi %; farkli sayilarin karesi farkli, o =

halde bire-birdir hocam.

Olur mu Gokee, negatif sayilar1 unuttun galiba, —1’in karesi
de 1’dir. Yani, —1 # 1’dir ama kareleri birbirine esittir. Dola-

yistyla bu fonksiyon bire-bir olamaz.

[} Gizel Zeynep. Peki, f : [0,00) = R, f(x) = x? fonksiyonu
A 52 bire-bir midir?

Ayni fonksiyonu tekrar soruyorsunuz hocam! Dalginliginiza
geldi herhalde.

=

Hayir Selcuk! Bu fonksiyonun tanim kiimesi farkli. Fonksiyon-
larin esitligine bir bak istersen. Bu fonksiyon bire-birdir ho-
cam. Tanim kiimesinde, goriintiisii ayni olan iki farkli eleman

b2

yoktur ciinkii.
@ Bravo Engin! Peki size gercel sayilarin tamamu {izerinde bire-
(N  bir olan bir fonksiyon soyleyin desem?

R tizerinde taniml birim fonksiyonu soylerim hocam.

9

f(x)=x+1 de gercel sayilarin tamaminda bire-birdir.

6 Selcuk ve Engin’in 6rneklerini genelleyebiliriz. a ve b gercel
&7 . sayilar, a # 0 olmak iizere, f : R — R, f(x) = ax + b fonksi-

yonu bire-birdir. Peki sdyleyin bakalim, neden a’nin sifirdan farkli olma-
sin1 istedik?

Hocam a = 0 olursa fonksiyon sabit fonksiyon olur, sabit
fonksiyon da R {izerinde bire-bir degildir.

Bir fonksiyonun bire-bir ol-
madigim1 gostermek, bire-
bir oldugunu gostermekten
¢ogu zaman daha kolaydir.
Ciinkii, birbirinden farkl tek
bir tane say1 cifti icin, fonk-
siyon altinda goriintiilerinin
ayni oldugunu gostermek,
bire-bir olmadigimi séylemek

icin yeterlidir.
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_ f(x)=x+5 fonksiyonu 6rten midir, ne dersiniz?

Gortlintl kiimesi deger kiimesine esit mi yani?

Bunun icin deger kiimesinden keyfi y eleman alip, f(x) =y

Cok giizel Zeynep. Biraz da ortenlikten s6z edelim. f : R — R,
(N

olacak bicimde x’in olup olmadigina bakacagiz. Aldigim keyfi
y icin bu o6zellikte bir x varsa, fonksiyon ortendir diyecegiz.
y = x + 5 denkleminden x = y — 5 olur. Yani x = y — 5 i¢in
f(x)=y’dir. O halde, f ortendir.

@‘ Giizel! Orten olmasinin yaninda bire-bir de. Dolayisiyla bu
zﬁ fonksiyonun ters fonksiyonundan bahsedebiliriz.

Hocam ters fonksiyonunu nasil bulacagiz?

\ Cok basit Gokee, geldigin yoldan geri donerek bulacaksin!
@7Y [, f’nin deger kiimesinden, f’nin tanim kiimesine tanimli
bir fonksiyondur ve y’yi f(x) = y olan x ile esler. Az evvel bize deger
kiimesinden verilen bir y i¢in, f(x) = y olan x elemanini bulmustuk. O
halde, f7}(y) = y — 5 seklindedir. Fakat biz fonksiyonlarda degisken
olarak daha ¢ok x semboliinii kullandigimiz i¢in gelin bu ters fonk-
siyondaki y degiskeni yerine x semboliinii kullanalim. Bu durumda,
f1:R >R, f}(x) = x — 5 olarak elde ederiz.

y = f(x) denkleminden x’i y cinsinden ¢ektik mi ig biter ‘

hocam!

Tabii ki fonksiyon bire-bir ve ortense Selcuk! Simdi de fonk-

@7} siyonlarin bileskesini bir 6rnekle pekistirelim. f : R — R,

f(x) =3x2+1veg:R — R, g(x) = x — 3 fonksiyonlar1 icin sira-
styla g o f ve f o g fonksiyonlarini bulalim.

(gof)(x)=g(f(x)) oldugundan g fonksiyonunda x gordi-
gliim yere f(x) yazarsam, go f : R — R,

gFxX))=f(x)—3=3x>+1-3=3x2-2
elde ederim. .ﬂ.
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(f og)(x) = f(g(x)) oldugundan, f fonksiyonunda x gordii-
giim yere g(x) yazarsam, fog :R = R,

flg(x)=3g(x)2+1=3(x—-32+1=3(x2-6x+9)+1

=3x2—18x+28
elde ederim.

Gayet giizel arkadaslar. Simdi biraz da fonksiyonlarin grafik-
A7

lerinden s6z edelim.

Fonksiyonlarin Resmine Bakmak

g

Hocam, fonksiyonlarin grafigine neden ihtiya¢ duyariz?

Soyle aciklayayim Selguk, simdi ben sana kumral, kivircik

@ sacli, mavi gozlii, uzun boylu vs. seklinde tanimadigin birini
tasvir etmeye caligsam, hayal diinyanin elverdigi 6lciide zihninde bir
kisi olusturursun. Fakat bahsettigim kisinin bir fotografini eline versem,
hersey berraklasir degil mi? Iste fonksiyonun grafigini gérmek, fotografa
bakmak gibidir. Bir fonksiyonun grafigine bakarak onunla ilgili 6zellik-

leri saptayabilirsin. Hem bizler gorerek daha iyi anlariz degil mi?

Hi¢ siiphesiz hocam!

Arkadaslar, 6nce grafik ciziminde bir arag olarak kullanacagi-
A7

miz kartezyen koordinat sisteminden s6z edecegiz. 1. iinite-
den gercel sayilar kiimesi ile say1 dogrusu arasindaki iliskiyi hatirlarsi-
niz. Simdi de gercel sayilarin kendisiyle kartezyen carpim kiimesi deni-
len ve R? seklinde gosterilen kiimeyi tanimlayacagiz ve diizlemle iliski-
lendirecegiz. Sirali say1 ciftlerinin kiimesine R’nin kendisiyle kartezyen
carpim kiimesi diyoruz ve bu kiimeyi soyle ifade ediyoruz:

RXxR=R*={(x,y)|x,y €R}.
Ayrica (x, y) swrali ikilisinde x’e sirali ikilinin birinci bileseni; y’ye de
ikinci bileseni diyoruz. Bilesenlerin siras1 cok énemli. Ornegin (3, 4) iki-

lisi, (4,3) ikilisinden farklidir. Zeynep Demir’le Demir Zeynep’in farkli
olmasi gibi.

Sekil 3.7: Kartezyen koordinat
sistemi.
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Yo (x0,Y0)

0 )

Sekil 3.8: Kartezyen koordinat
sisteminde (x,, y,) ikilisine karsi-
ik gelen nokta.

y . .
(2:3)
I R
©(3i2)
N T
: x
0 2. 3

Sekil 3.9: Kartezyen koordinat
sisteminde (2,3) ve (3,2) ikilile-
rine karsilik gelen noktalar.

Tanim f : AC R — R fonk-
siyonu verilsin. A kiimesinin
her bir x elemamn: icin x ile
onun goriintiisii olan f (x)’in
olusturdugu (x, f(x)) siral
ikililerinin kiimesine f’nin
grafigi denir ve bu kiime Gy
ile gosterilir.

Gy ={(x, f(x) | x €A)}

Simdi de kartezyen koordinat sistemini taniyalim. iki sayr dogrusu-
nun, sifir noktalarinda dik olarak diizleme yerlestirilmesi sonucunda
kartezyen koordinat sistemi olusur. Burada yataydaki say1 eksenine
x ekseni ya da apsisler ekseni, diiseydeki say1 eksenine ise y ekseni ya
da ordinatlar ekseni diyoruz. Ayrica say1 dogrularinin Kkesistikleri nok-
taya baslangi¢ noktasi adini veriyoruz.

R?'nin elemanlar1 sirali sayi ikililerinden olustuguna gore, her

iki say1y1 da temsil etmek i¢in iki tane say1 dogrusuna ihtiyac

duymamiz dogal tabii. Peki yerlestirme isini nasil yapiyoruz
A

hocam?

‘6 Gayet kolay Selcuk. R x R kiimesinden herhangi bir (x;, o)
&7 % elemanim alalim. Kartezyen koordinat sisteminin yatay ek-
seninde x,, diisey ekseninde de y, noktasini bulalim. Daha sonra, bu

noktalardan eksenlere paralel dogrular cizelim. Bu dogrularin kesisim
yeri bir tek noktadir. Bu nokta, (x,, y,) ikilisinin diizlemdeki yeridir.

Az evvelki islemde bandi geri sararak izlersek, bu sefer diiz- a
lemdeki bir noktaya karsilik bir sirali ikili buluruz! '

Aynen senin dedigin gibi Sel¢uk. Bu sefer diizlemden bir
nokta alalim. O noktadan gecen ve y ve x eksenine para-

lel dogrulan disiiniirsek o dogrular x ve y eksenlerini birer noktada
kesecektir. Boylece bulunan x, ve y, sayilarina, verilen noktanin apsisi
ve ordinati, (xg, yo) ikilisine de bu noktanin koordinatlar1 denir.

a’ Boylece her sirali ikiliye karsilik diizlemde bir nokta ve diiz-
/2 lemdeki her noktaya da bir siral ikili karsilik getirdik. Bu ne-
denle R? ile diizlemin noktalar1 arasinda fark gozetmiyoruz. Alt yapiy

tamamladik. Simdi grafik ¢izmek icin haziriz!

f : A< R — R fonksiyonunun tanim kiimesindeki bir ele-
(N man ile o elemanin goriintiisiiniin olusturdugu swral ikiliyi
diisiinelim. iste tamim kiimesindeki her x elemamn icin (x, f(x)) siral
ikililerinin olusturdugu kiimeye f’nin grafigi diyecegiz ve G ile goste-

recegiz. Boylece bir fonksiyonun grafigini kartezyen koordinat sistemine
yerlestirip, fonksiyonun fotografina bakabilir duruma gelecegiz.
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Hocam 6nce sabit fonksiyonun fotografina baksak mi?

a Tabii ki Engin, bak bakalim ne goriiyorsun?
N A

Gergel sayilar kiimesinin her elemanini 1’e génderen fonksi-

yonu alayim. Yani, f : R = R, f(x) = 1 olsun. Sonsuz tane ﬂ

(x, f(x)) ikilisi var. Bunlar1 nasil tagiyayim?

Hepsini tagimaya Omriimiiz yetmez tabii, bunun icin 6nce-

52 likle G¢ kiimesinden uygun sayida eleman alip, o elemanlari
diizleme tastyacagiz. Ardindan, bu noktalari1 uygun bir sekilde birlestire-
cegiz. Nokta sayisini ne kadar artirirsak, fonksiyonun gercek grafigine o
kadar yaklagmis olacagiz. Simdi Engin’in sabit fonksiyonunun grafigini
cizmeye calisalim. Oncelikle, {(x,1) | x € R} kiimesinden bazi noktalar1
isaretleyelim...

—— x
3 -32-3;-1-5 10
Ve bu noktalari birlestirelim...
y
1
I TN R NS R N AE e
-3 -2 -2 -3 11 1 3 5 7
5 5 3 O2 1 5 2 5 3 5 4

Sekil 3.10: f : R — R, f(x) = 1 sabit fonksiyonunun grafigi.

Simdi de f : R - R, f(x) = x — 2 fonksiyonunun grafi-
773

gini cizelim. Once G = {(x,x —2) | x € R} kiimesinden baz
noktalar isaretliyoruz:
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Sekil 3.13: f(x) = 2x fonksiyo-
nunun grafigi.

&.

ol |-
N

Simdi de bu noktalar birlestiriyoruz.

Sekil 3.14: f(x) = x — 2 fonksiyonunun grafigi.
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Gordiigliniiz gibi f(x) = x — 2 fonksiyonunun grafigi diiz-

@ lemde bir dogrudur. Diizlemde dogrular cebirsel olarak bi-

rinci dereceden iki bilinmeyenli denklemlerle ifade edilebilir. Yeri gel-
misken biraz da dogru denklemlerinden s6z edelim.

Evet arkadaglar simdi, diizlemde farkli iki noktadan bir tek

ks dogru gecer gerceginden yola ¢ikarak, farkl iki noktadan ge-

¢en dogrunun denklemini, o noktalarin koordinatlarina bagli olarak
ifade edecegiz.

Oncelikle verilen iki noktanin apsisleri esit ordinatlari farkli olsun. Bu

durumda bu noktalardan gecen dogruyu diisiinsek ve o dogru iizerinde

baska bir nokta alsak, o noktanin koordinatlari hakkinda ne séylersiniz?

O dogru iizerindeki biitiin noktalarin apsislerinin esit oldu- .
gunu soyleyebiliriz. X

Evet Zeynep, diizlemde apsisleri x;’e esit olan biitiin (x, y)

ikililerine karsilik gelen noktalar bu dogruyu olusturdugu

icin, bu dogruyu x = x; denklemi ile ifade edebiliriz.

Peki verilen noktalarin ordinatlari esit apsisleri farkli olsaydi, o zaman
dogruyu cebirsel olarak nasil ifade ederdiniz?

Bu sefer de dogru iizerinde aldigimiz her hangi bir noktanin
ordinati, diger iki noktanin ordinatina esit olacaktir. Dolayi-
siyla, diizlemde ordinatlar1 y;’e esit olan biitiin (x, y) ikilile-

rine karsilik gelen noktalar bu dogruyu olusturdugu icin bu ﬂ
dogruyu y = y; dogrusu olarak ifade edebiliriz.

a Bravo Engin! Peki arkadaslar verilen iki noktanin ne apsisleri
&%) ne de ordinatlan esitse, bu durumda bu noktalardan gecen

dogruyu cebirsel olarak nasil ifade edebiliriz sizce?

D
Digerleri gibi bakar bakmaz bir sey soylemek kolay degil gibi!

Diizlemde bir noktadan son-
suz coklukta dogru gecme-
sine karsin, farkh iki nokta-
dan bir tek dogru gecer.

y

Sekil 3.15: Baglangic noktasindan
gecen sonsuz cokluktaki dogrular-
dan bazilar1.

Yy
Yo |- * (xl,yZ)
Y- ¢ (xl,yl)
X
0 X1

Sekil 3.16: x = x; dogrusu.

(x1,31) i (x2,¥1)

X1 0 X2

Sekil 3.17: y = y; dogrusu.
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Thales Teoremi

A

7/ \
Yukaridaki sekilde BAC aci-
sinin kollar1 arasinda kalan
DE dogru parcast ile BC
dogru parcas: paralel olsun
(DE//BC). Bu durumda asa-
gidaki esitlikler gecerlidir.

AD|  |AE| _|DE
AB] ~ Jac]  IBC

Dogru iizerinde alinan farkl
her hangi iki noktanin, ordi-
natlan farkinin apsisleri far-
kina orani sabittir. Bu orana
dogrunun egimi diyoruz.

a ve b sifirdan farkli gercel
sayilar olmak tizere, x ekse-
nini x = a noktasinda, y ek-
senini de y = b noktasinda
kesen dogrunun denklemi,

—+==1
a b

seklinde yazilabilir.

@ Karigik goriinmesine ragmen, Thales teoreminden faydalana-
S\ rak bu dogrunun denklemini kolayca bulabiliriz.

X1 # X9 Ve Yy, # Y, olmak iizere (x, y1) ile (x4, y,) noktalarindan gecen
dogruyu diisiinelim ve (x, y) bu dogru {izerinde baska bir nokta olsun.

ol e ¥ >y

(x1,51)
Y| ¢

X1 Xo X
Sekil 3.18

Thales teoreminden asagidaki esitligi yazabiliriz.

Y—=—nn _ Yo—01
X—X] X9—X;
Bu esitligi diizenleyecek olursak,
Yo— NN
y= (x=x1)+x
Xg — X1

olarak dogrunun denklemini elde ederiz. Burada, 27N oranina bu
X2 = X1
noktalardan gecen dogrunun egimi diyoruz ve m harfi ile gosteriyo-

ruz. Bu durumda egimi m olan ve (x,, y;) noktasindan gecen dogrunun
denklemini, y = m(x — x;) + y; olarak elde ederiz.

Ornek olarak, (1,2) ve (2, 3) noktalarindan gecen dogrunun denklemini
bulalim.

Ben bulayim hocam. (xq,y;) = (1,2) ve (x5, y5) = (2,3) ol-
dugundan dogru denkleminde x; = 1, y; = 2, x, = 2 ve
¥y, = 3 yazarsak,
32 142
Y=o
olur. Bu esitligi dlizenlersek, y = x 4 1 olarak dogru denkle-

b

mini elde etmis oluruz.



Fonksiyonlarin Resmine Bakmak 77

\ o . . . o
g Aferin Gokee, peki bu dogrunun egimi nedir? Dt et et ok

£\ N dogrular paraleldir.
- 3-2 a
m= 27N =1 oldugundan dogrunun egimi 1’dir.
X9 — X7 2—1 y pxa
y=2x

457 artik egimin m oldugunu hemen soyleyebilirsin. Ornegin

=2x
Giizel. Dogru denklemini y = mx + n olarak yazdiktan sonra ’

y = 3x + 1 dogrusunun egimi kactir?

Bu ifadede x’in katsayisi 3 oldugundan bu dogrunun egimi 3 ﬂ

olur.

: X
/ 0o 1

Sekil 3.19: Diizlemde birbirine
paralel iki dogru.

Evet Engin. Simdi de diizlemde birbirinden farkli her hangi

(£ ) iki dogru alalim. Bu durumda bu dogrular ya kesisirler, ya da
paraleldirler. Paralel dogrular egimleri birbirine esit olan dogrulardir.
Ornegin y = 3x — 4 dogrusu ile y = —5x + 4 dogrularim g6z éniine

alalim. Bu dogrular sizce paralel olabilir mi? y

y =3x
ik dogrunun egimi 3, diger dogrunun egimi —5’tir. Bu dog- . 4
¥

rularin egimleri esit olmadigindan paralel degildirler.

a Evet Zeynep, bu dogrular kesisen iki dogrudur. Bu dogrularin
457 kesistigi noktanin koordinatlarini bulabilir misiniz?

Kesisim noktasi her iki dogrunun da iizerindedir. O halde hem

birinci denklemi hem de ikinci denklemi saglayan (x, y) sirali

ikilisini bulmaliy1z. Bu yiizden 3x — 4 = —5x + 4 olmahdir.

Buradan x = 1 olarak elde ederiz. Bu degeri denklemlerden

her hangi birisinde 6rnegin y = 3x — 4 denkleminde yerine
yazarsak, y = —1 olarak elde ederiz. O halde kesisim noktasi, ﬂ
(1, —1) noktasidir.

y=-5x+4

Bravo Engin! Simdi kaldigimiz yerden fonksiyonlarin resmine
¢ V i N e = 2
@7}y bakmaya devam edelim arkadaglar. f : R — R, f(x) = x Sekil 3.20: Diizlemde (1,-1)

fonksiyonunun grafigini cizelim. noktasinda kesisen iki dogru.
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Bunun i¢in 6nce yine bazi noktalarin yerlerini isaretliyoruz:

y
4
e PP .
49/16
e NP .
9/4
X °
25/16
L [ .
1
[ 1 PP "
9/16
[ IR I °
1/4
@b ®
X
9-_7_3_5_1_.3_1 0O L1315 3172
4 2 4 4 2 2 4 4 2 4
X

Sekil 3.21: f(x) = x? fonksiyonunun grafigi.
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Hocam parcali fonksiyonlara haksizlik etmeyelim. Biraz da '
onlarin fotografina bakabilir miyiz?
@,‘ Tabii ki Selcuk, ben de simdi ona 6rnek verecektim.
A7y <:R-R,
x+1 , x<0
glx)=
5
fonksiyonunun grafigini cizelim. Yine 6nce bazi noktalari isaretleyelim.
y
..................... ooeee(3,3)
Uy ) :
1 s :
e--11/2 :
-3 -2 -—2-3 -1 :
—2 5 X
: : : : —3 1 2 3 4 y
@ - _1/2 3
S SR 1 2
e —3/2 1
P ) x

x
Sekil 3.24: R {izerinde tanimli, x < 0 icin x 41 ile, x > 0 icin S +1 olarak tanimlanan

parcali fonksiyon grafigi.

Sekil 3.23: f(x) = |x| fonksiyo-
nunun grafigi.



80

3 Fonksiyonlar

Bu grafige su gozle de bakabiliriz:. x < 0 (hatta x < 0)
@ icin y = x + 1 dogrusunun grafigini aliyoruz; x > 0 icin de
y= % + 1 dogrusunun grafigini aliyoruz.
Simdiye kadar cizdigimiz grafiklerde, aslinda gereginden fazla yardimci
nokta kullandik. Ama bu sizin grafik ¢cizme olayina isinmanizi, hatta gra-
fik cizmekten zevk almanizi saglamak icindi. Miimkiin oldugunca fazla
sayida noktanin taginmasi, grafigi gercegine yaklastirmak icin her za-
man faydalidir, ama bir dogru icin buna gerek yok tabii. Bir dogruyu iki
noktasini belirledikten sonra ¢izebilirsiniz. Simdi bu 6rnegimizi bir de

bu sekilde cizelim.

(s
-3 -2 -1
X

(-1,0) |0 1 2 3 4 5

_2: _1)

DOzet

Bu tiinitede, bir fonksiyonun tanim kiimesi, deger kiimesi, goriintii kii-
mesi gibi kavramlar {izerinde durduk. Bire-bir fonksiyon ve 6rten fonksi-
yon kavramlarini tanimlayip, bunlara iligskin 6érnekler ¢6zdiik. Bir fonksi-
yonun ters fonksiyonundan hangi durumlarda s6z edebilecegimizi, eger
varsa nasil bulacagimizi tartigtik. iki fonksiyonun bilegke fonksiyonun-
dan soz ettik. Ayrica gercel sayilar iizerinde tanimli ve gercel say1 degerli
fonksiyonlardan s6z edip, bu tiir fonksiyonlarin 6zelliklerini inceledik.
Polinom fonksiyonlari, parcali tanimli fonksiyonlar: tanidik ve bu tiir
fonksiyonlarin grafiklerini cizmeye ¢alistik. Bunlarin yani sira, diizlemde

dogrularin denklemlerini konustuk.
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Okuma Parcasi

Cekmece ya da Giivercin Yuvasi ilkesi

Bir sihirbaz sahnede yaptigi numarayla Riicik dilinizi yutturabilir ama nasil
yaptginr Ogrendijinizde numaramn biitiin havas Raybolur. Numaranin
gerceRten sihirbazlik ofmadigini anlarsiniz! Bu bir diis Rinkligr yaratir. Onun
igin sihirbazlar, numaralanm nasil yaptiRlanm agiRlamazlar. Nedendir

bilinmez insanoglu sihirbazligr bilime yegler, sifirbazhgr daha eglenceli bulur.
Matematikte de ilR baKista zor gériinen bazi problemlerin ¢oziimii ¢oR basit
olabilir, sasirtict derecede basit bir matematiksel ilkeye dayanabilir.

Matematikgilerin sirlanni  paylasmamasi (en azindan giniimiizde) soz

Ronusu olmadigindan, bu ilkelerden birini agiklayacagiz: CeRmece IlResi,

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)

nami diger Giivercin Yuvasi Ilkesi. Ilke gerceRten ok, basit. Ama once
numaramizi yapalim:

Kiigiik Gauss babastyla ormanda gezerken sormus:

-Bu ormanda yaprak sayist ayni olan iki agacin olmast igin herhangi bir Rosul soyleyebilir misin?

Baba Gauss boyle bir kosul diisiinemeyince yaniti Riiciik Karl vermis:

-Eger ormandaki yaprakli aja¢ saywsi, bu ormamn en ¢oR yapragi olan agacin yaprak, saywsindan daha
fazlaysa, en az iki ajacin yaprak sayist aymdir. ..

Bu Gykii biiyiik olasilikla wydurmadir. Ama Riiciik, Gauss'un biiyiidiigiinde diinyamn gelmis gecmis en biiyiik,
matematik¢isi olacagi gerceRtir.

Gauss'un yamt1 Rarisik, gibi goriinebilir ilR, bakista. Ama ¢oR Rolay oldugunu su agiklamay oRuyunca fark,
edeceRsiniz: Giivercin beslediginizi diigiinelim, her aksam da giivercinler yuvalanina girsinler. Eger giivercin
saysi giivercin yuvast sayisindan fazlaysa, drnegin 4 yuva ve 5 giivercin varsa, en az bir yuvada birden fazla
giivercin vardir. [(Reye Giivercin Yuvast adi verilmesinin nedeni bu agiklamadir.

Bu ilke dejisik ama denk ifadelerle de verilebilir. Ornegin,

1. Belli sayida giivercin aym sayda yuvaya yerlestirildiginde yuvalardan birinin bog kalmast icin gerek,
ve yeter Rosul, en az bir yuvada birden fazla giivercin olmasidir.
2. Iki sonlu Kiime arasinda birebir esleme olmast icin gerek ve yeter Kosul, bu iki Kiimenin eleman
sayisinin egit olmasidir.

Ormana ve agaglara donelim. Ne demisti Gauss? Ormandaki yaprakli agag sayis en fazla yapragu olan agjacin
yaprak sayisindan fazlaysa... Ormanda 5 aga¢ olsun ve her ajag en fazla 4 yaprakli olsun. IlR dort agacin
yaprak sayilan 1, 2, 3, 4 olarak farkli olabilir. Ama sona Ralan agacin yaprak sayisi bu saydardan birine esit
olmak zorunda Ralacaktr.

Kaynak: Matematik Diinyasi 2003 Kis Sayisi. Yazar: Haluk Oral
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Cikarin Ka gitlari

f:R > R, f(x) = 2x + 1 fonksiyonu
veriliyor. f(1) —2f(0) kaga esittir?

f R—-R,

x+2 , x>0ise
flx)= .
2 , x<0ise

olmak iizere, f(—1)+ f (1) kaca esittir?

f R >R, f(x) = 3x+ 1 olmak {izere
fas)=?
A)3 B)4 C5 D)6 E)7

f R->R, f(x)=2x+3veg:R—>R,

g(x) =5 — x olmak iizere f o g ve g o f fonk-

siyonlarini bulunuz.

f,g : R — R olmak iizere f(x) =3x — 4

ve g(x)= olsun. (f o g)(5) kactir?

A)1l B)3 €5 D)7 E)10
a ve b sifirdan farkli sayilar olmak iizere,
x eksenini x = a noktasinda, y eksenini de

y = b noktasinda kesen dogrunun denklemini
elde ediniz.

Sekildeki dogrularin kesisim noktasinin
koordinatlari nedir?

y y=2x-2
y=x+1

A) (2,3) B)(3,2) ©)(4,5)
D) (2,4) E)(3,4)

y = —2x +1 dogrusunun grafigi asagida-
kilerden hangisidir?

A) Y B)
1
X
of 1
2
o 7 D)
1
X
110
2

Grafigi verilen fonksiyon asagidakilerden
hangisidir?

: X
y 2

-1

A) f(x)=x2+1
Q) flx)=x-1
E) f(x)=—-x%2-1

B) f(x)=x%2-1
D) f(x)=x+1

x+1 x <1ise
:R—R, = ’
f — R f(x) {2 , x=>1ise

fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
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Cozumler

f(x) = 2x + 1 ifadesinde x yerine 1 ya-
zarsak, f(1) =2-1+ 1 = 3 olarak elde ede-
riz. Benzer olarak x yerine O yazarsak da,
f(0) =2-041 =1 olarak elde ederiz. Bize
f(1) — 2f(0) sorulduguna goére buldugumuz
bu degerleri yerine yazarsak,

f()—2f(0)=3-2-1=1
olarak elde ederiz.

Fonksiyon sifirdan kiiciik ya da sifira esit
olan sayilar 2 ile eslediginden ve —1 < 0 ol-
dugundan, f(—1) = 2’dir. Fonksiyon sifirdan
biiylik x degerlerini x + 2 ile eslediginden ve
1> 0 oldugundan f(1) =1+ 2 = 3 olur. Bize
f(—=1)+ f(1) sorulduguna gére buldugumuz
bu degerleri yerine yazarak,

f(-D+f(A)=2+3=5
olarak buluruz.

f : R - R, f(x) = 3x + 1 fonksi-
yonu birebir ve 6rten fonksiyon oldugundan
bu fonksiyonun ters fonksiyonundan bahsede-
biliriz. Fakat bu soruyu ters fonksiyonun genel
kuralini bulmaya gerek kalmadan cozebiliriz.
Cilinki bize f altinda goriintiisii 13 olan ele-
man sorulmaktadir. Bunun icin de f(x) =13
olan x’i bulmaliy1z. Burada f(x) = 3x+1 ol-
dugundan, 3x+ 1 = 13 esitliginden x = 4 ola-
rak elde edilir. Dogru yanit B secenegidir.

fve g, R'den R’ye tanimli fonksiyonlar
oldugu icin her iki taraftan bileske anlamlidir
ve f ogile gof de R'den R’ye tanimli fonksi-
yonlar olacaktir. $imdi sirasiyla bu fonksiyon-
larin kurallarini bulalim. Her hangi bir x ger-
cel sayisi icin (f o g)(x) = f(g(x)) oldugun-
dan g(x)in f(x) = 2x + 3 kurali ile verilen f

fonksiyonu altinda goriintiisiinii bulacagiz. Bu

durumda,

(fog)x) = f(glx)
= 2(g(x))+3
= 2(5—-x)+3
= 13-2x

olarak elde ederiz.

Benzer sekilde (g o f)(x) = g(f (x)) oldugun-
dan bu sefer, f(x)in g(x) = 5 — x kural ile
verilen g fonksiyonu altinda goriintiisiinii bu-
lacagiz. O halde,

(gof)x) = g(f(x))

= 5-f(x)
= 5—(2x+3)
= 2-—-2x

olarak elde ederiz.

f:R—=Rveg:R — R oldugundan
f o g fonksiyonunun da R’den R’ye tanimli ol-
dugunu soyleyebiliriz. (f o g)(5) sorulduguna
gore, (f o g)(5) = f(g(5)) oldugundan 6nce
g(5)1 bulacagiz, daha sonra da buldugumuz
degerin f altindaki goriintiisiinii bulacagiz.

2:5-1
3 =

3

g(5) =

olur. Simdi buldugumuz bu degerin yani 3’iin
f altinda goriintiisiinii bulalim. f(3) =3-3—4
oldugundan f(3) = 5 olarak elde ederiz. O
halde dogru yanit C segenegidir.

Dogru x eksenini x = a noktasinda, y ek-
senini de y = b noktasinda kestiginden bu
dogrunun, (a,0) ve (0, b) noktalarindan gec-
tigini sOyleyebiliriz.
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(x1,¥1) = (a,0) ve (x3,y2) = (0,b) diyecek
olursak dogrunun denklemini,

Yo—0n
y = —/—(x—-x)+xn
X — X3
b-0
y = (x—a)+0
0—a
b
y = ——(x-a
a
b
Yy = ——x+b
a

olarak elde ederiz. Bu denklemi daha sik bir
hale de getirebiliriz:

b
y=——x+b,
a

yani
b
y+—-x=5b
a
esitliginin her iki tarafini b’ye bolersek,

X oy
S+ =1
a b

denklemi elde edilir.

y = 2x—2dogrusuile y = x+1 dogrula-
rinin kesisim noktasi her iki dogru tizerinde de
olacag icin, bu noktanin koordinatlar iki dog-
runun denklemini de saglamalidir. Bu yiizden,
2x —2 = x+1 olmalidir. Buradan x = 3 olarak
elde edilir. Bu degeri dogru denklemlerinden
her hangi birisinde yazarak y = 4 olarak elde
ederiz. O halde kesisim noktasinin koordinat-
lar (3,4) olup, dogru yanit E secenegidir.

y = —2x+1 dogrusunun eksenleri kestigi
noktalar1 bulalim. y = —2x + 1 denkleminde
y yerine sifir yazarsak x eksenini kestigi nok-

tayi,

—2x+1 =
—2x = 1

o

b
Il
N |

olarak elde ederiz. Ayni denklemde bu sefer x
yerine sifir yazarak y eksenini kestigi noktay,

y = —0-1+1
y =1

1
olarak buluruz. Verilen dogru x eksenini —

noktasinda, y eksenini de 1 noktasinda kes-
tiginden dogru yanit A secenegidir.

Verilen grafikten fonksiyonun bazi nok-
talardaki degerlerini hemen soOyleyebiliriz.
Ornegin, f(—=1) = 0, f(0) = -1, f(1) =0
oldugunu soyleyebiliriz. Bu noktalardan ge-
cen fonksiyon ise, B seceneginde bulunan
f(x)=x?—1 fonksiyonudur.

Bir parcali fonksiyon grafigi cizecegiz.
Bu fonksiyon 1’den kiiciik bir x sayisini x + 1
sayisina; 1’den biiyiikk ya da 1’e esit olan x
sayisini da 2 sayisina gondermektedir. Bu ne-
denle (—o0,1] araliginda f(x) = x + 1 dog-
rusunun; [1,00) araliginda da f(x) = 2 sabit

fonksiyonunun grafigini ¢izecegiz.

x=0icin f(0)=1vex=—-1igin f(—=1)=0
oldugundan f(x) = x + 1 dogrusu (0,1) ve
(—1,0) noktalarindan gecer.

1 :
-3 -2 —y// :
X
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Ustel Fonksiyonlar

h

Yaz gelse de artik tatil yapsak.

Ooo! Selcuk, sen tatil hayali kurmaya baslamissin. Muhteme-
len sen tatil yapacagin yeri de planlamis, hatta rezervasyo-
nunu bile yaptirmigsindir.

Elbette! Aylar 6ncesinden hem de. Tatilde havuzdan cikmay:
diisinmiiyorum. Siz tatil plan1 yapmiyor musunuz sanki.

Tabii ki biz de diisiiniiyoruz, tatilimizi 6nceden ayarliyoruz.

Ben diisiinmiiyorum Selcuk. Ciink{ bizim tatil yapacagimiz
yer belli. Her zamanki gibi yazligimiza gidecegiz.

Bizim de gidecegimiz yer belli. Her yil tatile niliiferlerle kaph

o R R PP

goliin kenarindaki, yesillikler icindeki koylimiize gideriz.

Gokee, niliifer ciceklerinin her giin katlanarak ¢ogaldigini bi-
lirsin o zaman.

Evet hocam, bir gilin g6liin iizerinde sadece birkac tane nili-

fer cicegi varken ¢ok gecmeden goliin biiyiik bir kisminin bu

B

ciceklerle doldugunu gorebilirsiniz.

Cok sasirtic1 degil mi? Bu artis ¢cok diizenli bir bicimde olur
aslinda. Goldeki ciceklerin sayisi, her giiniin sonunda iki ka-

tina cikar. Mesela, baslangicta 1 tane, bir giin sonra 2 tane, iki giin sonra
4 tane, ii¢ glin sonra 8 tane. . .. Peki size bir soru, bu sekilde devam ede-
rek 15 giin sonunda goliin yarisi ciceklerle kaplaniyorsa, acaba cicekler
goliin tamamini kag giinde kaplar?

Baslangicta | 1. glin | 2. giin | 3. glin | --- | 15. giin
1 2 22 25 |- 215
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Bunda ne var ki Mete Hocam! Cok kolay, tabii ki 30 giiniin

=

sonunda. ..

Hemen her seye atliyorsun Selcuk! Once diisiinelim. Her gii-
niin sonunda goldeki ciceklerin sayis1 iki katina gikiyor. 15
giin sonra, goliin yarisi ciceklerle kaplaniyorsa goliin yarisin-
daki cicek sayis1 21° olur.

Géliin tamaminin kaplanmast icin gerekli cicek sayis1 21° sa-

>

yisinin 2 Kkati olacaktir.

)

Yani, 2'6. Golii kaplayan cicek sayis1 2'° olduguna gore 16 K

giiniin sonunda goliin tamami dolacaktir.

Aaaa! Evet. Bir giin hala goliin yarist bos oldugu halde sa-
dece bir giin sonra goliin tamaminin niliiferlerle kaplanmasi

(o

ne kadar da ilging.

@ Evet Selcuk. Sanki goéliin yaris1 15 giin sonunda ciceklerle
(N kaplandiginda tamaminin 30 giin sonunda ciceklerle kapla-
nacagi gibi bir izlenim doguyor. Aslinda bu, beynimizin diisiinme tu-

zaklarina diistiigiiniin giizel bir gostergesi. Goliin yaris1 kaplandiysa, bir

giin sonra tamami kaplanir.

Ornekte gérdiigiiniiz gibi 2’nin dogal say1 kuvvetlerini kullan-

@ dik. 2'nin gergel say1 kuvvetlerini de alabiliriz. O zaman kar-

simiza {stel fonksiyon kavrami cikar. a pozitif bir gercel say1 ve a # 1
olmak tizere her x gercel sayis1 icin

f(x)=a*

seklinde tamimlanan fonksiyona {istel fonksiyon diyoruz. Bu fonksiyo-
nun tamim kiimesi gercel sayilar kiimesidir; deger kiimemizi de yine
gercel sayilar kiimesi olarak alabiliriz. Biz daha ¢ok a > 1 durumu ile

ilgilenecegiz.

Hocam bu tanimda a = 1 olursa ne olur? ...

Tanim a pozitif bir gercel
sayl ve a # 1 olmak iizere
f(x) = a* seklinde tanimla-
nan fonksiyona iistel fonksi-
yon denir.
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fonksiyon sabit fonksiyona doniisiir.

O zaman her x gercel sayisi icin a* = 1* = 1 olacagindan bu
[N\

Ben de neden a > 0 aldigimiz1 anlayamadim. Mesela a = —2 a
1

alamaz miydik?

@ (—2) sayisinin tamsay: kuvvetlerini alabiliriz. Mesela,
(SN (—2)? = 4, (-2)® = —8 seklinde tamsay1 kuvvetleri anlam-
lidir. Ancak herhangi bir gercel say1 kuvvetini aldigimizda bu anlamh

olmayabilir. Ornegin, (—2)% = +/—2 olur. Ancak +/—2 bir gercel say1
degildir. Clinkii hicbir gercel saymnin karesi —2 degildir.

5’ Verdigim tanima gore bir iistel fonksiyon 6rnegi verebilir mi-
7S siniz arkadaslar?

Mesela, f(x) = x? fonksiyonunu verebiliriz. Bu fonksiyonu ﬁ

daha 6nce fonksiyonlar iinitesinde gordiik diye hatirliyorum.

é‘ Ustel fonksiyon kavramini, polinom fonksiyon kavramiyla ka-

B_'% ristirmayalim. Senin verdigin fonksiyon 6rneginde x degis-
keni tabandadir. Ancak bizim verdigimiz istel fonksiyon taniminda x
degiskeni iis’tedir.

Engin, cok caligmaktan herseyi karistirmaya basladi Pinar Ho-

cam. Ben, f(x) = 2" ve g(x) = 10* fonksiyonlarini verebili- l

rim.

Cok Gtizel. Peki f(x) = 2* ve g(x) = 10* fonksiyonlarinin
¥, 1
<A

-1,1,2ve > noktalarindaki goriintiilerini bulabilir misiniz?

Elbette.

1
x=-licgin f(-1)=2"1= 7
x=1 icinf(1)=2'=2
x=2 icinf(2)=2%2=4

Lo (Y,
x-2 icin f =

N

N =

2
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Aaa! Ne kadar kolaymis. O zaman g(x) = 10* fonksiyonunun

-1,1,2ve > noktalarindaki goriintiilerini de

1
=—1licin g(-1)=10""= —
X icin g(—1) T

x=1 icin g(1)=10'=10
x=2 icin g(2)=10%=100

1 1
sz iging(a)zlo =410

N =

seklinde hesaplayabiliriz.

Cok giizel Gokge. Simdi de iistel fonksiyonlar irdeleyelim.

(XN Her x gergel sayisi icin a* sayisi daima pozitif bir gercel say1

olacaktir. Ayrica x = 0 icin a® = 1’dir. a > 1 ve x’ler pozitif gercel say1
ise a* hakkinda ne soyleyebiliriz?

Mesela, 2~ fonksiyonunu diisiinelim. x = 1icin 2! =2, x =2 a,
‘

icin 22 = 4, x = 3 icin 2 = 8 seklinde artarak gider.

x’ler pozitif iken 2* > 1 olur.
@ Hic siiphesiz Engin. a > 1 ve x’ler pozitif gercel say1 ise
m a* > 1’dir. x’ler negatif gercel say1 olsa ne olurdu?

Hocam ne degisirdi ki? i

a > 1 ve x pozitif gercel sa
@ Ne degisir diisiiniin bakalim. P gereet syt

ise

R-% a*>1
y = 2% {istel fonksiyonunda x’e negatif degerler verelim: dir.
1 icin 27! 1
x=-1 icin ==
¢ 2
. 5 1
x=-2 1i¢in 27°=-
4
. 51
x=-3 i¢cin 27°=-—
8

seklinde giderek sifira dogru yaklasiyor sanki.
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a > 1 ve x negatif gercel say1
ise
0<a*<1

dir.

Sekil 4.1: y = 2* iistel fonksiyo-
nunun grafigi.

@‘ Evet ¢ok giizel. a > 1 ve x < 0 ise 0 < a* < 1'dir.
P73

Piar Hocam, iistel fonksiyonlarin 6zelliklerinden bahsedebi- %
lir miyiz? ‘

@ Tabii ki Selcuk. Ustel fonksiyonlarin 6zelliklerini su sekilde si-
(XN ralayabiliriz. a ve b pozitif sayilar, x ve y gercel sayilar olmak

izere, su ozellikler gecerlidir:

1
1. a¥=—
ax
2. ¥ =a*a¥
ax
3. a7 =—
aY
4. (a*) =a"
5. (ab)* = a*b*

Peki, bu fonksiyonlarin grafiklerini nasil cizebiliriz?

Fonksiyon grafigini nasil ¢izecegimizi 6grenmistik ya Gokce! l
Pinar Hocam, Gokce yine unutmus.

a Zeynep sen hatirliyorsun galiba.

NoA
Evet hatirliyorum Pinar Hocam.

g O zaman 2 iistel fonksiyonunun grafigini cizebilir misin Zey-

-

Tabii ki. x’e bazi degerler vererek bu degerlerin fonksiyon
altindaki goriintiileri olan y degerlerini buluruz. Sonra bul-
dugumuz (x, y) ikililerine karsilik gelen noktalar1 diizlemde
belirleriz. Bu noktalar1 diizgiin bir egriyle birlestirerek fonk-

siyon grafigini bulmus oluruz. Nokta sayisini artirirsak daha .
gercekei bir grafik elde ederiz.
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Aferin sana Zeynep. O halde f(x) = 2* fonksiyonunda x’e
bazi degerler vererek y degerlerini bulalim:

X -2 -1 0 1 2

27 |272=|2'=7|2°=1|2'=2|22=4

Buldugumuz bu degerlerden faydalanarak, f(x) = 2* fonksiyonunun
grafigini cizebiliriz (Sekil 4.1).

@‘ Fonksiyon grafiginde dikkatinizi ¢eken birgey var mi1?
Hocam, 2* fonksiyonunun grafigine baktigimizda x degerle-
rini artirdikca fonksiyonun aldig: degerler de artiyor. Mesela,

1 <2 iken 2! < 22dir.

Cok giizel bir gozlem. Bunu genel olarak da soyleyebiliriz.
f(x) = a” iistel fonksiyonunda, a > 1 ise x; < x5 i¢in

a’l < a*

oldugundan fonksiyon artan bir fonksiyondur.

Simdi bazi iistel fonksiyonlarin grafiklerini ayni koordinat sis-
teminde gorelim. Ornegin, y = 3* ve y = 4* fonksiyonlarinin
grafiklerini Sekil 4.2’de gorebilirsiniz.

Hocam, bu grafiklerde fonksiyonun grafigi hep x ekseninin

istiinde kaliyor. Ayrica tiim grafikler hep (0, 1) noktasindan ‘
geciyor. A

Neden acaba!

@ Aferin Selcuk. Ciinkii, her x gercel sayis1 icin a* > 0 oldu-

gi_'v‘/é’ gundan iistel fonksiyonun grafigi, daima x ekseninin {istiinde

kalir. Ayrica x = 0 degerine karsiik y = a® = 1 degeri karsilik geldigin-
den grafik daima (0, 1) noktasindan ge¢melidir.

Her x gercel sayisi icin a* > 0 oldugundan iistel fonksiyonun ﬁ
goriintii kiimesi (0, 00) acik araligidir, diyebilir miyiz?

a > 1 ise a* fonksiyonu ar-
tan fonksiyondur.

Sekil 4.2: y =2, y =3* ve
y = 4~ tstel fonksiyonlarinin gra-
fikleri.
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y y =4
y=3"
=2X
4 Y
3_
2
/1
o 3 g X

Sekil 4.3: x eksenine paralel ola-
rak cizilen bir dogru {istel fonksi-
yonun grafigini en fazla bir nok-

tada keser.

@ Haklisin Engin. Ustel fonksiyonlarin gériintii kiimesi (0, 00)
(N  acik araligidir. Simdi de gecmis initedeki bilgilerimizi hatirla-

yalim. Fonksiyonlar iinitesinde bire-bir ve orten fonksiyon kavramlarini

Ogrendiniz. Bu kavramlarin ne oldugunu hatirlayan var m1?

Evet hocam, bire-bir fonksiyonda, farkli noktalara farkli fonk-
siyon degerleri karsilik gelir. Orten fonksiyonda fonksiyonun

deger kiimesinde acikta eleman kalmaz.

Eger fonksiyon grafigi veriliyorsa bu grafige bakarak fonksi-

yonun bire-bir mi 6rten mi oldugunu nasil anlariz?

2 B

Bunu daha 6nce 6grenmistik sanki!

@ Evet Selcuk. f : R — R fonksiyonunun grafigi verildiginde,
ﬂi\ her y € R noktasindan x eksenine paralel olarak c¢izilen bir
dogru, fonksiyonun grafigini en fazla bir noktada kesiyorsa fonksiyon

bire-birdir, en az bir noktada kesiyorsa fonksiyon ortendir. Buna gore

tistel fonksiyonlar hakkinda ne séyleyebilirsiniz?

O zaman bizim tanimladigimiz iistel fonksiyonlar bire-birdir.

Ciinkdi, tstel fonksiyonun grafiginde yatay dogrular grafigi en .
fazla bir noktada kesiyor.

Ustel fonksiyonlar ayni zamanda &rtendir, &yle degil mi?

‘6 Deger kiimesi olarak gercel sayilar aldigimizda iistel fonksi-
&~ % yonlar orten olmaz. Ornegin, sifir veya negatif sayilar, iistel

fonksiyonun degeri olarak ortaya ¢ikmaz. Ancak deger kiimesini pozi-
tif sayilar olarak alirsak iistel fonksiyonlar orten olur. Dolayisiyla {istel

fonksiyonu bundan sonra
f:R—(0,00)
flx)=a”

seklinde fonksiyonlar olarak diisiinecegiz. (0, 00) araligini R ile de gos-
teriyoruz. Bu sekilde diisindiigiimiizde, {istel fonksiyonlar, bire-bir ve

orten olur. Bu sayede a*’in ters fonksiyonunu tanimlayabilecegiz.
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Simdi de 6zel bir iistel fonksiyonla tanisacagiz. y = e* iistel
fonksiyonu.

Mete Hocam, tabanda bir say1 olmayacak miydi? O e harfi de

nedir?

e = 2,7182818284590... seklinde bir irrasyonel sayidir. Bu

e gosterimi, ilk kez Isvicreli matematikci Leonhard Euler ta-
rafindan 1727 yilinda exponential kelimesinin ilk harfi e oldugu icin kul-
lanilmustir.

Leonhard Euler(1707-1783)

Hocam yoksa Euler’in ilk harfi e oldugu icin olmasin?

p B P

Selcuk, sen de ne kadar art niyetlisin! e
y=2*
Bu nasil bir iistel fonksiyondur ben anlamadim?
a e sayis1 da sonugta bir sayidir ve 2 ile 3 arasindadir. Bu {iistel /1
I fonksiyonun grafigi, yanda gordiigiiniiz gibi y = 2* ve y = 3*
iistel fonksiyonlar: arasindadir. 0 x

Sekil 4.4: y = e* {iistel fonksiyo-
nunun grafigi.

Logaritmik Fonksiyonlar

Size bir soru arkadaslar: 2* = 16 esitligi verildiginde x dege-
rini nasil bulabiliriz?

Gayet kolay. 2'nin hangi kuvvetini alirsak 16 eder sorusunun

yanitin1 aramaliyiz. 2'nin 4. kuvveti 16 olacagindan x sayisi1 4
olmalidir.
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a > 0 ve a # 1 olmak tiizere
f:R—>R", f(x)=a" istel
fonksiyonunun ters fonksiyo-
nuna logaritma fonksiyonu
denir ve log, ile gosterilir.
Buna gore

log, :R" >R

y=log,x & x=a"

\ Aferin Engin. Peki 3¥ = 12 esitligini saglayan x degeri ne

A7y olur?

Piar Hocam, bu x degerini bulamayiz ki!

@_ Neden?

3 sayisin 2. kuvvetini alirsak 9 sayisini buluruz. 3. kuvvetini
alirsak 27 sayisin1 buluruz. Yani, x sayisi1 2 ile 3 arasinda bir Ky
yerdedir.

Evet ¢cok dogru soyliiyorsun Gokce. x sayisini nasil belirleye-
e A
biliriz ki!

iste bu noktada karsimiza logaritma fonksiyonu cikiyor. Us-

tel fonksiyonlarin deger kiimesini (0,00) acik aralig1 aldigi-
mizda tistel fonksiyonlarin bire-bir ve orten fonksiyonlar oldugunu gor-
diik. O halde f(x) = a* tstel fonksiyonunun ters fonksiyonundan bah-
sedebiliriz. Iste bu ters fonksiyona logaritma fonksiyonu diyecegiz ve

f~1(x) =log, x seklinde gdsterecegiz. Bu fonksiyonu kisaca y = log, x
seklinde de yaziyoruz.

Bu logaritma fonksiyonunun taniminda a = 1 olabilir mi?

@ y = a* istel fonksiyonunda a tabani1 1’den farkli pozitif bir
("N gercel saytydi. Bunun tersi olan logaritma fonksiyonunda da

a tabani 1’den farkli pozitif bir gercel say1 olmalidir. S6yleyin bakalim
y = 10* istel fonksiyonunun ters fonksiyonu nedir?

y = 10* iistel fonksiyonunun ters fonksiyonu y = log;, x’dir. ﬂ
Hocam y = e* iistel fonksiyonunun tersi de y = log, x’dir.
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Harikasin Engin! e tabanina gore logaritmaya dogal logaritma
denir ve In ile gosterilir. 10 tabanina gore logaritmaya bayagi

logaritma denir. 10 tabanina gore logaritma, ¢ok kullanilan bir loga-
ritma oldugundan log;, x gosterimi yerine tabana herhangi birsey yaz-
madan logx gosterimi kulanilir. Sayilar 10 tabaninda yazildig: icin 10
tabanina gore logaritma sayisal islemlerde biiyiik kolaylik saglar. Hesap
makinelerinde genellikle 10 tabanina ve e tabanina gore logaritma tus-
lar1 bulunur (Sekil 4.5).

Mete Hocam, 10?> = 100 oldugunu biliyoruz. Bu durumda 3
log;, 100 = 2 diyebilir miyiz?

Elbette. x > 0 icin log, x sayisi, a tabaninin x sayisini vermesi
icin gerekli olan {is'tiir. Yani, x = a'°8«* yazabiliriz. Baska o1-
nekler verebilir misiniz arkadaslar?

Mesela, 2° = 32 oldugundan log, 32 = 5dir. &

Ben de verebilirim, 10® = 1000 oldugundan log;,1000 = 3 Q
olur. 10 = 1000000 oldugundan log;, 1000000 = &'dir.

Sen de kaptirdin gidiyorsun Selcuk. Cok sevdin bu fonksiyon-
lar galiba.

Evet Pinar Hocam, ¢ok zevkliymis bu fonksiyonlarla islem
A
yapmak! 4

Logaritma fonksiyonunun grafigini cizebilir miyiz Mete Ho-

cam?

Once logaritma fonksiyonunda x’e bazi degerler vererek lo-

= &

garitma fonksiyonunun aldig1 degerleri bulalim.

Tamim 10 tabanina gore
logaritmaya bayagi lo-
garitma, e tabanina gore
logaritmaya dogal loga-
ritma denir.

e tabanina gore
logaritma tusu
M00E (L8 .ﬁl
¥ 9

Sekil 4.5: Hesap makinelerinde
10 tabaninda ve e tabaninda loga-
ritma tuslar1 vardir.

Sekil 4.6: a > 1 icin y = a* ve
y = log, x fonksiyonlarinin gra-
fikleri.
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5’ Hesaba kitaba gerek yok Zeynep. a > 1 icin y = a* {stel
ol y=10% 7S fonksiyonun grafigini biliyoruz. Bu grafigin y = x dogrusuna

?/1 10 x

Sekil 4.7: y = 10* ve y = logx

fonksiyonlarinin grafikleri.

08104

Sekil 4.8: y =log, x ve

y = log,,x logaritma fonksiyon-

larinin grafikleri.

Sekil 4.9: y = Inx dogal loga-

ritma fonksiyonunun grafigi.

gore yansimasli bize y = log, x fonksiyonunun grafigini verecektir (Se-
kil 4.6).

Burada neden y = a*’in grafiginin y = x dogrusuna gore %
‘

yansimasini aldik anlamadim?

5’ Bir fonksiyonun grafigini biliyorsak, ters fonksiyonunun grafi-
i S gini bulabilmek icin y = x dogrusuna gore yansimasini almak

yeterlidir. Sekil 4.8’deki a > 1 degerleri i¢in bazi logaritma fonksiyonla-
rinin grafiklerine bir bakin bakalim. Neler gozlemliyorsunuz?

Grafiklerde taban ne olursa olsun logaritma fonksiyonlari

(1,0) noktasindan ge¢cmektedir. Yani bu da log, 1 = 0 oldugu .

anlamina gelir.

Ayrica grafiklerde x’e artan degerler verdikce fonksiyon de-
gerleri de artmaktadir, yani logaritma fonksiyonlar1 artan

=

fonksiyonlardir.

Ne kadar kolaymis! Artik tiim logaritma fonksiyonlarinin gra-
fiklerini cizebiliriz. Ornegin, In x fonksiyonunun grafigi nasil @
'1

acaba?

@ In x fonksiyonunun grafigi, y = e* iistel fonksiyonunun y = x
(N dogrusuna goére yansimasidir (Sekil 4.9).
Ustel fonksiyonlarin 6zelliklerinden daha énceden bahsetmis-

tiniz. Bunlardan faydalanarak logaritmik fonksiyonlarin 6zel-
liklerinden de bahsedebilir miyiz?

5’ Elbette Engin. Ornegin,
Aﬂﬁ,/

7]

logxy =logx +logy

oldugunu iistel fonksiyonlara gecis yaparak kolaylikla gorebiliriz.

Nasil kolaylikla gorebiliriz Mete Hocam? Size gore her sey 'i
'1
kolay tabii.
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?

Ugrasmazsan goremezsin zaten Gokee.

Sen ugras bakalim, nasil buluyorsun?
log x = u ve log y = v diyelim. Bu durumda x = 10" ve
y = 10”dir. Ustel fonksiyonlarin 6zelliklerini kullanirsak,
xy =10"10" = 10"*
oldugunu goriiriiz. Logaritma tanimindan da
logxy =u+v=1logx+logy

esitligini buluruz.

Evet, gayet kolaymus!

@ Kendiniz de rahatca kesfedebiliyorsunuz. Diger bir 6zellik,
x
log— =logx —logy.
y

Bunu da kesfedin bakalim.

Bunu ben yapmak istiyorum Mete Hocam. logx = u ve
log y = v diyelim. Bu durumda x = 10% ve y = 10"dir. Ustel
fonksiyonlarin 6zelliginden,

10%

=1 S0
y

dir. Logaritma tanimindan,

x
log—=u—v=Ilogx —logy

y
esitligini elde ederiz. L

x ve y pozitif gercel sayilar
icin

1. log, xy = log,x +log,y
2. log, X_ log, x —log, y
3. log, JJC,Y = ylog, x
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ﬂ Benzer sekilde su 6zelligi de gosterebilirsiniz:
logx? = ylogx

Mete Hocam, logaritma fonksiyonu i¢in tanimladigimiz 6zel- '
likler In x fonksiyonu icin de gecerli midir? ¥

Tabii ki Selguk, In x fonksiyonu da sonucta bir logaritma fonk-
siyonudur.

a Konuyu pekistirmek adina biraz érnek yapabiliriz artik. Or-
I negin,

log50 +log8 — 21log 2

ifadesinin belirttigi say1 kactir acaba?

Logaritma 6zelliklerini sirasiyla kullandigimizda

log50+1og8 —2log2 = log50-8—log2?
= log400 —log4

_ (400)

= log100
= 2

B2

sonucunu buluruz.

Bravo Gokee! Peki, log 50 kactir acaba?

Himm. .. 50 sayis1 10 ile 100 arasinda oldugundan log 50 sa-
yist da 1 ile 2 arasindadir. Ama acaba kactir?

Bunu bilmeyecek ne var Tusa bastin mi cikiyor:
1,69897000...

Peki In 50 kac o zaman?

O da kolay hayatim. Simdi de In tusuna basayim:
3,91202300...

B P B B



Ne Ise Yarar Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar?

@ Siipersiniz Arkadaslar! Ogrendiniz bu isi.
(N

Ne ise Yarar Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar?

Hocam, iistel ve logaritmik fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonla-

rin Ozelliklerini anlattiniz. Bunlar nerelerde kullaniliyor, ne ‘
isimize yarayacak?

Hicbir isimize yaramayacak, 6greneceksiniz diyorlar 6greni- @
yoruz iste. Bu zamana kadar higbir yerde kullanmadim.

@ Olur mu Gokee? Aslinda farkinda olmadan kullaniyoruz. Me-
gi_'v‘/é sela, 5000 TL paraniz var ve bu paray1 yillik %15 bilesik faiz
oraniyla bankaya yatirdiginizda kac yil sonra bankadaki hesap tutarinin

iki katina cikacagini hesaplayabilir misiniz?

Boyle bir param olmadig: icin hesaba kitaba gerek yok. a

Su an gerekli olmayabilir ama belki ilerde ihtiya¢ duyabilir-

sin! Faiz hesaplarinda iistel ve logaritmik fonksiyonlar kulla-
nilmaktadir. Faiz hesaplar1 daha sonraki iinitelerde ayrintili olarak ele
alinacagi icin burada bu hesaplara girmeyecegiz. Ancak iistel ve logarit-
mik fonksiyonlarin nasil kullanildigini gérmeniz i¢in biraz 6nceki drnegi

hesaplayabiliriz.

Hocam bilesik faiz de neymis? Ilk defa duydum.

@ Bilesik faiz, belirli zaman araliklarinda kazanilan faizin, ana-
("N paraya eklenmesiyle elde edilen tutarin faizidir.

1 yil sonra hesaptaki para ne kadar olur? ﬂ

Baslangictaki para 5000 TL oldugundan 1 yil sonra hesaptaki

para

15
5000+ 5000 - —— =5000+50-15= 5750

100
olur.
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15
Bunu 5000 - (1 + 1#00) olarak da diisiinebiliriz. Yani elimiz-

15
deki paray1 (1 + 1#00) ile carpiyoruz. Peki, 2 yil sonra he-

saptaki para ne kadar olur?

15
Bir y1l sonraki hesaptaki para 5000 - (1 + m) oluyor. O

15
halde 1 y1l daha gegerse bu paray1 da (1 + ﬁ) ile carpma-

miz gerekecek. Demek ki elimizde 2 yil sonra

5000-( 1+ 15 1+ 1> =5000-( 1+ 15 2—66125
100 100 ) 100 ) ’

kadar para olacaktir.

Hocam, sanki bu sekilde devam ettigimizde t yil sonra hesap-

taki para
5000- | 1+ 15)'
100

olacak gibi geliyor.

@, Haklisin Engin. O halde t yil sonra hesaptaki paranin iki ka-
@7} tna cikmasi icin t’nin ne olmas: gerektigini bulun bakalim.

t yil sonra hesaptaki para 10000 olmalidir. Yani,

15\*
50001+ — = 10000
100

1+15 t—z
100 N

olur. Burada t’yi bulabilmek icin logaritmay: kullanmamiz ge-

rekir. Her iki tarafin 10 tabanina gore logaritmasini alirsak

og(142) = 1092
08 00, %8

t-1 1+15 = log2
o8 100) ~ %8

t =

log 2
log(1,15)
~ 4,96yl 3

t)
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@,‘ Harikasin Gokce. Bu hesaplardan sonra 5000 TL'nin yillik
@Y 15 bilesik faiz oraniyla iki katina cikabilmesi icin 5 yila ya-

kin bir siire beklenmesi gerektigi sonucu c¢ikiyor.

6 Ustel ve logaritmik fonksiyonlar, bilesik faiz disinda, niifus
&7 { artisinin hesabinda da kullanilmaktadir. Belli bir zaman bas-
langicinda niifus y,, birim zamandaki niifus artis yiizdesi x olsun. t

zaman sonra, baslangictaki niifus ile niifus artisinin toplami olan top-

X t
lam niifus y, olsun. Niifus artisini, y, = Yy (1 + TOO) formiili ile
hesaplayabiliriz.

@ Bunu bir o6rnekle acgiklayalim. Yasadiginiz sehrin niifusunu
&i“ _ biliyor musunuz?

Elbette. Yaklasik 600 bin diyebiliriz. &

@ Ortalama yillik niifus artis yiizdesi %1, 2 olarak diisiintiliirse
3_% 10 y1l sonra yasadiginiz sehrin niifusu ne kadar olacaktir?

Baslangictaki niifus y, = 600000, artis yiizdesi x = 1, 2 oldu-
gundan 10 y1l sonraki niifus

>

100

10
600000 - (1 + ) A 676015

olur.
Artis yiizdesi bu sekilde olursa evet, ancak artis yiizdesi dii-

serse yani daha yavas artma olursa niifus, 676015’den daha

Yani, sehrimizin niifusu 10 y1l sonra 676015 mi olacak?

az olacaktir. Artis yiizdesi yiikselirse yani daha hizli bir artis olursa nii-
fus, 676015’den daha fazla olacaktir.

Vay canina! Ustel ve logaritmik fonksiyonlar1 daha baska ne- Q
relerde kullaniyoruz?
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L

Sekil 4.10: Sismograf.

100 km

-D1§ merkez

I
I
I
¢ Odak noktasi

Sekil 4.11: Depremin biiytikligd,
dis merkezden 100 km uzaklikta
ve sert zemine yerlestirilmis 6zel
bir sismografla hesaplanir.

GENLIK 23 mm

1

Sekil 4.12: Sismografda genligin
hesaplanmasi.

Aslinda bilimde pek cok alanda kullanilir. Mesela, {ilkemizde
@ ve diinyada bir¢ok yerde deprem gercegiyle karsi karsiya kal-
maktayiz. Haberlerde duyuyoruz "Richter Olcegine gore 5,5 biiyiikli-
glinde deprem meydana geldi" diye. Ama bu 5, 5’in nereden geldigini
bilmiyoruz. Iste bu deger, 10’luk tabandaki logaritma kullanilarak bulu-
nan bir degerdir.

Mete Hocam, bu biiyiikligi logaritmay: kullanarak nasil bu- .
luyoruz? [

Amerika Birlesik Devletlerinden Profesér Charles E Richter,
@ dis merkezden 100 km uzaklikta ve sert zemine yerlestirilmis
0zel bir sismografla kaydedilmis zemin hareketinin, mikron (1 mikron
1/1000 mm) cinsinden 6l¢iilen maksimum genliginin 10 tabanina gore
logaritmasini depremin biiyiikl{igii olarak tanimlamistir. Richter 6lcegi
logaritmik oldugundan, olcekteki her tamsay: farki deprem genliginde
10 kat artisa denk gelir. Yani, 6rnegin Richter olgegine gore 5 biiytiklii-
gilindeki bir depremin genligi, 4 biiyiikliigiindeki bir depremin genligi-
nin 10 kati, 3 biiyiikliigiindeki depremin genliginin ise 100 katidir.

7

r
Miithis! Gercekten, bunu bilmiyordum.

Sekil 4.12’de gordiigiiniiz gibi depremin genligi 23 mm olarak
Olciilmiistiir. Acaba depremin biiyiikliigii kag olabilir?

Oncelikle 23 mm’yi mikron’a cevirmemiz gerekir. 1 mikron
1/1000 mm oldugundan 23 mm 23000 mikrondur. 23000
mikronun 10 tabanina gore logaritmasi

log23000 ~ 4,3

olacagindan Richter olgegine gore biiyiikliigii yaklasik 4,3
olur. )

6 Harikasin Engin! Deprem hakkinda bu kadar konustugumuz
7S yeter. Deprem hakkinda daha ayrintili bilgiyi okuma parca-

sinda bulabilirsiniz.
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Ben de kimyadaki kullanim alanindan bahsetmek istiyorum.

(N Marketlerden aldiginiz pet sisedeki sularin {izerine baktigi-
nizda mineral degerleriyle birlikte pH degeri de yazmaktadir. Iste her-
giin icilen suyun kalite ve siniflandirma faktérlerinden biri olan pH deri-
siminin hesaplanmasinda logaritma kullanilir. Sulu ¢6zeltilerdeki [H+]
veya [OH-] derisimleri genellikle cok kiiciik sayilar oldugundan islem-
lerde kolaylik saglamasi i¢in derisimlerin 10 tabanina gore eksi loga-
ritmalarini alarak derisimler tamsayilarla ifade edilir. pH degeri, sulu
cozeltideki [H+] iyonu derisiminin 10 tabanina gore eksi logaritmasi-
dir, yani, pH= —log[H+]’dir. pOH degeri ise, sulu ¢ozeltideki [OH+]
iyonu derisiminin 10 tabanina gore eksi logaritmasidir, yani,
pOH= —log[OH+]’dir. Ornegin, sehrimizdeki kaynak suyunun pH de-
geri 7,15'dir.

Kimya demisken, lise yillarimdayken yaptigimiz deneyler ak- a
. A
lima geldi.

Evet ben de hatirliyorum. Bakteri popiilasyonundaki cogal-
may1 mikroskopla inceliyorduk ve bakteri popiilasyonu ¢ok E
hizli bir sekilde artiyordu.

O zaman hayalimizde sOyle bir deney yapalim: Bir besi orta-
mindaki bakteri popiilasyonunu diisiinelim. Belli zaman ara-

liklarinda ornekler alarak bakteri popiilasyonunun her saatte bir ii¢ ka-
tina giktigini belirledigimizi diisiinelim. Baslangictaki bakteri sayis1 100
olsun. t saat sonra bakteri popiilasyonunu y(t) ile gosterirsek, t saat
sonraki bakteri popiilasyonunu hesaplayabilir misiniz?

Baslangictaki bakteri sayis1t 100 olduguna gore
y(0) =100diir.

y(1) = 3-y(0)=3-100

y(2) = 3-y(1)=3-3-100=32-100

y(3) = 3-y(2)=3-32-100=23%-100 Q
Buradan

y(t) =100-3¢

seklinde bir genelleme yapabiliriz. Yani, bakteri popiilasyonu

%)

artig fonksiyonu, bir sabit ile y = 3* iistel fonksiyonunun car-

prmudir.
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Ne kadar hizli bir artig! Cok gegmeden bakteriler tiim diinyay1 %
kaplayabilir. [ ]

sonraki artis1 hesapliyoruz aslinda. Yani, teorik olarak kagit

Yeterli besin, sinirsiz alan gibi ideal kosullar altinda t zaman
NoA

istli hesaplamalarimizda béyle astronomik sonuclara ulassak da, doga,
bakterinin ¢ogalarak diinyay1 kaplamasina izin vermez neyse Kki.

Pinar Hocam, bu zamana kadar yaptigimiz 6rneklerde hep
iistel artis s6z konusuydu. Ustel azalisin s6z konusu oldugu
ornekler var m1?

a Olmaz mi1? Ustel azalisin en giizel 6rnegi radyoaktif bozun-
58> ) madir Maddenin baglangictaki kiitlesi y, olsun. t zaman

sonra kalan kiitle y(t) olmak {izere y(t)yi

y(£) =y ekt

formdiiliiyle buluruz. Burada k, tistel azalis katsayisidir.

6’ Su 6rnege bakalim: Bizmut-210’un yar1-6mrii 5 giindiir. Bas-
S langictaki kiitlesi 1600 miligram ise 3 hafta sonra kalan kiit-

leyi bulabilir misiniz?

Yar1-6miir de neymis?
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'E Maddenin yarisinin bozunmasi i¢in gereken siiredir.
Sl

Tamam o zaman, ben bulabilirim. Baslangictaki kiitlesi 1600
miligram ise y, = 800’diir. Yari-omrii 5 giin oldugundan

1
y(5)= 5 1600 = 800 olacaktir.

Miktar | t gilin sonra | Kalan Miktar
1600 5 800
800 5 400
400 5 200
200 5 100

Yani, 1600 miligram Bizmut-210’un 20 giin sonra kalan kiit-
lesi 100 miligramdir. 25 giin sonra 50 miligram kalacagina

gore, 3 hafta da 21 giin olduguna goére. .. Himm. .. Demek ki ﬁ,
‘

100 miligramdan az 50 miligramdan fazla madde kalacaktir.

a Kesin degeri bulmak isterseniz biraz 6nce yazdigimiz formiili
<A

kullanmaniz gerekecek. Haydi biraz caligin bakalim.

Bravo Gencler! Boylece iistel ve logaritmik fonksiyonlarin ne-
relerde kullanildigin1 6grenmis oldunuz. Bundan sonra "Bu
fonksiyonlar ne isimize yarayacak?" seklinde serzeniste bulunmazsiniz

umarim.

Ozet

Bu tiinitede, y = a* seklindeki iistel fonksiyonlarin tanimi, {istel fonk-
siyonlarin 6zellikleri ve grafik c¢izimleri {izerinde durduk. y = a* iistel
fonksiyonun ters fonksiyonu olan y = log, x logaritmik fonksiyon kav-
ramin1 verdik ve logaritmik fonksiyonun 6zellikleri ve bu fonksiyonlarin
grafik cizimleri iizerinde durduk. Ustel ve logaritmik fonksiyonlar, mate-
matiksel modellemede ve bilesik faiz hesaplari, niifus artisi, radyoaktif
bozunma gibi bircok problemlerin ¢6ziimiinde yaygin sekilde kullanil-
maktadir. Bu fonksiyonlarin nerelerde kullanildigina dair 6rnekler vere-
rek konunun pekistirilmesini sagladik.
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Okuma Parcasi

DEPREM ve LOGARITMA

Yerkabugu i¢indeki kirilmalar nedeniyle ani olarak ortaya
cikan titresimlerin dalgalar halinde yayilarak gectikleri
ortamlar1 ve yer ylizeyini sarsma olayina "DEPREM"
denir. Deprem, insanin hareketsiz kabul ettigi ve giivenle
ayagini bastifi topragin da oynayacagmi ve iizerinde
bulunan tiim yapilarin da hasar goriip, can kaybina
ugrayacak sekilde yikilabileceklerini gosteren bir doga
olayidir.

Odak noktasi, yerin iginde depremin enerjisinin ortaya
¢iktig1 noktadir. Gergekte, enerjinin ortaya ¢iktigi bir ’
nokta olmayip bir alandir, fakat pratik uygulamalarda Dalga Cepesi
nokta olarak kabul edilmektedir. Episantr (Dis

Merkez), odak noktasina en yakin olan yer izerindeki

noktadir. Burasi ayni zamanda depremin en ¢ok hasar Odak noktasi, dig merkez ve sismik deprem
yaptig1 veya en kuvvetli olarak hissedildigi noktadir. dalgalarmin yayilis

Aslinda bu, bir noktadan ¢ok bir alandir.

Depremin dis merkez alani depremin siddetine bagli olarak cesitli biyiikliiklerde olabilir. Bazen biiyiik bir
depremin odak noktasinin boyutlari yiizlerce kilometreyle de belirlenebilir. Bu nedenle "Episantr Bolgesi" ya da
"Episantr Alan1" olarak tanimlama yapilmas1 gercege daha yakin bir tanimlama olacaktir.

Siddet, herhangi bir derinlikte olan depremin, yeryiiziinde hissedildigi bir noktadaki etkisinin &l¢iisii olarak
tanimlanmaktadir. Diger bir deyisle depremin siddeti, onun yapilar, doga ve insanlar iizerindeki etkilerinin bir
olgtisiidiir. Bu etki, depremin biiyiikliigii, odak derinligi, uzaklig: yapilarin depreme karsi gosterdigi dayaniklilik
dahi degisik olabilmektedir. Siddet, depremin kaynagindaki biyiikliigi hakkinda dogru bilgi vermemekle beraber,
deprem dolayistyla olusan hasar1 yukarida belirtilen etkenlere bagl olarak yansitir.

Magnitiid, deprem sirasinda agiga ¢ikan enerjinin bir 6l¢iisii olarak tanimlanmaktadir. Enerjinin dogrudan dogruya
Ol¢lilmesi olanagi olmadigindan, Amerika Birlesik Devletleri'nden Prof. C. Richter tarafindan 1930 yillarinda
bulunan bir yontemle depremlerin aletsel bir 6l¢iisii olan "Magnitiid" tanimlanmustir. Prof. Richter, episantr’dan
100 km. uzaklikta ve sert zemine yerlestirilmis 6zel bir sismografla (2800 biiyiitmeli, 6zel periyodu 0.8 saniye ve
%80 soniimii olan bir Wood-Anderson torsiyon Sismografi ile) kaydedilmis zemin hareketinin mikron cinsinden (1
mikron 1/1000 mm) 6l¢iilen maksimum genliginin 10 tabanina gore logaritmasini bir depremin "magnitiidi" olarak
tanimlamistir. Bugiine dek olan depremler istatistik olarak incelendiginde kaydedilen en biiyiik magnitiid degerinin
8.9 oldugu goriilmektedir (31 Ocak 1906 Colombiya-Ekvator ve 2Mart 1933 Sanriku-Japonya depremleri).

Gozlemevleri tarafindan bildirilen depremin magnitiidii, depremin enerjisi hakkinda fikir vermez. Ciinkii deprem
s1g veya derin odakli olabilir. Magnitiidii ayn1 olan iki depremden s1g olan1 daha ¢ok hasar yaparken, derin olani
daha az hasar yapacagindan arada bir fark olacaktir. Yine de Richter 6lgegi (magnitiid) depremlerin 6zelliklerini
saptamada ¢ok 6nemli bir unsur olmaktadir.

Depremlerin siddet ve magnitiidleri arasinda birtakim ampirik bagintilar ¢ikartlmistir. Bu bagintilardan siddet ve
magnitiid degerleri arasindaki doniigtimleri asagidaki gibi verilebilir.

Siddet IV |V V1 vil | vl | IX X XI X1

Richter
Magnitiidii 4 4.5 5.1 5.6 6.2 6.6 7.3 7.8 | 8.4

Kaynak: T.C. Bagbakanlik Afet ve Acil Durum Yonetimi Baskanligi Deprem Dairesi Baskanhgi,
www.deprem.gov.tr
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Cikarin Ka gitlari

log, 32 kactir?

Bir milyarin 10 tabanina gore logaritmasi

kactir?

Richter olcegine gore 6 biiyiikliigiindeki bir
deprem ile, 3 biiyiikliigiindeki bir depremi mu-
kayese edebilir misiniz?

Milyonda birin 10 tabanina gore logarit-

masi kactir?

A) -5
B) —6
C) -7
D) -8
E) -9

log2 & 0,3 ise log 8 kactir?

A) 1,2
B) -0,4
Q) 0,6
D) 0,9
E) 1,6

log, x = 6 ise x’in degeri kactir?

A) 4
B) 8
Q) 16
D) 32
E) 64

log, 32 =5 ise a’nin degeri kactir?

A)
B)
0

AR P NN

D)
E)

|
[\

1 ay siireli bir ise giren bir kisi i¢in asagi-
daki ticret alma sekillerinden hangisi en avan-
tajlidir?

A) 1000 TL
B) ilk hafta 6 TL, ikinci hafta 62 TL gibi 6'nin

kuvvetleri seklinde artan bir ticret
C) 1lk 15 giin 450 TL, son 15 giin 600 TL

D) ilk 10 giin 300 TL, ikinci 10 giin 400 TL,
son 10 gin 500 TL

E) Her 5 giinde bir 150 TL
Asagidaki sayilarin hangisi en biiytiktiir?

A) log, 16
B) log; 9
C) logs 25
D) log10
E) log1000
Asagidaki sayilardan hangisi en kiiciik-

tir?

A) 210

B) 102

c) 2710

D) 1072
E) 0
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Cozumler

2> = 32 oldugundan log, 32 = 5dir.

Bir milyar sayist 1 000 000 000 = 107 ol-
dugundan bir milyarin 10 tabanina gore loga-
ritmast log; 10° = 9 olur.

Richter Olcegine gore depremin biiyiik-
liigli, dis merkezden 100 km uzaklikta ve sert
zemine yerlestirilmis 6zel bir sismografla kay-
dedilmis zemin hareketinin, mikron (1 mikron
1/1000 mm) cinsinden 6l¢iilen maksimum gen-
liginin 10 tabanina gore logaritmasi idi. Rich-
ter 6lcegi logaritmik oldugundan, dlcekteki her
tamsay1 farki deprem genliginde 10 kat artisa
denk gelir. Yani, Richter 6lcegine gore 4’1tk bir
deprem, 3’liikk bir depremden 10 kat daha bii-
yiik, 5lik bir deprem, 4’liikk bir depremden 10
kat daha biiylik ve 6’lik bir deprem, 5lik bir
depremden 10 kat daha biiyiik olduguna gore
6’lik bir deprem, 3’liikk bir depremin 1000 kati-
dir.

Milyonda biri 1—(1)6 = 107° seklinde yazabi-

liriz. Bu sayinin 10 tabanindaki logaritmasi
log10°=—6
seklinde bulunur. Dogru cevap B sikkidir.
log2 ~ 0,3 ise

log8 = log23

3-log2
3-0,3

0,9

Q

log, x = 6 ise logaritmanin tanimindan

x = 2% = 64 olmalidir. Dogru cevap E sikkidir.

log,32 = 5 ise istel fonksiyonlara gecer-
sek a® = 32 olur. Buradan a® = 2° esitliginde

tisler esit oldugundan tabanlar da esit olmalidir.
Yani a = 2 olmalidir. Dogru cevap B sikkidir.

A sikkinda aylik ticret 1000 TL,
C sikkinda aylik iicret 450 + 600 = 1050 TL,
D sikkinda aylik ticret 300 + 400 + 500 = 1200
TLdir.
E sikkinda her 5 giinde bir 150 TL kazanacagin-
dan ayda 150 x 6 =900 TL kazanir.

Ancak B sikkinda iistel artis séz konusudur. ilk
hafta 6 TL, ikinci hafta 62 = 36 TL, iiciincii hafta
6% = 216 TL ve son hafta 6* = 1296 TL alacak-
tir. Bu durumda aylik ticret

6+36+ 216+ 1296 = 1554
TL olur. Yani, en avantajli olani B sikkidir.

A sikkinda log, 16 = log, 2% = 4,
B sikkinda log; 9 = log, 32 =2
C gsikkinda logs 25 = logs 52 = 2
D sikkinda log10 =1
E sikkinda log 1000 = log 10° = 3
esitlikleri vardir. O halde bu sayilardan en bii-
yiik olan1 4 oldugundan cevap A sikkidir.

A sikkindaki say1 219 = 1024 ve

B sikkindaki say1 10? = 100 oldugundan 1’den
biiytik sayilardir.

C sikkindaki say1

2710 - __ — .
210 1024
ve D sikkindaki say1
1 1
107%=—=—
102 100

0 ile 1 arasindadir. Dolayistyla en kiiciik say1 E
sikkindaki O sayisidir.
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Bir biytkligin %601 de-
mek, eger o biiyiikliik 100 bi-
rim olsaydi 60 birimi demek-
tir.

Yiizdeler Dbiiyiiklik degil,
yalnizca orandir! Yani bir
biiyiikliigiin ne kadarindan
bahsettigimizi ifade eder.

Yuzde Hesaplari

Biraz da uygulama arkadaslar! Simdiye kadar her derste yeni
bir matematiksel kavramla tanistik. Bu derste yiizde ve faiz

hesaplarinin nasil yapildigini 6grenecegiz.

Yiizde hesaplarini1 6grenmemiz ne kadar iyi olur hocam. Yil-

basina dogru her yerde indirim vardi. Bazilar yar fiyatina, ﬁ
bazilar1 %20, bazilar1 %60, hatta daha fazlas1 da vardi!

Kocaman indirim ilanlariyla diikkanlarin vitrinlerini siisliiyor- ‘

lar.

Ustelik yiizde isaretini de kimi saymin éniine kimi de ardina

yaziyor. Hocam, bu yiizde gosterimine neden gerek duyulu- Q
yor?

Arkadaslar, aslinda %20 demek 0, 20 demektir. Ama hepimiz
bir nedenle kesirli ya da ondalik sayilar1 pek sevimli bulma-

yiz. Bu, belki tamsayilarin bize daha tanidik olmasindandir.

Ne olurdu yalnizca tam sayilar yeterli olsaydi!

‘6 Hayat o kadar kolay degil arkadaslar. Yiizde hesaplarinda,
&~ % hatta genel olarak oranlarda, her zaman degilse de biiyiik

cogunlukla birden kii¢lik sayilardan bahsederiz. Bundan dolayr muhte-

20
100

Yani bu ylizde gosterimi paydast 100 olan bir bayagi kesirden baska bir

melen insanlar 0,20 demek yerine ya da %20 demeyi tercih ediyor.
sey degildir. Yiizde gosterimleri bagil degisimlerin s6z konusu oldugu
durumlarda faydalidir. Ama bir de mutlak degisimler var tabii. Orne-
gin, bir malin fiyatinin 20 TL artmasindan ya da 40 TL azalmasindan
s0z edebiliriz. Bunlar malin fiyat1 {izerindeki mutlak degisimlerdir. Bu
sayilar siiphesiz degisimin degeri hakinda bilgi verir, hatta degisimin ne
oldugunu tiim aciklig ile soyler.

Tamam iste! Say1 ne kadar artmis ya da azalmis bildigimize ﬁ
gore, ne gerek var baska bir seye?
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Ama bu mutlak sayilar, s6z konusu degisimin mahiyetini tam

anlamiyla ifade etmez arkadaslar. Bu durum, 6rnegin menkul
kiymetler borsasinda, sikca goriiliir. Borsada iki farkli kagit distinelim.
Bir ay icinde bunlardan birinin fiyat1 5 TL'den 12 TLye, digerinin fiyati
da 100 TL'den 180 TLye yiikselsin. Mutlak olarak bakildiginda birinci
kagidin fiyat1 7 TL ve ikinci kagidin fiyat1 da 80 TL artmistir. Yani ikinci
kagidin degeri mutlak olarak kat be kat fazla artmistir. Ama gercekte
durum boéyle midir, hangisi daha fazla kar getirir? Bir yatirime: elindeki
500 TL ile fiyat1 5 TL olan kagittan alsaydi bunlardan 5(5)0 = 100 tane

alip ay sonunda parasini 100 x 12 = 1200 TLye yiikseltir, yani 700 TL

500
100

sonunda parasini 5 x 180 = 900 TLye yiikseltir, dolayisiyla 400 TL kar

kar ederdi. Eger diger kagittan alsaydi bunlardan = 5 tane alip ay
ederdi. Buradan goriiliiyor ki, fiyati mutlak olarak daha az artan ka-
git cok daha fazla kar saglayabilir. Yani bir kisim degisimlerin mevcut
biiytikliigiin ne kadari oldugunu bilmek o degisimin mutlak miktarini
bilmekten cok daha anlamli olabilir. iste yiizde gosterimi bu bagil de-
gisimleri ifade etmek icin cok faydalidir. Ornegin bir hisse senedinin

degeri 100 TL'den 180 TLye yiikseldiyse hissenin degeri, bagil olarak

180—100 __ 80
100 ~ 100

Yani, %p demek dememn baska bir seklidir.

oraninda artmustir. Iste bu artis1 %80 olarak gésteriyoruz.

Ben de bu % g('jsterimini hep baska bir sey sanirdim hocam.
Yani %12 derken ﬁ kesrini sadece baska tiirlii okuyormu-
suz! Saymin yarisi, iigte biri ya da ceyregi derken bunlara bir
¢6zlim bulmusuz, digerlerini de bu yiizde oranlarla ifade edi-

yoruz.

Simdi bir sayinin yaris1 derken bu sayiy1 yarima karsilik gelen
1 kesri ile garplyoruz O halde bir sayinin %25’i dedigimizde ﬁ

de bu saywy1 == = kesr1 ile carpacagiz.

100

Yiizde hesaplar1 giinliik hayatin ayrilmaz bir parcasidir. Bir

ﬁ biiyiikl{igiin %p’si deyince, bu biiyiikl{igiin 100 kismindan p
kisminin kastedildigini anliyoruz.

Ornegin 12'nin %251 olan say1 12 x =% 1 00 = 3'diir. Onceki derslerde denk-
lemleri de 6grendiginize gore %20’si 15 eden sayiy1 da bulabilirsiniz,
degil mi?

Bundan kolay ne olabilir hocam! Yani say: x ﬁ = 15 olma- ‘
liymis. Buradan sayt = 15><éoo =75 bulunur.

% kesirli sayis1 hem "ti¢ bolii

bes" olarak hem de "beste ii¢"

olarak okunur. Bu kesri 20

ile genisletirsek 1% olur. Iste
%60 budur.

Bir sayimnin %p’si

Sa lXL
Y% 700

sayisidir.
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Bravo Zeynep, sessiz duruyorsun ama her seyi de bir giizel
anlamissin. Bir de bir biiyiikliigiin bir yiizde oran artis1 ya da
azalig1 sonucu olusan yeni degeri de cok konu edilir. Ornegin 50 sayisin

%4 artirdigimizda yeni say1 ne olur?

Bu da cok fazla zor olmamali hocam. Baslangicta verilen sa-
yiya ylizde oran artis1 kadar eklenmeli ya da yiizde oran eksi-

lisi kadar c¢ikarilmali sanirim, degil mi? é
L

Haklisin Selguk. 50 sayisini %4 artirdigimizda olusan sayi
N

50 + 50 x ﬁ = 52'dir. Bu durumda bir genelleme yapilirsa,

bir say1 %p artirildiginda olusan yeni sayi,

Sekil 5.1: Fatih’in altin sikkeleri. sayt+sayt X 155 100
olur.
Benzer sekilde bir say1 %p azaltildiginda olusan yeni sayi,

sayt — say1 X 1%

olur. a bir sayl ve b de bu a sayisin1 %p artirdigimizda olusan yeni say1
ise b= (1 + 100
cunda olusan say1 da (1 —

) a olur. Benzer sekilde, bu a sayisinin %p azalis1 sonu-

100) a olur.

Bir a sayisin1 %p artirsak so-

nug (1 + ﬁ) a olur. Aymi a ﬂ Ornegin, haftalik harc¢lig1 50 TL olan bir cocugun harclig %20

sayisin1 %p azaltirsak sonug oraninda azaltilirsa bu cocugun haftalik harc¢ligi ne olur arka-

(1 = ﬁ) a olur. daglar?

Harcligin azalma orani %20 oldu{gunda bunun harclikta
meydana getirdigi mutlak azalma 50 x = 1 00 = 10 TL'dir. Yani
yeni har¢lik 50 — 10 = 40 TL olur.

ingallah bu ¢ocugun harcligini yine %20 oraninda artirirlar ‘

da, cocuk eski harcligina kavusur.

Bakalim! 40'1n %20’si 40 x % = 8'dir. Dolayisiyla harclik,
ayni oranda artirilirsa yeni harclik 50 TL olmaz, 48 TL olur.

Ortada 2 liralik bir kayip var. Yiizde hesaplar1 yaparken hangi sayinin
ylizdesinin alindig1 ¢ok 6nemlidir. Ciinki, ylizde degisim o biiyiikli-

giin kendisiyle orantili bir degisimdir.
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@,‘ Ben de buna son bir érnek vereyim. Gegenlerde bir ceket al-
@7} dim. Ceketin sezon fiyat1 200 TL olmasina karsin ucuzlukta

130 TL ye diismiis, ben de kacirmadim. Acaba bu ceketin fiyatinda yiizde

kac indirim yapilmistir, bulabilir misiniz?

Zevkle hocam. Aldiginiz ceket mutlak olarak 200 — 130 = 70
TL ucuzlamis. Bu durumda "70 sayis1 200 {in yiizde kacidir?",
sorusunu yanitlamak yeterli. Yani

70 = 200 - —
N 100

denklemini ¢6zmeliyiz. Bu denklemden x = % = 35 bu- .

lunur. indirim oran1 %35 olmus hocam.

Tesekkiirler Zeynep.
773

Aritmetik ve Geometrik Diziler =

@ Simdi de belli orandaki artiglarin tekrar tekrar gerceklestigi K 'f; J &
T

durumlari ele alalim. Bunun icin de dizi kavramina degin-
memiz yerinde olacaktir. Dizi denilen sey her n dogal sayisina, belli bir
kuralla, bir say1 karsilik getirme isidir.
Eger n dogal sayisina karsilik getirilen sayiy1 a,, ile gosterirsek, bazi di-
zilerde n ne olursa olsun a, ;1 — a, sayisi sabit olabilir. Hi¢ degismeyen
bu say1ya ortak fark ve béyle bir diziye bir aritmetik dizi denir. Ornegin
a, = 3n+ 2 seklinde verilen dizi, ortak farki 3 olan bir aritmetik dizidir.

Bu dizinin ilk bir kac terimi
a;=3-1+2=5, a;=3-2+2=8, a3=3-3+2=11
seklindedir.

An+1

Bazi dizilerde de orani sabit olabilir. Bu sabit orana ortak carpan ve

n ..
béyle bir diziye de bir geometrik dizi denir. Ornegin a,, = 10" seklinde
verilen dizi de, ortak carpani 10 olan bir geometrik dizidir. Bu dizinin

ilk bir kac terimi
a; =10 =10, a,=10%>=100, a;=10%=1000

seklindedir. Biz daha cok geometrik dizilerle ilgilenecegiz.
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BANCA NAZIUNALA SVIZRA

Sekil 5.2: Matematik¢i Euler’in
resmini tagiyan 10 Isvicre Frang1.

Ben de baska bir geometrik dizi 6rnegi vereyim hocam.

b,, = 3 x 10" seklinde verilen dizi de bir geometrik dizidir ve

bn+1
by
kac terim ise

= 10 oldugundan ortak carpani da 10’dur. Diziye ait bir

b, =3-10 = 30,

b, =3-10>=300, by=23-10%=3000
olarak verilebilir. Q

Aslinda geometrik diziler ¢ok yaygindir. Ornegin istel ve loga-
ritmik fonksiyonlar dersinde gordiigiiniiz, golii kaplayan nilii-

fer ciceklerinin sayilarinin olusturdugu dizi de ortak carpani iki olan bir
geometrik dizidir. (a, ile n’inci giindeki niliifer cicegi sayisin1 gosteriyo-
ruz.)

bir dizinin ilk n terimlerinin toplamindan bahsedelim arka-

ﬁ Dizilerle ilgili son olarak, geometrik bir dizinin ve aritmetik
daslar. a, dizisi ortak farki k olan bir aritmetik dizi olsun. Bu durumda

her n icin a,,; — a, = k olacagindan, dizinin biitiin terimleri a; ve k
cinsinden yazilabilir. Bazilarini agik olarak yazarsak:

a, —a; =k oldugundan a,=a; +k

as —a; =k oldugundan a;=a,+k=a; +2k
a, —a,_; =k oldugundan a,=a;+(n— 1)k
olur. Bu gozlemden sonra aritmetik bir dizinin ilk n teriminin toplami,

a+ay+---+a, = ay+(a;+k)+(a;+2k)+---+(a, +(n—1)k)
= a;+(n—1.a;+[1+24+3+---+(n—-1)]k
= na;+[1+243+---+(n—-1D]Jk

olarak elde edilir.

Hocam, o uzun toplami ne yapacagiz? Q
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Gauss 10 yasindayken bu toplam icin, zekice bir manevrayla,
N

kisa bir formiil bulmus. Size bu hikayeyi anlatayim. Gauss ilk-

okuldayken sinifin giiriiltiistinden sikilan 6gretmen, sinifi bir siire mes-
gul edip kafasini dinlemek icin, 6grencilerden 1’den 100’e kadar olan
sayilar1 toplamalarini istemis. Kisa bir siire sonra kiiciik Gauss’un bir
sey yapmadan oturdugunu goriince saskinlikla "ne oldu, neden yapmi-
yorsun?" diye sormus. Fakat, Gauss’'un "bitirdim" yaniti, 6gretmeni ¢ok
sasirtmis. Gauss'un zeké dolu yontemi aslinda ¢ok basitti.

1+24+3+---4+98+99+100=3S

olsun. Eger bu toplamu ters sirada yazarsak 100+994984----4+34+241

. o O el - .
yine S olur, ¢linkii ters sirada yazmak toplamin degerini degistirmez. 5 !
o
Simdi bu iki toplami1 asagida goriildiigii gibi alt alta yazip toplayalim. 3
-
1 + 2 + -4+ 98 + 99 + 100 = S =
0w + 9 + -+ 3 + 2 + 1 =S Sekil 5.3: Matematik¢i Gaussun
101 + 10l + -+ 10l + 101l + 101 = 3= resmini tastyan 10 Alman Marki.

Goriildigii gibi son satir 101’lerin toplami oldu. Son satirda 100 tane
101 oldugundan 100 x 101 = 25 olur. Yani § = 1218 = 5050 dir.

ﬁ Bu kiiciik cocugun yonteminin aynisini kullanarak
S=14+2+3+---+(n—1)+n
toplamini da bulabiliriz. Ayni iglemi uygularsak bu defa son satirda n
tane (n+ 1)’in toplami ¢ikacak. Yani 2S = n(n + 1), dolayisiyla
n(n+1
gt D
2

elde edilir. Bu formiildi kullanarak aritmetik dizinin ilk n teriminin top-

lamini artik s6yle yazabiliriz:

n(n+1)
14243+ +n=
aptay+---+a, = na;+[1+2+3+---+(n-1)]k 2

(n—1D((n—-1)+1)

= naq k
2
n—1)n
= na1+%k.

Benzer basitlikte bir toplam ifadesi geometrik diziler icin de igii
elde edilebilir mi hocam?



116 5 Yiizde ve Faiz Hesaplar1

@ Evet Gokce. Geometrik dizilerin toplam formiilii ilerde isimize
R_% de yarayacak.
a, dizisi ortak carpani k olan bir geometrik dizi olsun. O halde

as _ . _
— =k oldugundan a,=a;k

a
. —=\ as o 2
- o= oldugundan a3 =ayk =a;k
= 2
© ) a4 _ s _ _ 2 _ 3
S P oldugundan a4 = ask = ayk* =a;k
o 3
o
o~
o
(=]
# An s n—1
< =k oldugundan a, =a;k
an—1
% : olur. Simdi ilk n terimin toplami
g atayt+ta, = agtak+aki++ak"!
© = a(1+k+Kk*+---+k" 1)
~
o
= olarak bulunur.
=
—_— R
b Y

Hocam, burda da yine uzun bir toplam var.

Sekil 5.4: Matematikci Cahit
Arfin resmini tastyan 10 Tiirk Li- Evet Gokee, yine bir kurnazlik gerekiyor.
rasl. 1+k+k?+---+ k" ! ifadesini k ile carpalim:

(A+k+K+ k" Dk =k+k+- -+ k" + k"

Simdi bu esitligin sag tarafina 1’i ekleyip, ¢ikaralim:

(I+k+k2+ 4+ k" Dk=14+k+k*>+- -+ k"1 +k"—1
olur. Eger 1+ k +k2+---+ k" ! = T dersek,

Lk " kvt —1 T-k=T+k"—1,yani Tk—T=k"—1yadaT(k—1)=k"—1
thtk k" =
k=1 olup, buradan
T k" —1
k-1
elde edilir. Eger k sayis1 1’den kiiciikse bu formiil daha estetik olsun diye
1=K
 1-k

seklinde de yazilir. Demek ki a; + a, + --- + a,, toplamini a - (11__';: )
seklinde ifade etmis olduk.
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Okul yillarimda, geometrik diziyle tanistigimda, 6gretmenim

soyle bir soru sormustu: Oniimiizde bir tas corba ve elimizde
bir kasik, bu corbay: icmek istiyoruz; ama belli bir kuralla. Kural da
sOyle: ictigimiz her kasik corba bir 6nceki kasigin yaris1 kadar olacak.
Yani ilk hamlemiz bir dolu kasik, ikinci hamle yarim kasik, ii¢iincii hamle
% kasik, doérdiincii hamle % ve bu sekilde siiriip gidecek; soru da bu

tastaki corbanin ne zaman bitecegiydi.

iki dakikada biter o corba hocam!

Q Biz de, o zamanlar &yle diisiinmiistiik! Ilk hamlede 1 kasik

corba iciyoruz. ikinci hamle sonunda 1 + % = % kasik corba
iciyoruz. Uciincii hamle sonunda 1 + % + %{ = % kasik corba iciyoruz. Bu

sekilde n + 1 hamle yaptigimizi diisiinelim. n + 1’inci hamle sonunda,

It a4 iqgo
2 48 2n

kasik corba iceriz. 1+ k +k*+---+ k"1 = 11%1;: oldugunu goérmiistiik.
Burada n yerine n+ 1 alirsak,

5 1_kn+1
1+k+k*+-+k'=——
1-k
olur. Burada da k yerine % koyarsak,
1+1+1+1+ +1—1_2n%—2 !
2 4 8 T

olur. Bu son elde edilen say1 da gordiigiiniiz gibi 2’den kiiciiktiir. Yani
ne kadar ugrasirsak ugrasalim, degil tasi bitirmek, 2 kasik corba bile

icemeyiz.

Bilesik Faiz

'6 Arkadaslar, iistel ve logaritmik fonksiyonlar dersinde bile-
&7 % sik faizi tanimlayip faiz hesaplarinin ilk 6rneklerini gérmiis-
tiik. Bu hesaplarin nasil yapildigini tekrarlamayalim isterseniz. O derste

5000 TL'nin %15 yillik bilesik faizle bankaya yatirildiginda, t yil sonra

5000 - (1 + %) ' TL'ye ulastigini elde etmistik.
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Gosterimler sozciiklerin ingi-

lizce karsiliklarinin ilk harf-

lerinden geliyor. P "princi-

pal" sozciigiinden, r "rate'
sozciiglinden ve t de "time"
sozcligiinden.

Bunun bir genellemesini yapalim. Yani 5000 TL yerine P TL ve faiz orani
olarak da %15 (yani 0,15) yerine keyfi bir r orani alinirsa formiilde
yalnizca bunlan degistirmek yeterlidir. Bu durumda t yil sonra elimize
gececek para miktar1 P(1 + r)" TL olur.

@ Tabii yilin da 6yle pek 6nemi yok; yil yerine ay, {i¢c ay ya da
m baska bir zaman dilimi alinabilirdi.

Evet, yil yerine donem terimini kullanarak bu iliskiyi soyle
;E}__ ifade edebiliriz: P TL tasarrufumuzu bir bankada, dénemlik
r bilesik faizle degerlendirirsek n donem sonra tasarrufumuzun ulasa-
cag1 deger nedir? Eger paramizin n donem sonra ulasacagi degeri P, ile
gosterirsek

P,=P(1+r)"

olur.

@,‘ Isterseniz simdi benim karsilastigim bir problemi tartisalim.
@PY Gecenlerde esimle bir otomobil almak istedik, hatta birini be-

gendik, fiyat1 da 30000 TL idi. Esim ve ben ayda ancak 1000 TL birikti-
rebiliyoruz. Bir banka ayda %0, 50 faiz veriyormus birikimlerimize. Biz
her ay biriktirdigimiz bu paray1 o bankaya yatirsak ve aldigimiz faizleri

de tizerine eklesek kag ay sonra o otomobili alacak paramiz olur?

Cozlime baslamadan 6nce sunu belirtelim arkadaslar, faiz he-
=71 saplarinda sayilar virgiilden sonra iki hane olacak sekilde yu-

varlayacagiz. Nihayetinde kurustan daha kiiciik bir para birimimiz yok.
Zaten bankalar da bu sekilde kullaniyor.

Simdi problemi ¢6zmeye calisalim arkadaslar. Bu yontemle n
@ ayda kag lira biriktirebilecegimizi hesaplayalim. Baglangictaki
1000 liramiz n ay sonra 1000-(1+0,005)" olacak. 2'nci ay yatiracagimiz
1000 lira ise n—1 ay bankada kalacag icin sonucta 1000-(1+0,005)" !
liraya ulasacak. 3’lincii ay yatiracagimiz 1000 lira n—2 ay bankada kala-
cag1 icin sonucta 1000 - (1 +0,00)"~2 liraya ulasacak. Bu sekilde devam
edersek (n — 1)’inci ayda yatiracagimiz para bir ay faizde kalacagi igin
1000- (1 +0,005) lira olacak. Ve nihayet n’inci ayda da 1000 lira o ayin
birikimi olarak elimizde olacak. Demek ki n ay sonra elimizde toplam,
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1000 - (1,005)" + 1000 - (1,005)" ! +---+1000- 1,0050 + 1000
=1000-[(1,005)" +(1,005)" ' +---+1,005+ 1] TL

olacak.

Yine ayni toplam karsimiza cikti, hocam!
1+k+k* 4+ +k"= % formiiliini kullanacagiz.

k =1,005 icin

(1,005)"!1 —1
1,005 -1

(1,005)"!1 —1

= 1000 ——F——

0,005
olur. ‘

@ Biz bu miktarin n’nin hangi degeri icin 30000 TLye ulasaca-
S\  gini ariyorduk. Yani, hangi n icin ilk defa

1000 [(1,005)" +---+1,005+1] = 1000-

(1,005)"!1 —1
1000 - ~——————— > 30000
0,005

olur. Once,

(1,005)™ —1
1000- ———————— =30000
0,005

esitligini géz oniine alalim. Buradan
(1,005)""' —1=0,15 vyada (1,005)""'=1,15

olur. Simdi her iki tarafin logaritmasini alip, hesap makinasina bakarsak

(n+1)log1,005=1log1,15 41=208LD o 0
ogl, =l1ogl1, = =~ ,
" 8 & " log 1,005

bulunur. Demekki n ~ 27,02 olup, 27'nci ay sonunda, hemen hemen
30000 TL'ye ulagmis oluruz.

Hocam, "hemen hemen" dediginiz ne oluyor?
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Itfa sozciigii giinliik hayatta
pek kullanimamasina rag-
men bundan tiireyen itfaiye
ne kadar yaygin bir kulla-
mima sahip. itfa borcu sén-
diiriirken, itfaiye de yangin
sondiiriiyor!

@ Peki Selcuk, onu da tam hesaplayalim. 27’nci ayin sonunda
2,
& ™\ elimizde 1000 - % = 29974, 52 TL olur.
Hocam, bu kadar ay para biriktirip bekleyeceginize, otomo-

bil kredisi ¢cekseniz daha iyi olmaz mi? Bir taraftan arabanizi @
r

kullanirken, diger taraftan da borcunuzu 6dersiniz.

Bor¢c Amortismani

Gokece bizi bor¢ amortismani konusuna getirmis oldu. Ben

& de zaten bu konudan bahsetmek istiyordum. Bor¢ amortis-
manindan kastimiz, uygun bir faizle bor¢ alinan bir paranin, taksitler
halinde geri 6denmesidir. Eskiden borcun itfasi1 denilirdi. Sanirim, amor-

tisman daha yaygin kullanilan bir terim.

7

r
Geri 6deme desek daha kolay olmaz miydi hocam?

Belki de olurdu. Ama burada asil vurgulanan sey borcun tak-

@ sitler halinde geri 6denmesi. Pinar Hoca'nin otomobil kredi-

sine biraz sonra doneriz, baslangic olarak soyle daha basit bir problem

diisinelim arkadaslar. Bankadan aylik %1,37 faizle 5000 TL kredi al-

digimiz1 varsayalim. Bu borcu da aylik 1000 TL esit taksitlerle bankaya
geri 0demek istersek bu bor¢ kag ayda biter?

adim adim ¢ozelim. Borcu aldiktan bir ay sonra aldigimiz
borg¢ icin aylik bir faiz uygulanacak ve bu faiz de 5000 % 0,0137 = 68,50
TL olacaktir. Aylik taksit 1000 TLyi 6dedikten sonra kalan bor¢ miktar:
5068,50 — 1000 = 4068, 50 TL olacaktir. Bankaya birinci ay icin 6denen
1000 TL'nin 68,50 TL'si faiz 6demesi ve geri kalan
1000 — 68,50 = 931,50 TL’si ise anapara 0demesidir.

Bu problemi, genel duruma daha rahat hakim olabilmek icin
773

Birinci ayin sonu itibari ile
Devreden borg 5000 TL
Faiz 6demesi 5000 x 0,0137 = 68,50 TL
Aylik taksit 1000 TL
Anapara 6demesi 931,50 TL
Kalan borg 5000+ 68,50 — 1000 = 4068,50 TL
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olacaktir.

ikinci ay daha az faiz 6deyecegiz arkadaslar. Devreden
@7} borcumuz 4068,50 TL oldugundan bu miktar icin faiz
verecegiz, bu da 4068,50 x 0,0137 = 55,74 TLdir. Aylik taksit 1000
TLyi 6dedikten sonra kalan bor¢ 4068,50 4+ 55,74 — 1000 = 3124,24

TL olur. Bu ay sonunda 6dedigimiz 1000 TL'nin 55, 74 TL’si faiz 6demesi
ve kalan 1000 — 55,74 = 944,26 TLsi anapara 6demesidir.

ikinci ayimn sonu itibari ile

Devreden borg 4068,50 TL

Faiz 6demesi 4068,50 x 0,0137 = 55,74 TL

Aylik taksit 1000 TL

Anapara 6demesi 944,26 TL

Kalan borg 4068,50+ 55,74 — 1000 = 3124,24 TL
olacaktir.

Uciincii ayin sonunda ne olacagini da ben hesaplayabilir mi-
yim? Devreden bor¢ 3124,24 TL oldugundan bu miktar i¢in
faiz 6deyecegiz, bu da 3124,24 x 0,0137 = 42,80 TL'dir. Faiz
biraz daha asagiya cekildi! Aylik taksit 1000 TLyi 6dedik-
ten sonra, kalan bor¢ 3124,24 4 42,80 — 1000 = 2167,04
TL olur. Bu ay 6denen taksidin 42,80 TL’si faiz ve kalan
1000 — 42,80 = 957,20 TLsi anapara 6demesidir. Ozetle-
yecek olursak:

Uciincii ayin sonu itibari ile

Devreden bor¢ 3124,24 TL

Faiz 6demesi 3124,24 x 0,0137 = 42,80 TL

Aylik taksit 1000 TL
Anapara 6demesi 1000 — 42,80 = 957,20 TL
Kalan borg 3124,24 442,80 — 1000 =2167,04 TL

olacaktir. Q

Sanirim olay anlasildi arkadaslar. Her ay bir 6nceki aydan
devreden borca %1, 37 faiz uyguluyoruz. Sonra da 1000 TL
taksit 0dedikten sonra kalan miktar bizim yeni borcumuz oluyor. Kisalik

icin bunlar1 dogrudan yazalim.

Her defasinda kalan borcu-
muz icin yalnizca bir donem-
lik faiz 6diiyoruz.
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Son ay Odenen 216,04 TL
bizim bu borg icin fazladan
o0dedigimiz para, yani 6dedi-
gimiz toplam faiz oldu. Faiz
miktar1 da bor¢ azaldikca
azaldig1 icin ilk aylarda en
yiiksek seviyedeydi, zamanla
gittikce azaldu.

Dordiincii ayin sonu itibari ile
Devreden borg 2167,04 TL

Faiz 6demesi 2167,04 x 0,0137 = 29,69 TL

Aylik taksit 1000 TL

Anapara 6demesi 1000 — 29,69 = 970,31 TL

Kalan borg 2167,04+ 29,69 — 1000 =1196,73 TL

Besinci ayin sonu itibar ile

Devreden borg 1196,73 TL

Faiz 6demesi 1196,73 x0,0137 =16,39 TL

Aylik taksit 1000 TL

Anapara 6demesi 1000 — 16,39 = 983,61 TL

Kalan borg 1196,73+ 16,39 — 1000 = 213,12 TL

Altinc1 ayin sonu itibari ile
Devreden bor¢ 213,12 TL
Faiz 6demesi 213,12x0,0137=2,92 TL
Odeme 216,04 TL

Sonuc olarak altinci ayin sonunda borcumuz bitmis oldu. Altinc: ay so-
nunda bir 6nceki aydan devreden 213,12 TL ile bu miktara uygulanan
bir aylik faizin toplami 213,12 4 2,92 = 216,04 TLyi 6deyip borcu bi-
tirdik; clinkii son ¢ikan miktar aylik taksitten daha kiiciiktiir.

Biitiin bunlar bir tabloda 6zetleyebiliriz arkadaslar, banka-
.

larda benzer 6deme tablolar1 vermiyorlar mi zaten!

Devreden Faiz Ayhik Kalan
Borg Odemesi | Taksit | Borc

1. ay sonunda 5000 68,50 1000 | 4068,50
2. ay sonunda 4068,50 55,74 1000 | 3124,24
3. ay sonunda 3124,24 42,80 1000 | 2167,04
4. ay sonunda 2167,04 29,69 1000 | 1196,73
5. ay sonunda 1196,73 16,39 1000 213,12
6. ay sonunda 213,12 2,92 | 216,04

Bu tablo ve hesaplar i¢in bir ka¢ noktay: agikliga kavusturalim. Tabloda
gordliglintiz gibi (hesaplarda da) bir ayin sonunda kalan bor¢ miktari
(tabloda son siitun) devam eden ay icin birinci siitunda olup, bu devre-
den borctur. Her ay icin bu devreden borca bir aylik faiz 6diiyoruz.
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Simdi bu 6rnekten sonra genel durumu anlamaya calisalim

@ arkadaglar. Yine bu hesapta da borcun ne zaman bitecegini
arastirip buradan genel duruma gecelim. Bir bankadan A TL borcu do6-
nemlik r faiz orani ile alalim. Eger bankaya bu borcu her dénem B TL
lik esit taksitlerle 6demek istersek borcu hangi donemde amorti etmis

oluruz?

Biz bir 6nceki problemde dénemi ay olarak almistik degil mi ﬁ
hocam?

a Evet Engin. Ama yil ya da baska bir zaman dilimi de olabilir,
72 bunun 6nemi yoktur.

Her dénemin sonunda B TL miktari bankaya 6diiyor ve borcu-

@ muzu bir miktar azaltiyoruz. Yani her donemin sonunda borg
miktarimiz degisime ugruyor. n dénem sonra borcumuzun sifirlanaca-
gin1 varsayalim ve k = 1,2,...,n olmak {izere, k'inc1 donem sonundaki

borcumuzu Ay, ile gosterelim. Yani,

A; = Birinci déonemin sonunda kalan bor¢ miktari
A, = Ikinci dénemin sonunda kalan bor¢ miktari
A = Kk'mc1 donem sonunda kalan bor¢ miktar
A, = 0

olur.

a O zaman A;’y1 A_; cinsinden hesaplarsak isimizi kolaylastir-
454 ) mus oluruz. (k — 1)inci donem sonunda borcumuz A;_; ol-
dugundan k’inc1 dénemde yalnizca bu miktar i¢in faiz 6deyecegiz. Bir
donem icin faiz orani r oldugundan k’inci1 dénemde r X A;_; kadar faiz
O0demeliyiz. Diger yandan donemin sonunda da B TL taksit 6deyecegi-

mizden, k’incit dénem sonunda kalan borg:
Ar=0+r)A,—-B

olur. Bunu kiiciik bir tablo ile daha anlasilir hale getirelim.
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Donem | Devreden Faiz Aylik Kalan
Borg¢ Odemesi | Taksit Borg
k—1 A4
k Ak—l rAk—l B (1 + r)Ak—l —B
6’ Simdi arkadaslar,
L2 A =(1+r)A-B

oldugunu biliyoruz. O halde buldugumuz denklem bize A,’yi verir. Yani
Ay, = (1+r)A;—B
= (1+r)(1+r)A-B]-B
= (1+r)PA-B[(1+1r)+1)]

olarak bulunur.

a Artik A,’yi bildigimize gore A3’li de bize yine ayni denklem
.4>% ) verir. Belki A;’{i yazarsak bir tahminde bulunabiliriz!

Bu hesab1 da ben yapayim hocam.

A3 = (1+T)A2_B
= (1+r((1+r)PA-B[1+r)+1)])-B
= (1+r)PA-B[(A+r) +1+r)+1]

Her bir k igin
oh
Ac=1+r)A-B[A+r) T +Q+r) 2+ + (1 +71)+1]
olur. Bu tahminimizin dogru oldugunu tiimevarimla hemen gosterebili-

riz, ama simdi buna hi¢ girmeyelim.

B nin katsayisi olan toplami daha 6nce 6grendigimiz formiil

52 yardimiyla
@+ -1 (a+n)k-1
A+ r)-1 r

T+1+r)+Q+r)? 4+ 1 +r)k!

seklinde ifade edebiliriz. Buradan da

1+r)k-1
A= (1+r)kA—B¥

bulunur.
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& Biz A,, = 0 olan n degerini aradigimiz icin

1+r)-1 .
1+ r)”A—Bf =0 yani r(1+r)"A=B[(1+r)"—1]
iliskisine ulasmis oluruz. Iste bu denklem bor¢c amortismanina hiikkme-
den denklemdir. Bu denklem gordiigiiniiz gibi dort degiskene baghdir.
Bunlar A, B, r ve n’dir. Eger bunlardan {gciini bilirsek doérdiinciisiinii
denklemden ¢ozeriz. Bizim i¢in 6nemli olan aylik taksit miktaridir; ana-

para, faiz orani ve donem sayisi verildiginde bu denklemden aylik tak-

sidi hesaplayabiliriz:
o or@+r)”
ST+ -1
@‘ Simdi benim otomobil kredisine donebiliriz artik.

Hocam ben de bu arada otomobil kredisi faizinin %1, 14 ol- s:z
dugunu cep telefonundan 6grendim.

Gokee'nin sOyledigi faiz oraniyla 30000 TL kredi cekelim.

s 52 Eger ayda 1000 TL taksitle bu borcu geri 6dersek kac ayda
bitecegini formiiliimiizle hesaplayalim. r = 0,0114, B = 1000 ve
A = 30000 degerleri formiilde yerlerine yazilirsa

0,0114(1+0,0114)"
(1+0,0114)"—1

1000 = 30000

0,0114(1,0114)"
= 30000-
(1,0114)" — 1
olur. (1,0114)" = x denilirse
(0,0114)x ,
1000 = 30000 - —1 yani x —1=1(0,342)x
x —

olur. Buradan x = ﬁ bulunur. x = (1,0114)" oldugunu animsarsak
(1,0114)" = ﬁ olur. Her iki tarafin logaritmalari alinirsa

log 0,658

nlog1,0114 = —10g0,658 > n=———— ~ 36,94
log1,0114

elde edilir. O halde banka kredisi ile arabayi alirsak borcumuz ancak
37'nci ayda biter. Yani bankaya faiz olarak hemen hemen 7000 TL fazla-
dan 6deme yapmis oluruz. Fakat otomobilimizi de hemen almis olacagi-
miz icin bir an 6nce de istedigimizi elde etmis olacagiz. Tabii bu zor bir
karar, bu faizi mi 6demeli yoksa paranin birikmesini mi beklemeli?
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‘6 Son olarak amortisman formiiliimiiz i¢in su 6érnegi yapalim ve
&~ % dersi bitirelim arkadaslar. Bir arkadasim bir bankadan ihtiyac
kredisi kullandi. Aldig1 kredi miktar1 10000 TL, vadesi 24 ay ve aylik

bilesik faiz %1,27 idi. Buna gore arkadasimin aylik taksidi ne kadar
olacak?

Ben hesaplayayim hocam. Formiiliimiiz

_ r(1+r)"
a4+ -1

seklindeydi. Burada A = 10000, r = %1,27 = 0,0127 ve
n = 24 alirsak:

0,0127(0,0127 4+ 1)**

B =10000- = 486,01 TL
(0,0127+1)%4 -1 ‘
bulunur.

Dzet

Bu béliimde yasantimizin bir parcasi olan yiizde ve faiz hesaplarini in-
celeyip, bilesik faiz uygulamalar yaptik. Sonrasinda bankalardan kredi
kullanirken isin en 6nemli 6gesi olan bor¢ amortismani formiiliinti elde

edip uygulamadan 6rnekler verdik.
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Okuma Parcasi

Kaime

Osmanly Imparatorlugu'nda ilR, banknotlar idari, sosyal ve yasal reformlann giindeme geldigi
tanzimat doneminde tedaviile ¢ikanilmistir. Banknotlar bu donemde esas olarak, reformlann finanse
edilmesi amacyla basimstrr. IR Osmanly banknotlan Abdiifmecit tarafindan 1840 yihnda "Kaime-1
Nakdiye-1 Mutebere” advyla, bugiinkii dille 'Para Yerine Gegen Kagit', bir anlamda para olmaktan ¢ok,
faiz getirili borg senedi veya hazine bonosu niteliginde olmak, iizere ¢ikanifmistir. Bu paralar matbaa
baskist olmayp, elle yapilmis ve her birine de resmi miihiir basumistir. Kaimelerin zaman icerisinde
taklidinin Rolayca yapilmas: ve Ragit paraya olan giivenin azalmasi nedeniyle 1842 yilindan itibaren
matbaada bastinimasina  baglanarak, el yapimi olanlarla dejisimi sajlanmistir.  Osmanh
Imparatorlugu'nda 1862 yihna Radar cesitli sekil ve miktarlarda &azme 1ﬁm§ ecfz[mz)stzr Osmanl
Imparatorlugu'nda, 1856 yilinda Ingiliz sermayesi ile Kurulan
Osmanli Bankas: "Bank:1 Osmani', 1863 yhnda Fransiz ve Ingiliz
ortakliginda "Bank-1 Osmanii Sahane" advyla bir devlet bankast
niteligini Razanmstir. Osmanli Imparatorlugu'nun sik sik_Avrupa
piyasalanindan borglanmak, zorunda Raldiji donemlerde Ingiltere
ve Fransa, devletten ziyade, KRendi idaresi altindaki bu bankaya
giiven duymus ve mali iliskilerini bu banka Ranaliyla yiiriitmeyi

TARHVEMEDEN!YET.ORG.

terci etmistir. Osmanl Imparatorlugu, Osmanli ®Bankasina

hiikiimetin hi¢ bir bicimde Ragit para basmayacagi ve baska bir

Kuruma da bastirmayacagi taahhiidiinde bulunarak, 30 yil siire

ile Ragit para ihract imtiyazini vermistir. Osmanl Bankast ik,
olarak, 1863 yilinda, istendijinde altina cevrilmeRk, iizere, Maliye

Nezareti ve Rendi miihiirlerini tastyan banknotlan tedaviile
cikarmis, 1863-1914 yillan arasinda da ¢esitli seRil ve miktarlarda
banknot ihrac etmistir. Yukanda belirtilen taahhiit verilmekle
birlikte, Osmanli yonetimi Osmanli Bankasi ile anlasarak, halk,
arasinda "93 Harbi" olarak bilinen 1876-1877 Osmanli-Rus Savagt
swrasinda, savas masraflanm Rarsilayabilmek amactyla Raime ihrag
etmistir. Kaimeler, 30 Mart 1915 yihnda ¢iRanlan bir kanunla
"Evrak-1 Nakdiye'ye doniistiiriilmiistiir. Kurulus yllannda Tiirkiye
Cumhuriyeti Hiikjimetinin Rendine ait madeni ve Ragit paralar
olmadigindan 1927 yna Radar Osmanlh  Imparatorlugu
doneminden devren Ralan madeni paralarla "Evrak-1 Nakdiye'ler
tedaviilde Ralmigtir.

20 kurugluk kaimenin 6n yiizii ve arka yiizii

Kaynak: http://www.tcmb.gov.tr/
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Cikarin Ka gitlari

Bir bankadan %1,25 aylik faiz orani ve
12 ay vade ile 5000 TL tiiketici kredisi ceki-
lirse, aylik geri 6deme taksitleri ne kadar olur?

A) 453,12 B) 450,55
C) 470,70 D) 440,46
E) 465

Bir bankadan %1,25 aylik faiz orani ve
24 ay vade ile 5000 TL tiiketici kredisi ¢eki-
lirse, aylik geri 6deme taksitleri ne kadar olur?

A) 252,25 B) 250,50
C) 245,11 D) 242,43
E) 160,74

Bir bankadan %1,25 aylik faiz orani ve
36 ay vade ile 5000 TL tiiketici kredisi ¢eki-
lirse, aylik geri 6deme taksitleri ne kadar olur?

A) 185,65 B) 160,50
C) 184,25 D) 165,70
E) 173,32

Bir sayinin %17’si ile %25’inin toplami 21
olduguna gore, bu say1 asagidakilerden hangi-
sidir?

A) 30 B) 40
Q) 50 D) 100
E) 200

Ortak carpani 2 ve ilk terimi 3 olan bir
geometrik dizinin doérdiinci terimi asagidaki-

lerden hangisidir?

A) 24 B) 30
C) 26 D) 32
E) 28

Bir yatirimc1 10000 TL parasinin %70'i ile
fiyat1 5 TL olan bir hisse senedi aliyor. Kalan
parasi ile de fiyat1 20 TL olan baska bir hisse

senedi aliyor. Bir ay sonra fiyat1 5 TL olan ka-
git 7 TLye ve fiyat1 20 TL olan kagit 25 TL'ye
yiikseliyor. Bu yatirimcinin toplam ki yiizde
kag olmustur?

Bir bankanin aylik faiz orani %1, 2 ise yil-

lik faiz orani asagidakilerden hangisidir?

A) %10 B) %18
C) %13 D) %21
E) %15

Aylik enflasyon oraninin %0, 8 oldugu bir
iilkede yillik enflasyon orani nedir?

Bir bankadan %1,25 aylik faiz orani ve
12 ay vade ile 10000 TL tiiketici kredisi ceki-
lirse, borcun amortismani sonucunda édenen
toplam faiz miktar1 asagidakilerden hangisi-
dir?
A) 830,99 TL
C) 850,60 TL
E) 840,45 TL

B) 830,20 TL
D) 835,50 TL

Sezon fiyat1 180 TL olan bir ayakkabi-
nin fiyati1 indirimde 135 TLye diismiistiir. Bu
durumda ayakkabidaki indirim orani asagida-
kilerden hangisidir?

A) %20 B) %35
C) %25 D) %40
E) %30
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Cozumler

Geri 6deme icin buldugumuz bor¢ amor-

tismani formiiliinde

_ r(l+r)"
Ao

idi. n =12, r =0,0125, A= 5000 TL deger-
lerini formiilde yerlerine yazarsak:

0,0125(1+0,0125)!2
" (140,0125)2—1
0,0125(1,0125)"?

T (1,0125)2 -1
0,0125-1,16
1,161

0,0145

0,16

= 453,12

= 5000

= 5000-

bulunur. Dogru yanit bu nedenle A secenegi-
dir.

r(+r)t
A — 7
1+r)r-1
bor¢ amortismani formiiliinde n = 24, r =
0,0125, A = 5000 TL degerleri yerlerine ya-

zilirsa:

0,0125(1+0,0125)%*

(1+0,0125)%4 —1
= 242,43 TL

B = 5000-

elde edilir. Dogru yanit bu nedenle D secene-
gidir.

@+t
AT yo1

bor¢ amortismani formiiliinde n = 36,
r = 0,0125, A = 5000 TL degerlerine yerle-

rine yazilirsa:

5 - 0,0125(1 +0,0125)%¢
B (140,0125)36 —1
= 173,32TL

elde dilir. Dogru yanit bu nedenle E secenegi-
dir.

Aranan sayiy1 x ile gosterelim. Bu sayi-

nin,

) 17 . 25
%17’si x-—— ve %251 x-——
100 100

oldugundan toplamlari,

17x 25x 42x

100 * 100 100

bulunur. Bu toplam da 15 olarak verildigine

gore
42x

100

den x =100- % = 50 olarak bulunur.

21

Dogru yanit C secenegidir.

Bu geometrik dizinin ilk terimi 3 ve ortak
carpani da 2 oldugundan ilk dort terimi:

aq = 3

a, = 2-a;=6

a3 = 2-a,=2-6=12
a; = 2-a3=2-12=24

olarak bulunurlar. Dérdiincii terim 24 olur.
Dogru yanit A secenegidir.
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Bu yatirimcinin parasinin,

70
%701 10000 - 100~ 7000TL

dir. Bu miktar ile 5 TLlik hisse senedinden
722 = 1400 tane, kalan 3000 TLsi ile 20
TLlik hisse senedinden 222 = 150 tane

alir. Bir ay sonra birincisiniliodegeri toplamda
1400 - 7 = 9800 TL ye ulasirken, ikincisinin
degeri toplamda 150 - 25 = 3750 TLye ulasir.
Yani toplam parast 9800 + 3750 = 13550 TL

olur. Bu yatirimcinin kar1 3550 TL'dir. Bu karin

anaparaya orani 1305050% = 0,355’dir. Yani yati-

rimci1 %35, 5 kar etmistir.

Faiz oraninin ne oldugunu tekrar anim-
sayalim: Bankaya yatirilan P; lira bir zaman
dilimi sonunda P, liraya ulasiyorsa bu za-

man dilimi icin uygulanan faiz orani P2; By
dir. Burada baslangicta ne kadar paranin ban-
kaya yatirildiginin da bir 6nemi yoktur, dolay1-
styla bankaya 1 lira yatirildigini diisiinebiliriz.
Simdi aylik %1, 2 faiz orani ile 1 liranin 12 ay
sonra kag lira olacagini bulalim. Bunu da bul-
dugumuz

P,=P(1+r)
formdiiliinde faiz orani r yerine 0,012, n yerine
12 ve P yerine de 1 alirsak
P, = (1+40,012)*2
= 1,012
= 1,15
olur. Bu durumda bir yilda 1 lira 1,15 liraya

yiikselmistir. Dolayisiyla yillik faiz 0,15 olur.
Yani yillik faiz %15 dir.

Dogru yanit E secenegidir.

Enflasyon da aynen faiz mantig: ile cali-
sir. Faizin ne kadar getirisi varsa enflasyonun

da o kadar gotiiriisii vardir. Yani yine

P,=P(1+71)"

bilesik faiz formiiliinii P =1, r = 0,008 ve
n = 12 alarak kullanabiliriz. Sonugta P;5 — 1
yillik enflasyon orani olur.

P, =(1+0,008)2-1=0,1
yani yillik enflasyon orani %10 olur.

Oncelikle 12 ay vade ve %15 faiz orani
ile alinan 10000 TL'nin aylik taksidini hesap-

layalim.
_ r(1+r)"

T+ -1
formiiliinde
A=10000, r =0,0125 ve n =12 alinirsa,

0,0125(1+0,0125)'2

(1+0,0125)12 -1
= 902,58

B = 10000

bulunur. Buradan, toplam 6denilen para mik-
tarinin 902,58 x 12 = 10830,99 TL oldugu
goriiliir. Dolayisiyla fazladan ddenilen miktar
10830,99 — 10000 = 830,99 TL olup bu da
O6denen toplam faizdir.

Dogru yanit A secenegidir.

Ayakkabinin fiyatinda olusan mutlak
degisim 180 — 135 = 45 TLdir. Dolayisiyla
ylizde degisim orani % TL/dir. Bu ise
% = % dir. Yani ayakkabi fiyatindaki indi-
rim orani %25 dir. Dogru yanit bu nedenle C

secenegidir.
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6 Dogrusal Denklem Sistemleri ve Matrisler

iki Bilinmeyenli Dogrusal Denklem Sistemleri

a Gokge, bugiin seni biraz nesesiz gordiim. Canini sikan birsey

8% ) mivar?

Evet hocam, uzun siiredir gormedigim bir arkadasimi gérdiim ‘
ve bana ¢ok kilo aldigimi séyledi. Moralim ¢ok bozuldu.

Diyet yap sen de o zaman Gokge. Son zamanlarda diyet yap-

mak glindemde biliyorsun. Kitaplar, televizyon programlari, ‘
internet bunlarla dolu.

Haklisin Zeynep. Uygun bir diyet listesi bularak bir an evvel ‘
diyete baslayayim.

6’ Eee, bu kadar diyet so6zii ettiniz madem. Size diyet ile ilgili
7S bir problem séyleyeyim.

Hocam, diyetin de problemi mi olurmus?

Evet, diyelim ki diyetisyene gittiniz ve o size her 6giin icin yi-

@ yecek listesi vermek yerine her 6giinde almaniz gereken pro-
tein ve karbonhidrat miktarlarini yazan bir liste; beraberinde de yiye-
ceklerin protein ve karbonhidrat miktarlarini gésteren bir tablo verdi.
Kolaylik olsun diye yaglar1 bir kenara birakalim. Varsayalim ki 6gle ye-
meginde 8 gr protein ve 36 gr karbonhidrat almaniz gerekiyor ve iki

cesit yiyeceginiz var.

Tabii ki hocam. Ogrenci biitcesiyle bir 6giinde bes cesit yi- %
yecek halimiz yok! [
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Haklisin belki Selcuk. Ancak her 6grenci ekmek ve corba bu-

ﬁ labilir herhalde. Bir dilim ekmekte 2 gr protein ve 12 gr kar-
bonbhidrat, 1 kése ¢orbada 4 gr protein ve 12 gr karbonhidrat var olsun.
Diyetteki bir kisi 6gle yemeginde kac dilim ekmek yeme ve kag kase

corba i¢gme hakkina sahiptir?

Hocam, bence bu problem denklem kurmadan ¢oziilemez.

a

@ Haklisin Engin. Bu problem denklem kurmadan hatta iki tane
denklem kurmadan kolay ¢6ziilemez.

Haydi o zaman denklemlerimizi kuralim artik!

Once protein ile ilgili denklemimizi kuralim m1 arkadaslar? x
ile dilim sayisini, y ile de kase sayisini gosterirsek; bir dilim
ekmekte 2 gr protein varsa x dilim ekmekte 2x gr protein olacaktir.
Bu kadar basit. O halde ¢orbanin da bir kasesinde 4 gr protein varsa y
kase corbada 4y gr protein olacaktir. Ustelik 6giin icin gerekli protein
miktar1 8 gr oldugundan ekmek ve corbadaki proteinlerin toplami da
8 gr olmalidir. O halde denklemimiz 2x 4+ 4y = 8 olmalidir, degil mi
arkadaslar?

Denklemimizin biri kuruldu bile.

Evet Engin. Bu kadar iste. Gokce, sen de karbonhidrat hesa-
bina uygun denklemi soyleyebilirsin bize artik.

Cok basit hocam! Hemen soOyliiyorum:

Bir dilim ekmekte 12 gr karbonhidrat varsa x dilim ekmekte

12x gr karbonhidrat ve 1 kase corbada 12 gr karbonhidrat

varsa y kase corbada 12y gr karbonhidrat olur. Ogiin icin ge-

rekli olan karbonhidrat miktar1 36 gr idi. O halde bu denklem ﬁ-
de 12x + 12y = 36 olur.

Protein

(gn)

Karbonhidrat
(gn)

Ekmek
(dilim)

2

12

Gorba
(kase)

4

12

Ogiin icin
gerekli miktar

8

36
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3

Sekil 6.1: 2x + 4y = 8 dogrusu.

5’ Bravo Gokge! Gercekten bu kadar basit. O zaman kosullarimiz
7S bize iki bilinmeyenli iki denklem vermis oldu degil mi?

fyi de hocam, iki denklem varken x ve y’yi nasil bulalim? ii‘a
Coziime hangi denklemden baslayacagiz?

6’ iki veya daha fazla denklemimiz varsa bunlara denklem sis-
7S temi diyoruz Gokce. Denklem sistemimiz

2x + 4y = 8
12x + 12y = 36

olduguna gore bu denklemlerin ortak ¢oziimiinii arastiralim.

Ortak ¢6ziim mii? Bu da nereden ¢ikt1?

Simdi anlayacaksin Selguk. Kurdugumuz denklemlerin her

ikisinde de bilinmeyenlerin yani x ile y’nin derecelerinin bir

olduguna dikkat edelim. O halde geometrik olarak bu denklemlerden

her biri diizlemde birer dogru gosterir. Bunu biliyorsunuz degil mi?

Ben bu dogrular ¢izebilirim hocam. Daha 6nce farkli iki nok-
tadan bir tek dogru gectigini 6grenmistik. i

@ Tamam o zaman. Hemen birinci denkleme karsilik gelen dog-
S\ rudan basla Engin.

ilk olarak bu dogrularin eksenleri kestigi noktalar1 bulayim
hocam. ilk denklemimizde x = 0 alirsak 2 -0+ 4y = 8 ol-

8
dugundan y = ri 2 bulunur. Simdi de y’ye sifir vereyim;

8 :
2x +4 -0 =8 oldugundan x = = = 4 olur. Iste size iki nokta;

(0,2) ve (4,0). Bu noktalardan gecen dogru ilk denklemimizi Q
belirten dogrudur, degil mi hocam?
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ﬂ Evet dyle. Sira ikinci denklemde.
Benzer bi¢cimde ikinci dogrunun eksenleri kestigi noktalar: si- -@
rayla x ve y’ye sifir vererek (0, 3) ve (3, 0) olarak elde ederiz.

Dogrularin cizimlerini yaptik. Tamam ama, bunlar tek tek ne

ise yarar ki? Biz ortak ¢6zlim aramiyor muyuz?

@ Cok haklisin Gokce. Haydi gelin bunlari bir de ayni diizlemde
(SN cizelim. Bakalim ne cikacak?

Aaaa hocam, dogrular tek bir noktada kesistiler (Sekil 6.3). ﬁ

Yoksa bu kesisim noktas: denklem sisteminin ¢6ziimi mii?

@ Kesinlikle Engin.
[N\
Iyi giizel de bu ortak noktanin yani iki dogrunun kesistigi nok-
tanin koordinatlarini nasil bulacagiz? Milimetrik kagit mi1 kul- 'i

lanacagiz?

Milimetrik kagidi nereden bulacagiz hocam? Bunun bir baska igii
yolu yok mu?

Tabii ki var, hatta birden fazla yolu var Gokce. Bunlardan biri
ﬂ ilk denklemdeki bilinmeyenlerden birini cekip ikinci denk-
lemde yerine yazmaktir. Bu durumda ikinci denklem tek bilinmeyenli
bir denkleme indirgenecektir. Boylece bulunan denklemin ¢6ziimiinden
bir bilinmeyenin degeri elde edilecektir. Once bunu gerceklestirelim. Bi-

liyorsunuz denklem sistemimiz

2x + 4y = 8
12x + 12y = 36

8 —2x
4

idi. Birinci denklemden y’yi ¢ekelim isterseniz. y = =2- EX

olur.

\3y

3\: x
Sekil 6.2: 12x + 12y = 36 dog-

rusu.

y
R
~

Sekil 6.3: 2x + 4y = 8 ve 12x +
12y = 36 dogrularinin kesisim-
leri.
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i Simdi de bunu diger denklemde yerine yazalim arkadas-

58 lar.

1
Ben yazdim bile hocam. 12x + 12 (2 - Ex) = 36, yani

12x+12-2—12-%x = 36
12x —6x = 36—24

(12—-6)x = 12

6x = 12

Q
buldum.

1
y=2- 5* bulmustuk, simdi bu denklemde buldugumuz x
degerini yani 2’yi yerine yazalim.

1 a
y:2—§-2=2—1=101duhocam.

&. iste bu kadar. Gordiiniiz mii? iki dogrunun kesisim noktasi
olan (x, y)yi (2,1) olarak buldunuz arkadaslar.

O halde hocam bu sonug, diyet yapan kisinin 6gle yemeginde
2 dilim ekmek ve 1 kase ¢orba hakkinin oldugunu soyler degil sa
mi? Ne giizel! Hem ucuz hem kolay diyet. Hemen basliyorum.

Bu ¢6ziim yontemine yerine koyma yontemi denir.
8
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Bu isi kavradiniz, haydi simdi de su sistemin ¢6z{imiine baka-
lim:

4x+3y = 18

6x —3y = 12.

Bunu ben deneyeyim hocam. Denklemleri taraf tarafa toplar-
sak

4x + 3y = 18
+ 6x — 3y = 12
10x = 30

olur. 3y ile —3y sadelesiverdi ve x = % = 3 ¢ikt1 iste. Bunu ﬂ

da denklemlerden birinde yerine yazabilir miyim hocam?

a Evet Engin. Hic farketmez istedigin birinde yerine yazabilir-
7)) sin.

Birincide yazayim. 4-3 + 3y =18, 12+ 3y =18, 3y =6, ﬂ
y = 2 cikt1. O halde sistemin ¢6ziimii (3, 2) noktasi oldu.

a Bdylece yeni bir ¢6ziim yonteminiz oldu arkadaslar. Eger veri-
& len iki denklemde de bilinmeyenlerden birinin katsayilar: esit

ise ya da uygun bir sayiyla denklemlerden birinin her iki yani ¢arpila-
rak katsayilar esitlenebiliyorsa bu bilinmeyeni yok edebiliriz. Bu yolla
sistemin ¢6ziimiinii bulmaya da yok etme yontemi denir.

Arkadaslar Mete Hoca'nin soylediklerini kullanarak
N

2x -3y = -7
x+6y = 34

dogrusal denklem sistemini ¢6zebilir miyiz? Ne dersiniz?
Artik olay1 kavradik. Bunu ben bile ¢ozebilirim. Ilk olarak her

iki denklemde de bir bilinmeyenin katsayilarini esit hale geti- 'E'
recegiz degil mi Pinar Hocam? ¥
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B

Evet Selguk. Katsayilar esit hale getirirseniz, denklemleri ta-

457 raf tarafa cikartirsiniz; katsayilari zit isaretli hale getirirseniz,

denklemleri taraf tarafa toplarsiniz.

Tamam hocam. Sistemin birinci denkleminin her iki yanini 2
ile carpiyorum.

Neden denklemin her iki yanini da 2 ile carptik? Bilinmeyen-

ler sol tarafta, sadece sol tarafi carpsak olmaz mi1?

O zaman esitligi bozardik.

Aferin Selcuk.
A‘ﬁ./‘

O halde devam ediyorum:

2-2x=-3y) = 2-(=7)

x+6y = 34
4x -6y = -—14
x+6y = 34

olur. $Simdi de denklemlerin her iki yanini taraf tarafa toplar-
sak
4x — 6y = -14
+ x + 6y = 34

5x = 20

ve x = 4 buluruz.

Bu x degerini denklemlerimizden birinde yerine yazmak y’yi
bulmak icin yeterli degil mi Selcuk?

Evet Zeynep. x = 4 degerini ben ikinci denklemde yerine yaz-
dim ve y = 5 buldum. O halde denklem sisteminin ¢ézliimii
(x,y)=(4,5) olur.

%
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Mete Hocam, kafama bir soru takildi: iki bilinmeyenli her

denklem sisteminin her zaman bir ¢6ziimii var midir? Varsa

hep tek midir?

6 Bu sorunun cevabi olumsuz Engin. Sistemdeki her bir denk-
2% lem diizlemde bir dogruya karsilik geldiginden, bu soru ge-

ometrik olarak iki dogru her zaman kesisir mi, kesisirse tek noktada mi1
kesisir sorusuna doniisiir ki bunun cevabini grafikle verebiliriz.

Ornegin yandaki grafikteki ¢; ve £, paralel dogrularini goz
A

’ y
&\ Oniine alalim. £, ve £, dogrularinin hicbir ortak noktasi olma- / b
1
digindan bu dogrularin denklemlerinden olusan sistemin ¢6ziimii yok-
ur ae,
4 v

Grafikleri verilen bu dogrularin denklemlerini kolayca yaza- /
biliyorduk hocam.

x |y : ~

0, : Y TZl = —x+y=lyaniy=x+1

Sekil 6.4: Birbirlerine paralel olan
y

=

x B}
ly : T+ 1 = x—y=1lyaniy=x-1 £, ve (, dogrularl.

0 y=mx+n
£y y =myx+n,

dogrularin denklemleri olur, degil mi?

Bu dogrularin egimleri ayni ¢ikt1! olmak tizere m; = mj, ve
n; # n, ise dogrular paralel;
m, = m, Ve n; = n, ise dog-

@ Tabii, paralel dogrularin egimleri aynidir. I
%

@ Bir de y
S\ —x Aty =1 "
—2x + 2y = 2

denklem sistemini olusturan dogrularin grafiklerini ¢izin bakalim. 1

Bu iki denklem de ayni dogruyu verdi hocam. Bu durumda ne $ekil 6.5: Galusikolan —x+y =1
ve —2x + 2y = 2 dogrulari.

diyecegiz?

@ Bu durumda bu iki dogrunun biitiin noktalar ortak oldugun-
(N dan sistemin sonsuz ¢oziimii vardir deriz (Sekil 6.5).
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Sekil 6.6: ikiser ikiser birbirine
distan teget olan iic cember ve
cemberlerin merkezleri arasindaki
uzakliklar.

Uc Bilinmeyenli Dogrusal Denklem Sistemleri

6’ Simdji size geometriden bir problem sorayim. ikiser ikiser bir-
7S Dbirine distan teget olan ve merkezleri A, B ve C olan iic tane
¢ember ve bu cemberlerin merkezlerinin arasindaki uzakliklar |AB| = 16

birim (br), |JAC| = 18 br ve |BC| = 10 br olarak verilirse her bir cemberin
yaricapini bulabilir misiniz?

Burada iic cember var. O zaman ii¢ yaricap var. Ustelik iiciinii ii‘a
de bilmiyoruz!

Bravo Gokge, bunu anladim da asil is bu yaricaplari bilinme- /({2
yen kabul eden denklemleri bulmakta. [ 4

@ Telaslanmayin arkadaslar. Bir sekil yardimiyla bu denklem-
(N leri kurabiliriz. A merkezli cemberin yaricapina ry, B merkezli

cemberin yaricapina r, ve C merkezli cemberin yaricapina r; dersek
merkezler arasindaki uzakliklar her defasinda iki yaricapin toplamai ola-

cagindan
ri+ry = 16
ri+r; = 18
ro+r; = 10

olur. Boylece ii¢ bilinmeyenli ii¢ denklemden olusan bir sistem bulmus

oluruz.

Uc denklem, iic bilinmeyen. Oley!

3 Aferin Selcuk. Peki bu ii¢ bilinmeyenli dogrusal denklem sis-

(N temini nasil ¢bzeriz?

Yerine koyma yontemini denesek? Onu 6grenmistik. Ornegin,
birinci denklemden r,’yi, ikinci denklemden r5’{i ¢ekip son

denklemde yerine yazsak
(16 —r;)+ (18 —r;) =10

denklemini bulmus oluruz, hem de tek bilinmeyenli. Buradan .
34 —2r; =10, 2r; =24, yanir; =12 bulunur. #
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O zaman,

ry=16—r; oldugundan r,=4

r3 =18 —r; oldugundan r; =26 ﬂ
olur.

Uc bili li ic denklem-
Miikemmel! Boylece cemberlerin yarigaplari da r; = 12 by, § PLITHEyElE ug genscert

@' . . o den olusan bir denklem sis-
/LS 1, =4 brve r; =6 br oldu. Sistemin tek ¢6ziimii de

teminin ¢oziimleri sirali iig-

(r1,79,75) = (12,4, 6) liller biciminde yazilabilir.

olarak bulunmus oldu.

Hocam, ii¢ bilinmeyenli denklem sistemleri ile ilgili bir 6rnek ﬂ
daha yapabilir miyiz?

@ Tabii ki Engin. Haydi

=

(=N
x — 2y + 32z = 9
-x + 3y = —4
2x — S5y + 5z = 17

sistemini ¢6zelim. Engin soruyu sen sordun, dene bakalim yok etme yo6n-
temiyle ¢ozebilecek misin?

Hay Allah! Sormasa miydim acaba bu soruyu? iki bilinme-
yenli denklem sistemlerinden farkli olarak bir bilinmeyen ve ?
bir denklem fazla. Bir diisiineyim... L

6 Engin’i fazla yormayalim. Birinci denklemle ikinci denklemi  Bjrinci denklemle ikinci denk-
Vr‘ﬁ taraf tarafa toplayip sonra bunu ikinci denklemin yerine ya- lemi taraf tarafa topladik:

zalim:
x — 2y + 32 = 9 o=y &

+ —-x + 3y
y + 32 = 5
2x — 5y + 5z = 17

y + 32 =5

Simdi de birinci denklemi —2 ile carpip {iciincii denklemle taraf tarafa Birinci denklemi -2 ile carpip

toplayalim, onu da ii¢lincii denklemin yerine yazalim: ficiincii denklemle taraf tarafa

topladik:
x — 2y + 3z = 9 —2x 4+ 4y — 6z = -—18
y+32,: 5 + 2x — 5y + 52 = 17
-y — z = -1

-y - z = -1



142

6 Dogrusal Denklem Sistemleri ve Matrisler

Bir denklem sistemini ¢Oz-
mek icin sirasiyla asagidaki
islemler uygulanirsa siste-
min ¢6ziimii degismez.

1. Iki denklemin yeri de-
gistirilebilir,
2. Sistemdeki bir denk-

lem sifirdan farklh bir
say1 ile carpilabilir,

3. Bir denklem bir sayi
ile carpilip, sistemdeki
diger bir denkleme ek-
lenebilir.

Mete Hocam, son iki denklemdeki x’li terimler yok oldu.

temin son iki denklemini toplayip ti¢lincii denklemin yerine

Daha sistemi ¢ézmedik ama arkadaslar. Yeni elde edilen sis-
Sa

yazalim:
x—2y+3z = 9
y+3z = 5
2z = 4.

Artik bu sistemin kolayca coziilebilecegini gériiyorsunuzdur. Uciincii
denklem bize dogrudan z bilinmeyeninin degerini verir, 2z = 4’ten
z = 2 olur. Bunu ikinci denklemde yerine yazarsak y 4+ 3 -2 = 5’ten
y = —1 olur. Son olarak da birinci denklemde z yerine 2 ve y yerine —1
yazilirsa x —2-(—1)+3:2 = 9’dan x = 1 bulunur. Demek ki ¢6ziimiimiiz
x=1,y=-1vez=24dir.

Yani basamak basamak asagidan yukari yerine yazarak siste- @;

r
min ¢6ziimiini bulduk.

Mete Hocam, iki bilinmeyenli dogrusal denklem sistemle-
rinde oldugu gibi {i¢ bilinmeyenli denklem sistemlerinde de ﬂ
her zaman ¢6ziim olmayabilir degil mi?

6’ Haklisin Engin. Simdiye kadar yaptigimiz 6érneklerde ¢6ziim
7S var ve tekti. Simdi de

3x + 5y + 7z = 10
2x + 4y — =
2x + 4y — =z =7

Il
(o)}

sistemini diistinelim.
Hocam, son iki denklemin sol yanlar esit fakat sag yandaki

sayilar farkli. Aymi ifade farkl iki sayiya esit olur mu hic? Biz- l
den imkansizi bulmamaizi istiyorsunuz herhalde!

‘6 Gok iyi gordiin Zeynep! Bu celiskiden dolay sistemin hi¢bir
‘\JﬂA ¢6zimi yoktur.
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@ Biraz once bir dogrusal denklem sistemini ¢6zerken yok etme
(XN yontemini kullandiniz. Bu islemi yaparken de dikkat ettiyse-

niz x, y, z bilinmeyenleri ile degil de bunlarin katsayilari ile islem yap-

tiniz. Simdi

x + y — 3z =6

2x — y + 3z =11

4x + 2y — 3z =14

sistemini goz 6niine alalim. Bakalim neler olacak?

Sihirli degneginizi sisteme dokunduracaksiniz ve sistem ¢o- g
zlilmiis olacak, degil mi hocam?

a O kadar olmasa da benzer isleri baska yoldan yapacagiz
52 Selcuk. Boylece sistem kolayca ¢oziilmiis olacak. Bir an icin
x, ¥y, z bilinmeyenlerini ve esitlik isaretini gormeyip sadece katsayilar

yazalim:
1 1 -1 6
2 -1 3 11
4 2 -3 14

Boyle yaparak bana gore sadece bir say1 y1gini1 elde ettik ho- s:i
cam.

@ Gokee biraz dikkat edersen bunun bir say1 yigin1 olmadigini,
(N her satir1 sistemin bir denklemine karsilik gelen bir tablo ol-

dugunu hemen goreceksin.

Birinci siitun x’in, ikinci siitun y’nin ve ticiincii stitun da 2z’nin
katsayilarindan olusuyor. Son siitun da esitliklerin diger ya-

nindaki sayilardan, degil mi hocam?

@ Aynen Oyle Engin. Dahasi da var: Bu tabloyu, denklem siste-
(N mini ¢c6zmek icin yok etme yontemini uygularken x, y, z'leri

siirekli tasimadan dogrudan kullanabiliriz.
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Tanim Bir matristeki diiz
yatay bir siraya matrisin bir
satir1, dikey bir siraya matri-
sin bir siitunu ad1 verilir.

Tanim Sadece bir satirdan
olusan matrise satir matrisi,
sadece bir siitundan olusan
matrise siitun matrisi ad1 ve-
rilir.

‘6 Ayrica Pmar Hoca’nin olusturdugu tablo koseli iki parantez
& { icine alinirsa

tablosu elde edilir. Uc satir ve dort siitundan olusan bu tabloya 3 x 4
boyutunda bir matris denir. Bu tablonun siitunlar1 x, y ve z’nin katsa-
yilarindan olusan {i¢ siitun ile esitligin ikinci yanini veren bir siitundan
olustugu icin buna 6zel olarak sistemin genisletilmis matrisi denir. Sa-

dece x, y, z’'nin katsayilarindan olusan

1 1 -1
2 -1 3
4 2 -3

matrisine sistemin katsayilar matrisi denir. Bu matrisin icindeki her bir
saylya da bu matrisin elemani denir.

Artik yok etme yontemini uygulayabilir miyiz hocam?

6 Evet Zeynep. Ancak baslamadan 6nce sizi matrisler iizerinde
- ti¢ degisik islem yapma hakkiniz oldugu konusunda uyarmak
isterim. Bu islemler: iki satirin yerlerinin degistirilmesi; bir satirin si-

firdan farkli bir say1 ile carpilmasi; bir satirin bir sayi ile carpilip bu

carpimin baska bir satirla toplanmasidir.

Genisletilmis matrisin birinci satirindaki elemanlar1 —2 ile

52 carpip, ikinci satirdaki elemanlarla toplarsak matrisimiz
1 1 -1 6
0 -3 5 -1
4 2 =3 14

matrisine doniisiir. Elde ettigimiz bu matriste birinci satirdaki eleman-
lar1 —4 ile carpip iiciincii satirdaki elemanlarla toplarsak, bu durumda

1 1 -1 6
0 -3 5 -1
0 -2 1 -10

matrisini elde ederiz.
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Gordiigiiniiz gibi birinci satirda ilk eleman 1 oldugu icin ikinci

;i ve {licilinci satirdaki sayilarin zit isaretlisi ile birinci satir1 car-

p1p sirastyla ikinci ve ii¢lincii satirlara ekledik ve bu satirlarin ilk terim-
leri O oldu.

@ Simdi bir alt satira gecelim. Burada 0’dan farkli ilk terimi
(N bulalim ve 6ncelikle bu terimi 1 yapalim. Bu islem bize bu
terimin altindaki elemanlar1 0 yapmada biiyiik kolaylik saglar. Bunun

1
icin ikinci satirt (—g) ile ¢arpalim. Bu durumda

1 1 -1 6 11 -1 6
0 -3 5 —1 | matrisinden [ 0 1 _g %
0 -2 1 —-10 0o -2 1 —-10

matrisini elde ederiz. Boylece ikinci satirda 0’dan farkl ilk terim 1 olur.

Hocam, isterseniz geriye kalan islemi ben tamamlayayim.

Ikinci satir1 2 ile carpip iiciincii satira eklersem, bu durumda

[ QS g
[

1
0

O
matrisini elde ederim.

@ Evet Engin. SOyledigim tam olarak buydu.
(N

Hocam, son bir adim daha devam edersek, son satir1 —% ile

WINWIUT =
)
@ |8 o

carparsam
1 1 -1 6 1 1 -1 6
01 —g % matrisinden | 0 1 —g %
oo -2 % 00 1 4

matrisini elde ederim.

a Zeynep’in son yaptigiyla, satir islemleri kullanilarak denklem

:/'I . . .
8% ) sistemimiz

x + y — z

<
|
“%
|
N wim O
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matrisleri verilsin.
A = B yani A matrisinin B

matrisine esit olmas: demek
ay; = byy, ap =byy

Ay = by, Az = by

olmasidir.
A ve B’nin toplami olan mat-
ris

aj;;+b a;,+b
Agpe| 1O A2t by

Ay + Dby ag+Dby
matrisidir.

Tanim Bir matrisin biitiin
elemanlar sifir ise bu mat-
rise bir sifir matris denir. Or-
negin,

o=[0],,

0=
00 2x2
[0 0 0 }
0=
0 00],,
farkli boyutlarda sifir matris-
lerdir.

seklini alir. Burada z = 4 ile baslayip, basamak basamak asagidan yu-
kartya dogru yerine koyarak sistemin ¢6ztimii (x, y,2) = (3, 7,4) olarak
bulunur.

6’ Her ne kadar biz dogrusal denklem sistemlerinin ¢oziimle-
7S rini bulmak icin matrislerden soz ettikse de matrisler konusu
oldukga genis bir konudur. Ayrintilara girmeden en azindan matrisler

tizerindeki bir kag temel islemin tanimini verip 6zelliklerini inceleyelim.

@ Toplam, fark, carpim gibi islemlerden bahsediyoruz. Bir mat-
Q:{‘ _risin boyutundan daha once s6z etmistik hatirlarsaniz. On-

Temel islemlerle neyi kastediyorsunuz hocam?

celikle sunu belirtelim ki yalnizca boyutlar1 ayni olan matrislerin top-
lamindan ve farkindan bahsedebiliriz. Iki matrisin toplami ya da farka,
elemanlar: bu iki matrisin karsilik gelen elemanlarinin toplami ya da

farki olan yeni bir matristir. Ornegin,
-1 -3 4 |.
ve B = ise
5 :| |: 2 -5 i|
2 1 -3 4
+
0 5 2 -5

o 24(=3) (-1 +4
0+2 5+(-5)

[ -1
B 2 0

yazilabilir. Ozel bir durum olarak bir matrisin tiim elemanlari sifir ise

bu matrise sifir matris denir ve O harfi ile gosterilir Bu durumda
2 -1 00

A=
0 5

ile O= [ o 0 :| matrislerini toplarsak,
2X2 2x2
(2 -1 0 0 2 -1
A+0= + = =Aolur.
0 5 00 0 5

O zaman O matrisi gercel sayilarin sifirina ¢cok benziyor.
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Evet Zeynep. Sifir matrisi, kendisiyle ayni boyuttaki
(SN matrislerin toplama isleminin etkisiz elemamdir. Ayrica
A+ B = B +A = O o6zelligine sahip B matrisine A matrisinin toplamaya

gore tersi denir ve —A ile gosterilir.

Biraz da carpma isleminden s6z edelim. Bir matrisi bir k sa-
yis1 ile carpmak demek matrisin tiim elemanlarini k sayisi ile
carpmak demektir. Ozel olarak bir A matrisini (—1) ile carparsak (—1)A

carpimi —A olacaktir.

Hocam, siz ¢arpimdan s6z edelim deyince ben de iki matrisin 'ﬁv
birbiriyle carpimini anlamistim. ¥

Tam da sira ona gelmisti Selcuk. Bunu bir érnekle acikla-

maya calisayim. K, L, M gibi {ic iilke ve bu iilkelerin sirasiyla
Ky, Ky; Ly, Ly, Ly; My, M, gibi havaalanlarinin oldugunu varsayalim.
Bu havaalanlan ve aralarindaki giinliik ucus sayis: ile ilgili asagidaki

cizelgeyi olusturalim. Havaalanlar1 arasindaki ¢izgiler ucus hattini ve
iizerindeki sayilar da giinliik ugus sayisini gostersin.

Ll
3 1
Kl 2 L2 2 L] Ml
2 2
Kz L3 3 2 (] M2

Hocam, biryerlere tatile mi gideceksiniz yoksa? Ne yapiyor-

Bir dakika Selguk. Ne yapacagimi biraz sonra goreceksin. Bu

sunuz?

;i verilere gore K iilkesinden L iilkesine ugus bilgilerini bir tablo
seklinde de ifade edebiliriz.

Varis
h.
Kaljas Li| Ly | Ls

Kil3|2]1

Kral2|0]1

147

a;; Q2 dis

A= ay ay axp

d3; dzp ds3

matrisi ve k € R icin

ka,; ka;, kaps
kA = ka21 ka22 ka23
ka31 ka32 ka33

matrisine A matrisinin k sa-
yist ile carpimi denir.
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3 21
2 01

S N DN

Bu tabloyu da bir matris olarak gorebiliriz:

3 21
2 01

Bu matris K’dan L’ye ucus bilgilerini kodlamaktadir. Benzer sekilde
L’den M’ye ugus bilgilerini de

w N =
o N DN

matrisi ile ifade edebiliriz. Ucus bilgilerini iceren bu matrislerden birin-
cisini U ve ikinci matrisi de V ile gosterelim. Peki K iilkesinin belli bir
havaalanindan M iilkesinin belli bir havaalanina L {ilkesinde aktarma
yaparak ucmak isteyenlerin ucus seceneklerinin sayisini da bulabilir mi-
yiz?

Evet hocam. Ornegin, K iilkesinin K, havaalanindan M iilke-
sinin M; havaalanina gitmek isteyen bir kisinin secenek sa-
yis1 cizelgeye bakarak hesaplanabilir. L; havaalani tizerinden

2 secenek ve Ly havaalani iizerinden 3 secenek var. L, ize-

rinden bir baglant1 yok. Demek ki toplam 5 secenek var.

6 Ancak bu say1y1 U matrisinin ikinci satir elemanlari ile V mat-
7S risinin birinci siitun elemanlarim kargilikli carpip toplayarak
hemen elde edebiliriz. Yani

1
3 21

2
2 01

3

2:140-24+1-3=5

o N DN

olur. Bu mantig1 kullanirsak K’nin K; (i = 1, 2) havaalanindan L’nin her-
hangi bir havaalanini kullanarak M’nin M; (j = 1, 2) havaalanina ug-
mak isteyen birinin ucus seceneklerinin sayisini bulmak istersek, U'nun
i. satir1 ile V’nin j. siitununun elemanlarini karsilikli carpip toplamak
yeterlidir.
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a Peki bunlarin olusturdugu yeni matris nedir bu du-
457 rumda?

Mete Hocam anlatirken ben bir yandan hesapladim. U ve
V’den elde edilen bu yeni matrise T dersek

r 1 2
3 21
T = 2 2
2 01

30

[ 3.142.241-3 3-242:2+41-0
2.1+0-241-3 2-240-2+1-0

~ [ 10 10
|5 4

Bravo Zeynep! Bdylece K iilkesinden L iilkesinde aktarma

52 yaparak M iilkesine u¢cmak isteyenlerin ucus seceneklerinin

10 10
5 4

Bu matrisi elde ederken U matrisinin birinci satir elemanlar: ile V matri-

sayisini veren matris

seklinde olur.

sinin birinci siitun elemanlarini karsilikli carpip toplayarak T matrisinde
birinci satir birinci stituna karsilik gelen yere yaziyoruz. Sonra U matri-
sinin birinci satir elemanlari ile V' matrisinin ikinci siitun elemanlarinm
karsilikli carpip toplayarak T matrisinde birinci satir ikinci stitundaki
yere yaziyoruz. Benzer islemlerle T matrisinin ikinci satirini olusturuyo-

ruz.

Bu yeni matrise bir isim verelim artik. Bu T matrisine U ile V
matrislerinin carpim matrisi denir ve bu matris U - V ile gos-

terilir. Bu 6rnegimiz belki ¢ok gercekci olmayabilir ama matris ¢arpimi
olgusunun kendiliginden karsimiza ciktigi bir 6rnektir. Benzer sekilde
uygun bagka matrisleri de carpabilirsiniz.

Hocam, her zaman iki matrisi carpabilir miyiz? ﬁ
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mxn " Pnxp =A-B= Cm><p

esit

Matris carpiminin degisme
ozelligi yoktur, yani A ve B
matrisleri icin AB ve BA ta-
nimh oldugunda genel ola-
rak AB # BAdur.

‘6 Tabii ki hayir Engin. Ancak carpim sirasindaki ilk matrisin
&7 % siitun sayis1 ikinci matrisin satir sayisina esitse bu iki mat-
ris carpilabilir. Bu durumda ¢arpim matrisinin i. satir ve j. siitunundaki

elemanini bulmak icin birinci matrisin i. satirindaki elemanlar ile ikinci

matrisin j. siitunundaki elemanlar1 karsilikli olarak carpip toplayacaksi-

niz.
.. 1 3 |, -1 1 L
a Ornegin, A = ile B= matrisleri
— 20 1 -1 2
NYA

carpilabilir. Bunlari ¢carpalim ve A-B ¢arpim matrisini bulalim.

A matrisinin siitun sayisiyla B matrisinin satir sayisi ayni ol-

dugundan A ile B matrisleri carpilabilir matrislerdir, degil mi a
hocam? 1

a Evet Zeynep. Bu yiizden A- B matrisi tanimlidir. Bu matrise C
452 dersek, C’nin satir sayist iki, siitun sayis ictiir; yani C, 2 x 3
boyutunda bir matris olacaktir. Bu durumda

1 3 -1 1 0
C=A-B =
|:2 O:| |: 1 -1 2:|

matrisini bulalim. Matris ¢arpiminin biraz 6nce verdigimiz kuralin1 kul-

lanarak

1 3[|{-1 1 0| |1-(-1)+3-1 1-1+3-(-1) 1-0+3-2
2 0 1 -1 2| |2:(-1)40-1 2-140-(=1) 2-0+0-2

buluruz. Yani gordiigiiniiz gibi

[ 2 -2 6}

C =

2 20
2%3

olur.
‘6 O halde simdi size bir sorum olacak.
apx + apy = b
X + dxpy = b

dogrusal denklem sistemini matris ¢arpimi kullanarak nasil yazabilirsi-

niz?
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Esitligin her iki yanimi1 bir matris olarak diisiinsek hocam?

a1 X +any _ by
A1 X +axny b,

olarak yazsak bu bir matris esitligi olur, degil mi?

Yani

a

@ Evet, sol yandaki matrisi de matris ¢carpimini kullanarak

ap; dpp x| _ | anXx+any
az; dn y a1 X +axny

biciminde yazabiliriz. O halde sistem

ap; Qa X _ b,
az; Qg2 y b,

seklinde ve {i¢ matris yardimiyla ifade edilebilir.

Bu da matris denklemi gibi birsey mi oluyor hocam?

6 Gercekten 6yle Gokce. Her dogrusal denklem sistemi, A kat-
=7 % sayilar matrisi, X degiskenlerin siitun matrisi ve B esitligin

ikinci yanindaki sayilarin siitun matrisi olmak iizere
AX =B

biciminde yazilabilir.

Peki denklem sistemlerinin ¢6ziimii disinda matris c¢arpimi
kullanilarak ¢oziilebilen baska problemler var mi1 Mete Ho-

cam?

Tabii ki Engin. Ornegin, bir apartmanin her dairesinin har-

@ cadig1 elektrik, su, dogalgaz miktarlar1 ve bunlarin birim fi-

yatlar bilinirse her bir dairenin elektrik, su ve dogalgaz giderlerinin

toplami, matris ¢arpimi kullanilarak kolayca bulunabilir. Bunu yandaki
verilerle 4 daireli bir apartman i¢in soyle ifade edebiliriz.

210 180 220 230
[30 400 76] 10 8 12 9
250 210 240 260

= [ 29300 24560 29640 30260]

E : Elektrik kullanimi
S : Su kullanimi

D : Dogalgaz kullanim1
olmak iizere

Daire | Daire | Daire | Daire
E 210 180 220 230
(kwh)
S 10 8 12 9
(m®)
D 250 210 240 260
(sm?)

1 Sm® dogalgaz 15°C ve
1,01325 bar mutlak basing-
taki 1 m® dogalgaz hacmine

esittir.

Birim Fiyat | 30 | 400 | 76
(Kurus)
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Tamim Satir ve siitun sayi-
lar1 esit olan bir matrise bir
kare matris denir. Ornegin,

a a
A= [ 11 12 }
dz; Az
matrisi 2 X 2 boyutunda bir
kare matris ve

by b1y by
B= by by by
bs; by bsz

matrisi 3 X 3 boyutunda bir
kare matristir.

olur. Bu durumda

1. Daire icin giderler toplam1 29300 kurus yani 293 TL
24560 kurus yani 245,60 TL
29640 kurus yani 296,40 TL

30260 kurus yani 302, 60 TLdir.

2. Daire i¢in giderler toplami
3. Daire i¢in giderler toplami
4. Daire icin giderler toplam1

@\ Gordiigiiniiz gibi matris carpimi1 hayatin icinden bir probleme
@7} de uygun diisebiliyor. Son olarak denklem sistemlerinin mat-
rislerle ilgili bir problemin ¢6ziimiinde nasil kullanilabilecegine bir 6r-

nek gorelim. Satir ve siitun sayilari esit olan bir matrise bir kare matris

ap; ap
A=
apy Az

matrisi 2 X 2 boyutunda bir kare matristir.

2]

matrisi de 2 X 2 boyutunda bir kare matristir. Bu matrise de bir birim

denir. Ornegin,

matris denir ve

A-I=1-A=A

oldugunu hemen gorebilirsiniz. Matrislerle ilgili ilgin¢ bir problem, bir
kare matrisin carpimsal tersini bulma problemidir. Ornegin, A matrisi

=17

A-B=B-A=1I

icin Oyle bir
matrisi bulabilir miyiz ki,

olsun.

Problemi daha da somutlastirmak icin

e

alalim. Boyle bir B matrisi bulabilir miyiz?
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Hocam, bir deneyeyim.

L]l

olmasini istiyoruz. Matris carpimindan

x+2z y+2t | [ 10
3z 3t 1o 1

olur. Ote yandan iki matrisin esitliginden

x+2z =1
3z = 0
ve
y+2t = 0
3t =1

denklem sistemlerini elde ederiz. Once birinci sistemi ¢oze-

lim. Bu sistemin ikinci denkleminden z = 0 oldugu goriili-

yor. Buldugumuz z degerini birinci denklemde yerine yazar- .
sak x +2-0 = 1’den x = 1 bulunur. ¥

Ikinci denklem sistemini de ben ¢ézeyim hocam. 3t = 1 denk-

1
leminden t = = elde edilir. Bu deger birinci denklemde yerine

1 2
yazilirsa y + 2 - 3 0 denkleminden y = ~3 elde edilir. O
halde
x y |
z t |
matrisine ulasiriz. ﬂ
a Her ikinize de aferin. Ama sizler
N A

AB=1

[«
|
W wIN
| I |

esitliginden hareketle B matrisini buldunuz. Ama ben ayni zamanda
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BA=1

olmasini da istemistim.

O zaman BA carpimina bir bakalim hocam.

SSIRIIFRN e

oldu. Cok sansliyiz, o 6zellik de kendiliginden saglandi. .
X

@ Evet Zeynep. Bu matrise A matrisinin carpimsal tersi veya

(N kisaca tersi diyoruz ve A™! ile gosteriyoruz. Artik 2 x 2lik

herhangi bir matrisin tersini de bu yolla bulabilirsiniz. Ama eger varsa
tabii!

DOzet

Bu iinitede iki ve ii¢ bilinmeyenli dogrusal denklem sistemlerinin kuru-
lusu ve ¢6zlim yontemleri izerinde durduk. Ayrica matrisleri tanitarak
denklem sistemlerini matrisler yardimiyla ifade ettik. Unitede son ola-
rak matrislerle yapilan toplam, fark ve ¢carpim gibi bazi temel islemleri
verdik. Buna ek olarak 2 x 2 boyutunda kare matrislerin varsa terslerinin

nasil bulunabilecegini gordiik.
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Okuma Parcasi

BABILONYA CEBRIi
HAMMURABI (MO. 1795-1750) ZAMANI

Hammurabi zamanindaki matematikgilerin diisiinceleri hakkinda biitiin bildigimiz eski
Babilonya ¢ivi yazili metinlerdedir. Bunlardan biri O. Neugebauer’in “Mathematische
Keilschrifttexte (Civi Yazili Matematik Metinleri)” adli eserinden alinmis asagidaki Ornektir.
Ancak orijinal 6rnege gegmeden Once Babilonya cebrinde gecerli bazi birimleri ve bunlarin
birbiri cinsinden ifadesini vermek uygun olacaktir. bur alan birimi ve 1 bur = 30,0 SAR, gur
6l¢ii birimi ve 1 gur = 5,0 sila olarak verilmistir. (SAR ve sila resmi birimler, bur ve gur
pratikte kullanilan birimlerdir.) Buradaki 30,0 ve 5,0 sayilar1 60’11 say1 sisteminde yazilmustir.
Yani 30,0 =30-60 = 1800 ve 5,0 =560 = 300 olmaktadir.

g \ e Tho<T ST ET ot K Y 1T -l BT T BN 53T AVEN EY BB
Bir tarladan bur (alan birimi) basma % e 5 oy g qoBT = 5o 5oy FLAY 14 S T B N E T 5
4 gur hububat elde ettim. Diger bir »f=EESEIN-CETE = -y R B ol Sy =B S e EEPPETE
. Y o - 51 BT EE RN ST B H<EE EI W EDE] B S el Q- SR T

tarladan bur basina 3 gur hububat elde s -1 518k B 5o B F 7 B 3 B £ ~F KB B B e B 2

. . E =1 Y 45T & ETEE = ETFA TSR SR IR
ettim. Birinci tarladan aldigim {iriin ikinci fﬁ"ﬁ'@ﬂgmﬁgf g iﬁigﬁﬁ'&(g#g ;{nj—;' 5 3{5%&{% ;t;b
i i ST EN (10 ELIS G o i TR O S G R E

tarladakinden 8,20 sila fazladir.Tarlalarin S K LA o 12 of ol LW B BT B w2 651 e o4 BT S 1
alanlarinin toplami 30,0 SAR dir. DI €= ST 5l —F B 21 6 Sl 25 R B 3 5 T8 G B BT
L. o =R 5 RN LBE S VI BT - BT ST AT Y 81T B e E <
Tarlalarin her birinin alani nedir? B VE BV EE RS BIA BB B2 T o s A S B s L H -
QB 1T ST B RS 8 BT WK e XX EIAL -8 B T BRI
TR =5 Bl 28 -] - B~ By B 1R Bl B o5 E 52 k]

e 0 I SR R S O IR == (I o | === == == s ol e o

Eski Babilonya Civi Metni

Tarlalarin bilinmeyen alan degerlerine x ve y diyelim. Bu durumda asagidaki iki
denklem s6z konusu olur:
4x — 3y = 8,20sila
x + y = 300S84Fr
Simdi esitligin sag tarafindaki sila ve SAR birimlerini bur ve gur cinsinden ifade
edelim. 8,20 sila = 8 - 60 + 20 sila = 500 sila olup, 1 gur 300 sila oldugundan

Ja =5 cur S
8,20 sila = 300 JUT =3 gur olur.
Diger yandan 30,0 SAR = 1 bur olarak verilmistir.

Bunlar yerine koyarak asagidaki bur’lu gur’lu denklemi elde ederiz:

5
4x — 3y =

x + y =

3
1
bi

olur. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse x = 3 burve y = r bulunur.

Kaynak: B. L. Van Der Waerden, Bilimin Uyamsi, Eski Misir, Babilonya ve Eski Yunan
Matematigi, Ceviren: Orhan icen ve Yilmaz Oner, Tiirk Matematik Dernegi, istanbul, 1994
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Cikarin Ka gitlari

3x — y = 13 | .. .
sistemini yerine
4x + 3y

koyma yontemi ile ¢oziiniiz.

3x — 2y = -1

x — y = -3
etme yontemi ile ¢c6zliniiz.

2 5 1 0
A= ve B = mat-
[ 4 =3 ] 0 2

risleri icin A — B matrisi asagidakilerden han-

sistemini yok

gisidir?
1 4] [ 1 5]
A) B)
-5 4 -5 4
(1 5] [ 2 5]
(@) D)
4 =5 -5 4
- s 4 -
E)
4 =5
1 . . . o
A= ise 3A matrisi asagl-
2 -1 0

dakilerden hangisidir?

(3 9 15 (1 3 5
A) B)
6 -3 0

[ 1 5 3 3 9 15
(@) D)
1 20

3 6 15

B |9 3 o}

x + 3y = 15
2x 4+ 5y = 26
yilar matrisi nedir?

1 2} 1 15}
A) B)

sisteminin katsa-

3 5 2 26

[ 3 15 (3 5
1) D)
5 26 1 2

E)_13
2 5

Ahmet’e kac kardesin var diye sormuslar.
Ahmet ne kadar erkek kardesim varsa o kadar
kiz kardesim var demis. Ahmet’in kiz kardesi
Ayse’ye kag kardesin var diye sormuslar. Ayse
de erkek kardeslerimin yaris1 kadar kiz karde-
sim var demis. Bu ailede kag kiz kac erkek co-
cuk vardir?

Bir seminere katilan bir grup o6grenci se-
miner salonundaki siralara 5’er 5’er oturur-
larsa 7 6grenci ayakta kaliyor. 6’sar 6’sar otu-
rurlarsa 3 sira bos kaliyor. Bu seminere kag 6g-

renci katilmistir?

A-B # B-A olacak sekilde iki matris 6rnegi

veriniz.

MR

carpimini bulunuz.

] matrislerinin

1 -1 4 0
2 01

3 -2 5 1
tun matrisinin ¢arpimini bulunuz.

matrisi ile 1 sii-
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Cozumler

Birinci denklemden y’yi ¢ekersek
y=3x—-13

elde edilir. Bu ikinci denklemde yerine yazi-

lirsa
4x+3(3x—13) = 26
13x—39 = 26

olur. Buradan x = 5 bulunur.
y=3x—-13

denkleminden de y = 2 elde edilir. O halde
sistemin ¢6zlimii (5, 2) olur.

ikinci denklem —3 ile carpilip birinci ve

ikinci denklemler taraf tarafa toplanirsa

3x — 2y = -1
-3x + 3y = 9

buradan da y = 8 bulunur. Birinci denklemde

y = 8 alinirsa

3x—-2y = -1
3x—2-8 = -1

olur. Buradan
3x =15

yani x = 5 elde edilir.

2 5] 10
A—-B = —
4 -3 [0 2}
o [1os]
| 4 -5

olur, dogru cevap C segenegidir.

1 3 5
3A = 3
2 -1 0
3 9 15
|6 -3 0
olur, dogru cevap A segenegidir.

Bu denklem sisteminin katsayilarindan

o]

matrisidir. Dogru cevap E secenegidir.

olusan matris

Bu ailedeki erkek cocuklarin sayisina x
kiz cocuklarin sayisina y diyelim. Ahmet haric
erkek ve kiz cocuklarin sayis1 ayni olacagindan

birinci denklemimiz
x—1=y

olur. Ote yandan Ayse haric kizlar erkeklerin
yarist kadar olacagindan ikinci denklemimiz

de
X

— 1 —_
J 2
olur. Bu denklemleri ¢ozerek, x =4ve y =3

bulunur.

Seminer salonundaki siralarin sayisimi S
ile, 6grenci sayisin1 da O ile gosterelim. Ogren-
ciler siralara 5’er 5’er oturdugunda 7 6grenci
ayakta kaldigi icin

O=55+7

esitligi gecerlidir. Ote yandan 6grenciler 6'sar
6’sar oturdugunda 3 sira bos kaliyorsa 6gren-
ciler S — 3 siraya oturuyor demektir. Bu du-
rumda da

0=6(5-13)
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denklemi gegerlidir. Bu iki denklemden oldugundan
A-B#B-A
55+7 = 65-18
7+18 = 6S—-5S olur.
25 = S
bulunur. Ogrenci sayisin1 da -
3 0 -1 0
O=55+7 05 0 7
denkleminden -
. 3-(-1)+0-0 3:0+0-7
O = 5:25+47 - 0-(-1)+5-0 0-0+5-7
= 132 B
olarak buluruz. _ -3 0
. 0 35
Ornegin, -
Lo
=11 0 -
L _ 1 -1 4 0
ve _ _ 2 01 1
0 2
B— |3 -2 5 1
01
olsun. Bu durumda [ 1-0+(-1)-14+4-1
B = 2:0+0-1+1-1
ap = | P02 3.0 } 2 j 5.1
|10 01 [ 3:0+(=2)-1+5-
- [ 3
_ 1-0+2-0 1-2+4+2-1 . 1
| 1:040:0 1-2+0-1 3
(o4
o 2
ve
[0 2|1 2
B-A =
0 1:| |:1 O:|
_ [o142:1 0-242-0
| 0-1+41-1 0-2+1-0
[20
10
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Turevin Tanimi

6’ Merhaba arkadaslar! Bugiin nasilsiniz? Herkesin keyfi ye-
A‘ﬁ,/

7]

rinde mi?

Hocam, biz iyiyiz de, Selcuk pek tuhaf goriiniiyor. _ﬁ

Vallahi hocam, diin gece bir kdbus gordiim; kapkaranlik bir
denizin ortasinda, inin cinin top oynadig1 yerde, kiiciiciik bir
teknede yapayalnizdim. Nereye, nasil gidecegimi bilemedim!

Ondan kolay ne var Selcuk, yildizlara baksaydin! ﬁ

‘6 Cok giizel bir 6neri Engin. Biliyor musunuz arkadaslar, bu-
&7 % giinkii teknolojinin, hatta pusulanin bile olmadig1 zaman-
larda denize agilan insanlar da yollarimi kutup yildizina bakarak bulur-
lardi.

Hocam, saka mi1 yapiyorsunuz Allah askina? Yildizla yolun ne ‘
alakas: var?

@ Saka degil Selcuk. Hatta bugiinkii konumuzun ¢ikis noktala-
S\ rindan biri olarak bile ele almabilir bu konu.

Abdala malum olurmus!

Arkadaslar, binlerce yil boyunca insanlar degisik sebeplerle

é yildizlar izlemis ve bunlara isimler vermis, yildizlarin hare-
ketlerini anlamaya ¢alismislardir. Uzun goézlemler sonucunda Kutup Yil-
diz1 adini verdigimiz yildizin gokyiiziinde her zaman kuzeyde oldugunu

gozlemlemiglerdir. Bunu da denizciler yon bulmak icin kullanmislardir.
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Ama y6n bulmak isin sadece baslangici! Merak iste! Gokci-
(N simlerinin hareketi bircok filozofu diisiindiirmis.

Hah iste! Bir filozofumuz eksikti! ﬁ

Merak etme Engin, biz sadece isin bizi ilgilendiren kismina
deginecegiz.

Hocam, bu gokcisimlerinin konumuzla ne alakasi var anlama- .
dim ben. ¥

Ben de tam oraya geliyordum Zeynep. Bilimadamlar1 gokci-
simlerinin izledikleri yollar1 matematiksel olarak ifade ede-
bilmek icin ise girismisler, ancak yiizyillar boyu siiren ¢cabaya ragmen o

giinlerin matematiginin yetersiz olusundan istenilen sonuca tam olarak
ulasilamamistir. Bu biiyiik problemin ¢6ztimii nihayet Isaac Newton’a
kismet oldu.

Sir Isaac Newton

‘ 1642 - 1727
Hocam, bu kafasina elma diisen adam degil miydi? A

a Ta kendisi Sel¢uk! Bugiin tanisacagimiz ve hayatimizin bir-
7S cok alaninda farkinda olarak ya da olmayarak kullandigimiz

tlirev kavramini matematige Newton kazandirmistir.

Tamam da hocam, nedir bu tiirev? &

@ Tiirev bir niceligin bir bagka nicelige gore degisim oranini
(N ifade eden kavramdir. Ornegin, hava sicakliginin yere ve za-

mana gore degisimini; bir ucagin ya da otomobilin konumunun degi-

simini; elde edilecek gelirin iiretilen mal miktarina gore degisimini; bi-
raz once bahsettigimiz durumda ise gokcisimlerinin birbirlerine gére ko-
numlarinin degisimini ifade etmek i¢gin tiirev kavramindan yararlanma-
miz gerekir.
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Ben héla birsey anlamadim! a

ﬂ Gelin tanidik bir 6rnekle ise baglayalim. Ortalama hizin ne

oldugunu hatirlayaniniz var m1?

Tabii ki hocam, ortaokulda az hiz problemi ¢6zmedik.

e
Ortalama hizi, alinan toplam yolun gecen toplam siireye orani 6
‘

olarak tanimlamiyor muyduk?

Evet Zeynep, haklisin. Bir dogru iizerinde hareket eden bir
cismin katettigi yolu zamanin fonksiyonu olarak f(t) ile gos-
terirsek -ki buna konum fonksiyonu diyecegiz- [t;,t,] gibi bir zaman

araligindaki ortalama hizi

_ f(ty) — f(t1)

th—0

ort

orani ile hesaplayabiliriz.

@ Konum fonksiyonu f (t) = 16t? (metre) olan bir cismin [0, 2]
\ (8 saniyelik zaman araligindaki ortalama hizi ne olur?

Az 6nce yazdigimiz formiilde t; = 0 ve t, = 2 alirsak

f(2)—f(0) 16x22—-16x0 16x4
Vo = = = =32m/sn
- o 2 ﬂ
ortalama hizini elde ederiz.

ﬂ Peki bu cismin keyfi bir t anindaki hiz1 icin ne derdi-

niz?

Bu kadar bizi asar hocam. Ben ortada say1 yokken hesap ya- igii
pamiyorum.

Ortalama hizdan bahsettiginize gore, bununla bir alakas: var .
herhalde. X
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a Evet cok dogru Zeynep. Once Pinar Hoca'nin verdigi 6rnek
7S icin birkac hesap yapalim isterseniz.

%

Ben hesabi hizli yaparim hocam, sorun siz.

a O halde Selcuk, sen bize t = 2 saniye ile t; = 2,1 saniye
7S arasindaki ortalama hizi hesaplar misin?

Hocam, boyle kiisurathi bir say1 vereceginizi bilseydim hic ni-

yetlenmezdim. Ama bir deneyeyim:

16><(2,1)2—16x22_ 16 x 4,41 —16x 4
Vort 2.1-2 - 0.1

16 X 0,41
= ————=16x%x4,1=65,6 m/sn

0,1 l
oluyor. [

Zeynep, sen de t = 2 saniye ile t, = 2,01 saniye arasindaki

;i ortalama hizi bulabilir misin?

Tabii ki hocam.
t v
9 9 n ort
.- 16X (2,01)*—16 x2* _ 16 x4,0401—16x 4 t, =2,1 65,6
; 2,01 -2 0,01 t, = 2,01 64,16
16 x 0,0401
= —————— =16x%x4,01=64,16 m/sn t; = 2,001 64,016

0,01 . ty, =2,0001 | 64,0016
dir. Vs

Tablo 7.1: t = 2 saniye ile t,
arasindaki ortalama hiz tablosu.

Simdi hesap makinesinden de destekle t = 2 saniye ile

/éi ts = 2,001 saniye arasindaki ve t = 2 saniye ile t, = 2,0001
saniye arasindaki ortalama hizlari da hesaplayarak yandaki tabloyu
olusturabiliriz.

@ Benim  gordigimii siz de  gbriiyor  musu-
A M\ nuz?

Hocam, benim gordigiim sey, t zamani 2. saniyeye yaklas- .
tikca ortalama hizin 64 m/sn degerine yaklastig1. ¥
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X

Xo

Sekil 7.1: lim f(x)=1L.
X—Xo
Yy
/

X

Xo

Sekil 7.2: g(x) fonksiyonu x,
noktasinda tanimli olmadigi halde
x — x, iken limiti L dir.

y=x+1

Sekil 7.3: lin} f(x) yoktur.

iste bu yaklasma sozii en can alic1 séz. Tablodaki degerlere
@ dikkat ederseniz t zamani 2’ye yaklastikca ortalama hizin de-
gerinin 64 sayisina cok yaklastigini goriirsiiniiz. Aslinda, t zamanini 2’ye
yeterince yakin secerek, ortalama hizin degerini 64 sayisina istedigimiz
kadar yaklastirabilirmisiz gibi goriiniiyor. Bu soylediklerimizi, ¢ degis-
keni 2’ye yaklasirken v, degerinin limiti 64’e esittir diyerek ifade ede-
biliriz. Bu ifadeyi
11_% v,.(t) =64
biciminde gosteririz ve t degiskeni 2 sayisina yaklasirken v, 'un limiti
64'tiir deriz.

a Limit adin1 verdigimiz bu yaklagsma kavramin keyfi bir f(x)
452 fonksiyonu icin de tamamuyla benzer bir sekilde tanimlayabi-

liriz. x degiskenini x, dan farkli degerlerle, her iki yandan da x, nokta-

ort

sina yeteri kadar yaklastirdigimizda, f (x) fonksiyonunun alacagi deger-
ler bir L sayisina yeteri kadar yaklasiyorsa, o zaman bu L sayisina f (x)
fonksiyonunun x, noktasindaki limitidir deriz. Sembolik olarak

lim f(x)=1L

X—Xq

gosterimini kullaniriz.

Arkadaslar, cok énemli bir noktay aciklamama izin verin. On-

celikle, bir x, noktasina her iki yandan da yaklasiyoruz dedi-
gimizde hem xj’dan kii¢lik degerlerle, hem de x,’dan biiyiik degerlerle
yaklastigimizi kastediyoruz. Ayrica, fonksiyonun x,’da alacagi degerden
ziyade, x, noktasina cok yakin yerlerde alacag: degerler ile ilgilendigi-
mizden, fonksiyonun x, noktasinda tanimli olmasi bile gerekli degildir.

O yiizden de tanimi verirken x noktalarinin x, noktasindan farkli oldu-
gunu belirtiyoruz.

Bu x, noktasina sadece bir taraftan yaklagsak olmuyor mu? Q
L

Neden isimizi iki katina cikarryoruz?

Tanimi verirken x, noktasina her iki yandan da yaklasirken
fonksiyonun aldig1 degerlerin tek bir L sayisina yaklagsmasini
istedik. Oysa ki kimi fonksiyonlar icin bu durum saglanmayabilir. Orne-

x+1 x<1 ise
flx)= .
—2x+5 x>1 ise

gin
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fonksiyonunu ele alalim ve x; = 1 noktasinda limitini bulmaya calisa-
lim. Fonksiyonun grafiginden de gorebilecegimiz gibi 1 noktasina 1’den
kiiciik sayilarla yaklastigimizda limit degeri 2 sayisina yaklasacaktir. Ote
taraftan, 1 noktasina 1’den biiyiik sayilarla yaklasirsak, fonksiyon de-
gerlerinin 3 sayisina yaklastigini goriiriiz. Fonksiyonun 1 noktasina 1
sayisindan biiyiik ve kiiciik sayilarla yaklasirken aldig1 degerler bir tek
L sayisina yaklagmadigindan bu noktada limit yoktur.

Isterseniz bir iki 6rnek daha ele alalim. ilk olarak f(x) = x®>+x +1

fonksiyonunun x, = 2 noktasindaki limitini hesaplayalim.

Fonksiyonun grafiginden de goriilecegi gibi x sayis1 2 dege-

rine yaklasirken, fonksiyonun aldig1 degerler de fonksiyonun
x = 2 noktasinda aldig1 degere yani 7 sayisina yaklasacaktir.

Bu durumda soylediklerinizi yaparsam

lim (x2+x+1)=22+2+1=4+2+1=7
x—2

sonucunu elde ederim.

Gayet iyi Zeynep. Bir de su fonksiyonu ele alalim:
f R\ {1} - R, f(x) = x + 1 fonksiyonunun x = 1 nok-
tasindaki limiti nedir?

Bu fonksiyon x = 1 noktasinda tanimli degil ki hocam.

Biliyorum Selcuk, ama daha once de belirttigimiz gibi, fonk-

Q siyonun, limiti aranan noktada tanimli olmasi sart1 yok. Limit

alacagimiza gore x noktalar1 1 degerine yaklasacaklar ama hicbir zaman
1 degerini almayacaklar.

O zaman 1’den kiiciik sayilarla 1 sayisina yaklastigimizda
fonksiyonun aldig1 degerlerin 2 sayisina; 1’den biiyiik say1-
larla 1 sayisina yaklastigimizda da fonksiyonun aldig1 deger-
lerin yine 2 sayisina yaklastig1 goriiliiyor. O halde bu limiti

il_)n}f(x)Z)lcl_)mlx—l-l:Z. g
N

sOyle yazabiliriz:

Sekil 7.4: lin}f(x) =7.

Sekil 7.5: lin}f(x) =2.
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Evet, limit hesabin1 burada noktalayalim. Artik, sorumuzun

é cevabini verebiliriz. ilk olarak konumu f(t) = 16t fonksi-
yonu ile verilen cismin ¢t = 2 anindaki hizin1 bulmaya ¢alisalim. Bu hiz
h — 0 iken t = 2 ile t = 2 + h zamanlan arasindaki ortalama hizlarin,

varsa, limitidir. Diger bir deyisle,

 f24+R)-f(2) ~16(2+h)?> —16 x 22
lim = lim
—o (24+h)—2 h—0 h
. 16(4+4h+h?)—16x 4
= lim
h—0 h
16(4h +h?)
= m—
h—0 h

= ;llin(l)(64 + 16h) = 64 m/sn

degeridir. Ama unutmayin, h degeri sifir noktasina her iki yandan da
yaklasiyor. O halde ortalama hizi aldi§imiz zaman araliimiz h sayisi
negatif degerlerle sifira giderken [2 + h, 2] araligina, h sayisi pozitif de-
gerlerle sifira giderken [2,2 + h] araligina karsilik gelecektir.

Peki, simdi t = 1 anindaki hiz1 hesaplayabilir misiniz?

Biraz 6nce t = 2 anindaki hizi hesaplarken t =2ilet =2+h

zamanlar arasindaki ortalama hizin limitini hesaplamistik. O

halde t = 2 degerini t = 1 ile degistirirsek, verdiginiz limit .
¥

ifadesini hesaplamak yeterli olur gibi geldi bana.

@ Kesinlikle! Yapilmasi gereken tam da bu. Bu durumu genel-
m lersek keyfi t anindaki anlik hiz (degisim hiz1), t ile t + h

zamanlar arasindaki ortalama hizlarin h — 0 iken limiti olarak tanim-

lanir:
. fe+h)—f(1)
y = lim—=
h—0 h
16(t +h)? — 16t
= lim
h—0 h

= lim(32¢ + 16h) = 32¢.

Boylelikle artik her t zamaninda hizin ne olacagini soyleyebiliriz.

Bu hiz problemlerinden kurtulus yok anlasilan.
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Aksine, bu ornekte ele aldigimiz konum fonksiyonu yerine

farkli fonksiyonlar, zaman yerine de farkli degiskenler alina-
bilir. O zaman anlik hiz kavrami, belli bir yildaki issizlik oraninin de-
gisme hizi, tiretilecek mal miktarina gore bir firmanin elde edece§i ge-

lirin degisme hiz1 gibi pek cok farkli anlamlara gelebilir. iste tiim bu
(anlik) degisimleri tiirev olarak adlandiriyoruz.

Hocam, bu tiirev isinden g6ziim korktu benim! Anlasilan tii- @l
‘

revin girmedigi yer kalmamus.

Cok dogru Gokee. Bugiin artik sosyolojide bile tiirev kullani-
labiliyor dersem sanirim bir fikir verebilir size bu. Isterseniz

tlirevin matematiksel tanimini yazabiliriz artik. Bir x, noktasini iceren
bir aralikta tanimlanan bir f (x) fonksiyonu verilsin. Eger

i fxg+h)— f(xo)
im
h—0 h

limiti varsa bu limit degerine f (x) fonksiyonunun x, noktasinda tiirevi-
dir deriz. Tiirev i¢in f’(x,) ya da %(xo) gosterimlerinden biri kullani-
labilir. Eger fonksiyon tanim kiimesi iizerindeki her noktada tiirevlene-
biliyorsa, bu fonksiyona tiirevlenebilir fonksiyon diyecegiz.

@ Yukarida limit ifadesinden sunu soyleyebiliriz: bu limitin var
(N oldugu her x sayisina bir f’(x) sayis1 kargilik gelir. Bu ise

f’ ifadesinin yukaridaki limit ile tanimlanan yeni bir fonksiyon oldugu
anlamina gelir.
Belirli bir x noktasindaki tiirevi s0yle de tanimlayabiliriz:

) — i TEI I G0

Xo X —Xg

Dikkat ederseniz, burada da x degiskeni tiirev alinacak nokta olan x,
noktasina yaklagmaktadir. x — xy degisme miktarini Ax ile gosterirsek,
x < xg iken Ax < 0, x > xg iken Ax > 0 olur. Bu Ax = x — X

artmasina karsilik fonksiyonun degerlerindeki artma miktar ise

Ay = f(x)— f(xg) = f(xo+ Ax) — f(xo)

olacaktir. O halde x — x, iken Ax — 0 olacagindan tiirevin bir bagka
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tanimi da
oy = fim LTSGR0

xX=Xo X — Xg

— f(xo+ Ax) — f(xo)
= lim
Ax—0 Ax

. Ay
lim —
Ax—0 AX
seklinde ifade edilebilir.
Bu tanimlarda fonksiyonun tiirevini aldigimiz noktay1 vurgulamak icin
X gosterimini sectik. Ama bundan sonra secilen noktayi cogu kez sa-

dece x ile gosterecegiz ve

flx+h)—fx)
h

fl(x)= lim

yazacagiz.

Hocam, verilen her fonksiyonun tiirevini bu limitleri kullana- ‘
rak mi1 hesaplayacagiz? Bu is ¢cok zahmetli gibi.

Turev Kurallari

a’ Hem evet, hem hayir. Oncelikle birlikte temel bazi basit fonk-
/L siyonlarin tiirevlerini tanimi kullanarak hesaplayalim ve bun-

lar yardimiyla da daha karmasik fonksiyonlar icin tiirev alma kurallarini
elde etmeye calisalim. ilk 6rnegimiz sabit fonksiyon olsun: ¢ sabit bir
say1 olmak tlizere f : R — R, f(x) = ¢ sabit fonksiyonunun bir x nokta-
sindaki tiirevi icin ne diyebiliriz?

Hocam, tanimi kullanirsak

f,(x):%ii%f(x—l—h})l—f(x) :hmc—c “o

h—0 h .
degerini elde etmez miyiz? #

a Evet, dogru. Tiirevin degisim hizimi ifade ettigini soylemis-
3 52 tik. x degiskeninde bir degisim oldugunda sabit fonksiyonun

degerinde herhangi bir degisme olmadigindan sabit fonksiyonun tiirevi

sifirdar.
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Bu biraz kolay oldu. Sinavlarda da bu kadar kolay sorular

sorsaniz kesgke.

Hic umutlanma Gokce. Sinav sorulari hi¢ de béyle sirin olmu- i,
‘

yor.

Merak etme Gokge, tanim ve kurallar iyi kavradiktan sonra
tlim sorular bu kadar sirin goriinecek. Biz isimize devam ede-
lim. Simdi de f : R — R, f(x) = x kurali ile verilen birim fonksiyonu-

nun tiirevini hesaplayalim. Engin ne dersin?

Hocam, Zeynep’in yaptiklarina benzer bir limit hesab: yapa-

biliriz sanirnm:

S+ = f(x)
m

/ _
fix) = I%l—>0 h
+h)— h
= limw=lim—=1.
h—0 h h—0

Bu bize birim fonksiyonun her noktada tiirevlenebildigini ve ﬂ
tlirevin degerinin 1 oldugunu séyliiyor.

Hocam, x2 ve x° gibi fonksiyonlar icin de bu isi tekrar mi s:i
edecegiz? Bunun kisa bir yolu yok mu?

6 Gokce dogru soyliiyor arkadaslar. Bu sekilde devam eder-
&7 sek her yeni fonksiyon icin tanimi kullanmak zorunda kaliriz.
Ama biz x? ve x® fonksiyonlar1 icin yine de tanimi kullanalim ve bir

kural var mi1 gérelim. f(x) = x? fonksiyonu icin tiirev

(x +h)? — x?
/ — ].
f(x) lim ————

_ oy x2 4 2hx + h? — x?

= h
h(2x+h

= i XD o h) = 2x

h—0 h h—0

olarak elde edilir. f(x) = x® fonksiyonun tiirevi de benzer sekilde he-

Sabit fonksiyonun her nok-

tada tiirevi sifirdir.

Sekil 7.6: f(x) = x fonksiyonu.

f:R >R f(x) = x
birim fonksiyonunun tiirevi
f’(x) = Tdir.
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f(x) = x", n € N, kuvvet

fonksiyonunun tiirevi
£/00) = nx"?

dir.

x > 0 ve r € R olmak tizere
f(x) = x" kuvvet fonksiyo-
nunun tiirevi

F1e0=rx?

dir.

saplanabilir:

(x +h)>—x3
/ = = i —_—
Flx)= Him h

o (x®+3x%h+3xh®+h%) — x3
= lim
h—0 h
_ h(3x?+3xh+h?)
= lim
h—0 h
= }lin})(sz +3xh+h?)

= 3x2

Buradan genel bir kural géren var mi?

Sanki x degiskeninin kuvveti carpan olarak asagiya iniyor ‘
gibi.

6 Kuvvet de bir azaliyor dyle degil mi? O zaman su tahminde
7S bulunabiliriz: f : R — R, f(x) = x" ile verilen fonksiyonun
tiirevi f’(x) = nx""! ’dir. Birazdan bahsedecegimiz tiirev kurallarini

kullanarak bu tahminimizi dogrulayabiliriz.

Su ana kadar bahsettiginiz tiim fonksiyonlarin tiirevlenebilir
oldugunu gordiik. Tiirevi olmayan fonksiyonlar da olacak mi1?

Hani tanimda “bu limit varsa” demistiniz ya, o ylizden merak .
ettim. [

‘6 Tam da boyle bir fonksiyon 0rnegi verecektim Selcuk. Tiim
&7 gercel sayilar iizerinde tamimli olan mutlak deger fonksiyo-
nunun x = 0 noktasinda tiirevine bakalim. Tanimi kullanirsak

lim —|O+h| — 1ol = lim @
h—0 h h—0 h

ifadesini elde ederiz. Simdi h > O secelim. O zaman |h| = h olur ve

limitimiz .
i
elde edilir. Aksine h < 0 secersek, o zaman |h| = —h olur ve limit dege-
rimiz h
W !

olarak bulunur. Bu limitler birbirlerinden farkli olduklari i¢in mutlak

deger fonksiyonunun x = 0 noktasinda tiirevinin olmadigini sdyleriz.
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Arkadaslar, su ana kadar ele aldigimiz fonksiyonlarin hepsi

de siirekli fonksiyonlardi. Bu tiir fonksiyonlar grafiklerini ka-
lemimizi kagittan hic kaldirmadan ¢izebildigimiz, diger bir deyisle gra-
fiklerinde herhangi bir kopma ya da sicrama olmayan fonksiyonlardir.
Dikkat ederseniz mutlak deger fonksiyonunun grafiginde hicbir kopma
yoktur. Bu fonksiyon x = 0 noktasinda siireklidir. Oysa ki bu fonksiyo-
nun x = 0 noktasinda tiirevinin olmadigini gordiik. Fonksiyonun grafi-
gine dikkat ederseniz x = 0 noktasinda bir kése yaptigini goriirsiiniiz.
Iste genel olarak fonksiyonlarin bu tiir kdse noktalarinda tiirevleri olma-
yacaktir.
O halde her stirekli fonksiyonun tiirevlenebildigi yanilgisina diismeyin.

f ve g fonksiyonlar tiirevlenebilen fonksiyonlar olmak iizere,

bu fonksiyonlarin toplaminin, farkinin, ¢arpiminin ve boélii-

a
miiniin tiirevlerini f ve g’nin tiirevleri yardimiyla nasil hesaplayacagi-

miz1 gorelim.

f ve g fonksiyonlar bir x noktasinda tiirevlenebilsinler. Bu durumda
bu iki fonksiyonun toplaminin x noktasindaki tiirevi, tiirevlerinin topla-
mina esit olur:

(f +8) () =f(x)+g'(x)

Bu kurali kullanarak f (x) = x* + x? fonksiyonun tiirevini kim séyleye-
bilir?

Hocam, anlasilan burada x2 ve x? terimlerini iki farkli fonksi-
yon gibi diislinecegiz. Bu fonksiyonlarin tiirevlerini biraz énce
hesaplamistik. O halde f/(x) = (x3)' + (x2)’ = 3x2 + 2x ol- E,

maldir.

2

Cok giizel Gokge. Bu arada bu kural sadece iki fonksiyonun

degil, sonlu tane fonksiyonun toplamina da hicbir degisiklik
yapmadan genigletilebilir.

Simdi de ¢arpim kuralini verelim. Sen séylemeden ben soyle-

yeyim Selcuk; tesadiifler disinda carpimlarin tiirevi ne yazik

ki tiirevlerin carpimi olmuyor. f ve g fonksiyonlar1 x noktasinda tiirev-
lenebilir ise bu kural

(f - 8)(x) = f'()g(x) + f (x)g'(x)

esitligi ile verilir.

y = x|

f(X)z{ x o, x=20

-x , x<0

Toplamin tiirevi, tiirevlerin

toplamina esittir.

Carpimin tirevi, tiirevlerin
carpimina esit degildir!
“tesadiifler disinda!”
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Bir fonksiyonun sabit sayiyla
carpiminin tiirevi, tiirevinin
ayni sabitle carpimina esittir.

ne olabilir?

¢ bir sabit olmak tizere cf (x) carpim fonksiyonunun tiirevi
N

Hocam, sabit fonksiyonun tiirevinin sifir oldugunu biliyoruz.

Biraz 6nceki ¢arpim kuralindan

(cfYC)=cfl)+cf (x)=0-flx)+cf (x)=cf'(x)

elde ederiz.

Benim aklima bir érnek geldi hocam. iki sabit fonksiyon icin .
carpim kuralin1 uygulasak? [ 2

Neden olmasin? Sabitlerin ¢carpimi da bir sabit olacagina gore

& tlirevi sifir olur. Sabitlerin tiirevi sifir olduguna gore, bu tiirev-

lerin carpimi da sifir olur ki bu da ¢arpimin tiirevinin, tiirevlerin ¢arpi-

mina egit olacagi “tesadiifi” bir durumdur. Bir de su fonksiyonun tiirevini
hesaplayalim: h(x) = (2x — 1)(x? — 6x).

Burada f(x) = 2x — 1 ve g(x) = x? — 6x alabilirim.
h(x) = f(x) g(x) biciminde olur ve ¢arpim kuralin1 hemen
uygulayabilirim:

H(x) = (2x—=1)(x?=6x)+(2x —1)(x% —6x)’
= 2(x%2—6x)+(2x —1)(2x — 6)
= 2x*—12x+4x*—14x+6
= 6x2—-26x+6

Bu kurali sevdim. isleri bayag: kolaylastiriyor gibi.

Isleri kolaylastirmaya devam edelim &yleyse. Simdi de béliim
fonksiyonu icin bir kural verelim. Yine f ve g fonksiyonlar1 x

noktasinda tiirevlenebilir olsunlar ve tabii ki bolimden bahsedebilmek
icin g(x) # 0 olsun. O zaman

Y L f)g)— f(x)g'(x)
8 (g(x))

kurali gecerlidir.
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a Bu kuralda f(x) =1 alirsak ne elde ederiz?

NA

1 sabit fonksiyonunun tiirevi sifir olacagina gore, paydaki ilk
terim sifir, ikinci terim ise sadece g’(x) olacak. O halde
(1)Yg(x)—1-g'(x)
(s(x))*
0-g(x)—g'(x)
(s(x))*
g'(x)

(g (x)) 2 Q
esitligini elde ederiz. Oyle degil mi? l

Evet Zeynep. Peki f(x) =1 ve g(x) = x alirsak?
773

1/x fonksiyonunun tiirevini hesaplamamizi istiyorsunuz. Yu-

(1/8)(x) =

karida elde ettigimiz sonucu kulanirsak:

1\’ IC
&2 o
buluruz. g

2x
ﬂ Bir soru da ben sorayim: f (x) = —; 1 fonksiyonunun tiirevi
x

nedir?

Bunu da ben deneyeyim. Boliim kuralini aynen uygulayaca-
gim:

2x )/ (2x)(x?+1)—2x(x2+1)
(x2+1) N (x2+1)2
2(x?+1) = 2x(2x)
(x2+1)?
2x% + 2 — 4x?
(x2+1)2
2 —2x?

(14 x2)2 ﬁ
Dogru mu hocam?
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6’ Evet Gokce. Gordiin mii? Tanimlari ve kurallari iyi kavrayinca
S isler kolaylasiyor.

6’ Simdi bu kurallar1 kullanabilecegimiz iktisadi bir 6rnek yapa-
R(x) = 200x — x? 7S Iim: x satilan mal miktarini ve p fiyatim1 gostermek iizere, bu
malin miktar1 ve fiyat1 arasindaki iliski p = 200 — x seklinde veriliyor.

Buna gore bu malin aylik gelir fonksiyonu

R(x)=x-p=x(200— x) = 200x — x>
seklinde ifade ediliyor. Satilan mal miktar1 x = 50 birimden x = 51
; x birime ¢iktiginda gelirdeki degisim ne kadar olur?
0 100 200

Bu soru tiirevle alakali goriinmiiyor hocam. x = 51’deki ge-
lir ile x = 50’deki geliri hesaplayip farkini alirsak gelirin ne
kadar degistigini buluruz. O halde

R(51)—R(50) = (200 x 51 —512)— (200 x 50 — 50?)
= 99TL

@ Evet Zeynep, islem sonucun dogru. Simdi de tiirevle olan ilis-
R% kisini gorelim. Tiirevin anlik degisimi verdigini biliyoruz. O

halde gelir fonksiyonumuzun x = 50 icin tiirevini hesaplarsak
R'(x)=200—2x olmakiizere R’(50)= 100

elde ederiz. Bu deger Zeynep’in elde ettigi degere oldukca yakindir ve
yukarida elde edilen deger yerine kullanilabilir. iktisadi uygulamalarda
gelir fonksiyonunun tiirevine marjinal gelir fonksiyonu denir ve satilan
mal miktarindaki bir birimlik artis i¢in gelir fonksiyonundaki artis1 (belki
de azalis1) ifade eder. Gelirdeki degisimi hesaplamak icin gelir fonksiyo-
nunun tiirevinden yararlaniriz.

a’ Simdi bilegke fonksiyonlar icin zincir kurali olarak da bilinen

/& kurali konusalm. f ve g tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak

lizere f o g bileske fonksiyonunun bir x noktasindaki tiirevi
(fog)(x)=Ff"(g(x))-g'(x)

seklinde bulunur. Bu esitligi kullanacagimiz bir 6rnek ele alalim simdi.
h(x) = (1 + 3x)? fonksiyonunun tiirevini hesaplayalim. Bu fonksiyonu
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f(x) = x® ve g(x) = 1+ 3x fonksiyonlarmin f o g bileskesi olarak
alabiliriz. f/(x) =3x?ve g’(x) =3 oldugundan

R(x)=(fog)(x)=f"(g(x)) g (x)=3(1+3x)*3=9(1+3x)?

buluruz.

Teget Denklemi

T

Simdi de tiirevi, 6nemli bir geometrik problemin ¢6ziimiinde
kullanalim. Bu problem bir egriye bir noktasinda teget olan
dogrunun denklemini elde etme problemidir. Ama 6nce teget deyince

ne anladiginizi bana soyler misiniz?

Hocam, lisede biz cemberin tegeti diye birsey 6grenmistik.

Bir egriyi bir tek noktada kesen, yani degip gecen dogru degil .
miydi? :

@ Aslinda, ¢cember ya da elips icin bu tamim uygun gortlebilir.
(N Ama keyfi bir f(x) fonksiyonunun grafigi olan bir egri icin

bu tanim yeterli degildir. En basitinden y = x? egrisini tek noktada
kesen dogrulardan birisi y eksenidir. Ama bu dogru teget dogrusu olarak

alinamaz.

a O halde hangi dogrunun teget dogrusu olacagini matema-
S tiksel olarak tammlayalim. Bunun icin y = f(x) fonksiyo- ) Q
X

nun grafigi {izerinde sabit bir P = (x, f (xy)) noktas: ile degisen bir
Q = (x, f(x)) noktas1 alalim. Bu iki noktadan gecen dogrunun egimi

f(x) = f(xo)

X — Xg

AN\

me =

olur. Simdi Q noktasini P noktasina yaklastiralim. Bu yaklasimin her Q()T P
adiminda yeni bir kesen dogrusu elde ederiz. Q noktasinin P noktasina A xo X

yaklagmasi x noktasinin x, noktasina yaklasmas: anlamina gelir. x — X
Sekil 7.7: Kesenler ile teget dog-

iken mpq egimleri bir m sayisina yaklassin. Bu durumda P noktasindan - yaklagma.

gecen ve egimi m olan dogruya y = f(x) egrisinin P noktasindaki teget
dogrusu denir.
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(XO’ .yO)

y=m(x —xo)+ Yo

Sekil 7.8: (x,,Y,) noktasindan
gecen ve egimi m olan dogrunun
denklemi y = m(x — x,) + y, ile

verilir.

y=2x-1/2

(1.3)

Sekil 7.9: f(x) = %xz-i-x parabo-
liiniin grafigine (1, %) noktasinda
cizilen teget dogrusu.

Hocam, tiirevi nerede kullandik? Q

@ Engin, kesenlerin egimlerinin limitinden bahsettik. Bunu a-
&i\ cikca yazarsak

: S Ge) = f(xo)
m= lim mpp = lim ——
x—Xo X=Xo X — Xg

ifadesini elde ederiz ki bu da f(x) fonksiyonunun x = x, noktasindaki
tlirevinden baska birsey degildir. Fonksiyonlar iinitemizde egimi m olan

ve bir (xg, yo) noktasindan gecen dogru denkleminin
¥ = Yo =m(x — xo)

oldugunu goérmistiik. Egimi tlrev ile ifade ettigimize goére y = f(x)
fonksiyonunun grafigine (x, f (xy)) noktasinda c¢izilen teget dogrusu-
nun denklemi de

y — f(xo) =f/(xo)(x — Xq)

esitligi ile verilir.

@ Gelin simdi f(x) = %xz + x paraboliine x = 1 noktasinda

teget olan dogru denklemini yazalim.

Hocam, bize teget dogrusunun egimi lazim. Yani, f(x)
fonksiyonunun x = 1 noktasindaki tiirevini hesaplamaliyiz.
f’(x) = x + 1 olduguna gore egimim = f'(1) =1+1 =2
olarak bulurum. Fonksiyonun x = 1 noktasindaki degeri ise
() = %(1)2 +1 = %’dir. O halde egimi m = 2 olan ve
(1, 2) noktasindan gecen teget dogru denklemimiz

% ax—1)
Yy 2— X

olup, bu esitligi diizenlersek

. A
dogru denklemini elde ederiz.
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Arkadaslar, biz su ana kadar verilen bir f(x) fonksiyonunun

;i sadece bir kez tiirevini aldik ve bu tiirevi f’(x) ile gosterdik.
Bu tiireve birinci mertebeden tiirev denir. Dogal olarak su soruyu sora-
biliriz: f’(x) fonksiyonunun tiirevinden bahsedebilir miyiz?

Hocam hi¢ bahsetmesek? Isleri iyice karigtirmasak?

Cok sakacisin Selcuk! Hatirlarsaniz hizi, konum fonksiyonu-
A7

nun zamana gore degisimi, yani birinci tiirevi olarak tanimla-
mistik. Benzer bir yaklasimla hizin zamana gore degisimini de hesapla-
yabiliriz. Elde edilen nicelige ivme denir ve bu nicelik konum fonksiyo-
nunun zamana gore ikinci mertebeden tiirevinden baska birsey degildir:

Gokcisimlerinin arasindaki iliskileri incelerken Newton, belli bir kiitleye
sahip, bir kuvvetin etkisinde hareket eden bir cisim icin ikinci hareket
yasasi adi verilen “kuvvet = kiitle x ivme” iligkisini ifade etmistir. Bu
iliskide yer alan ivme kavrami konumun ikinci tiirevinden baska birsey
degildir. Newton bu yasay1 matematiksel olarak ifade edebilmek icin tii-
rev kavramini icat etmek zorunda kalmistir.

Bugtin bir¢ok bilim alanindaki problemlerin matematiksel modellerinde
ikinci, hatta daha yiiksek mertebeden tiirevler kullanilmaktadir.

Eger f’(x) tiirev fonksiyonunun bir x, noktasinda tiirevi var-
sa, bu tiireve f (x) fonksiyonunun x, noktasindac ikinci mer-

tebeden tiirevi denir ve f”(x,) yada d2f(xy)/dx? biciminde gosteri-
lir.

Eliniz aligsin diye su fonksiyonlarin ikinci mertebeden tiirevlerini hesap-
lar misiniz? f(x)=x2+3x+4 ve g(x)=1/x.

Hocam f (x) fonksiyonu kolay goriiniiyor. Onu ben yapayim:
f'(x)=2x+3 ve f"(x)=2

oluyor.

ilk defa italyan Fizikcisi Ga-
lileo tarafindan acik bir se-
kilde tarif edildigi bilinen
ivme, belirli bir yonde hare-
ket etmekte olan bir cismin
hizinin belirli bir zaman ara-
ligindaki degisim miktaridir.
Baska bir deyisle ivme, bir
cismin hizinin degisim hizi-
dir.
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f(x2)

fx1)

X1 X2

Sekil 7.10: y = f(x) fonksiyonu
artan fonksiyondur.

f(x1)

f(x2)

Sekil 7.11: y = f(x) fonksiyonu
azalan fonksiyondur.

ikincisi de benim olsun. Bu fonksiyonun birinci tiirevini he-
saplamistik ve —1/x? oldugunu sdylemistik. O halde bélii-

miun tirevi kuralini tekrar kullanmirsak

. (1)x? = 1(x?) —2x 2
g (x)=- (x2)2 == 4 =F

olarak buluruz.

Artan ve Azalan Fonksiyonlar

@ Simdi de bir fonksiyonun tiirevi ile fonksiyonun artan veya
m azalan olmasi arasindaki iligski iizerinde duralim. Bir f(x)

fonksiyonunun tanim kiimesinden alinan keyfi x;, x, noktalar1 icin

x; < x, iken f(x;) < f(x5) oluyorsa f(x) fonksiyonuna artan fonk-
siyon; eger, x; < X, iken f(x;) > f(x5) ise bu durumda da f (x) fonk-
siyonuna azalan fonksiyon diyecegiz.

Tiirevlenebilen bir f (x) fonksiyonunun artan ya da azalan olmasi ile tii-
revin isareti arasinda 6énemli bir iliski vardir. Bu iliskiyi su sekilde ifade
edebiliriz: f : [a, b] — R fonksiyonu siirekli ve (a, b) araliginda tiirev-
lenebilir olsun. (a, b) araligindan alinan her x noktasi i¢in f’(x) > 0 ise
f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda artan, benzer olarak (a, b) araligin-
daki her x i¢in f’(x) < 0 ise f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda azalan-
dir. Bu ozellik yardimiyla bir fonksiyonun artan ya da azalan olduklar
araliklar1 ¢cogu kez rahatlikla tespit edebiliriz.

R(x) = 200x — x? gelir fonksiyonunun artan ve azalan ol-

@ Simdi de daha once inceledigimiz R:[0,200] — R,

dugu araliklar1 bulalim.

=3
S

N A R'(x) =200 — 2x
oldugundan x = 100 i¢in R’(100) = 0’dir.

0<x<100icinR'(x)>0

ve
100 < x < 200 icin R'(x) < 0

olur. Burada R(x) fonksiyonunun [0, 100] araliginda artan, [100,200]
araliginda ise azalan oldugunu séyleyebiliriz.
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Bu bilgileri yandaki tablo seklinde de ifade edebiliriz. O halde gelirimiz
satilan mal miktar1 [0,100] araliginda iken artmakta, [100,200] arali-
ginda iken azalmaktadir. Demek ki satis miktar1 100 birim oldugunda
en cok gelir elde edilir.

Biraz da yerel minimum ve maksimum noktalarindan bahse-

@ delim. Bir fonksiyonun tanim kiimesindeki bir x, noktasinin
civarinda yer alan her x icin f(x) < f(x,) oluyor ise bu noktaya fonksi-
yonumuzun yerel maksimum noktasi ve fonksiyonun bu noktada aldig:
deger olan f (x) sayisina da yerel maksimum degeri diyecegiz. Aksine,
X civarinda f(x) > f(xg) oluyor ise x, noktasina yerel minimum nok-
tas1 ve fonksiyonun bu noktada aldig1 deger olan f (x,) sayisina da yerel
minimum degeri diyecegiz. Yerel minimum ve yerel maksimum nokta-
larina bir fonksiyonun ekstremum noktalari denir ve su 6nemli 6zellik
saglanir:
f :[a,b] — R fonksiyonu siirekli ve (a, b) araliginda tiirevlenebilir bir
fonksiyon ve x, € (a, b) bir ekstremum nokta ise o zaman f’(x,) = 0
dir. Bu nedenle bir fonksiyonun yerel ekstremum noktalar1 aranirken
fonksiyonunun tiirevinin sifir oldugu noktalara bakilir.
Sunu da belirtelim ki fonksiyonun grafigine ekstremum noktalarda ci-
zilecek teget dogrulari x-eksenine paralel olur ve bu teget dogrularina
fonksiyonun yatay tegetleri deriz.

Ama su hataya diismeyin arkadaslar; bir fonksiyonun tiirevi-

z nin bir x, noktasinda sifir olmasi o noktay1 ekstremum nok-
tasit yapmaz. Buna en giizel 6rnek her yerde artan oldugunu bildigimiz
f(x) = x® fonksiyonudur. x, = 0 noktasinda fonksiyonunun tiirevi si-
firdir. Ancak, f(0) =0, x < 0 iken f(x) < 0 ve x > 0 iken f(x) > 0
oldugundan bu nokta bir ekstremum noktasi olamaz.

'E Bir bagka ilging Ornek ise f(x) = |x| fonksiyonudur.
=7 . x, = 0 noktasinda bu fonksiyonun tiirevinin olmadigin1 bili-
yoruz. Ancak [—2,2] araliginda |x| en kiiciik degerini x, = O noktasinda

alir ve bu nokta bir yerel minimum noktasidir. Demek ki ekstremum nok-
tasi tlirevin var olmadig1 bir nokta da olabilir.

@ Simdi de bir f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi-
m nin isareti ile fonksiyonun grafigi arasindaki iliskiden bahse-

delim. Oncelikle ikinci mertebeden tiirevi mevcut ve siirekli olan bir

179
100
X o | 200
|
R + |0 —
I
R / \
Y

Sekil 7.12: x, noktas: f(x) fonk-
siyonunun yerel maksimum nok-
tasi, x; noktast f(x) fonksiyonu-
nun yerel minimum noktasidir. Bu
noktalarda fonksiyonun grafigine
yatay tegetler cizilebilir.

Sekil 7.13: f(x) = x* fonksiyo-
nunun grafigi.



180

7 Tiirev ve Uygulamalar

f'(x)>0
f(x)>0

Sekil 7.14: y = f (x) fonksiyonun
artis1 hizlanmaktadir.

y

f"(x)<0

Sekil 7.15: y = f(x) fonksiyonun
artis1 azalmaktadir.

f(x) fonksiyonu alalim. Peki, fonksiyonun tiirevlenebildigi bir aralikta
f”(x)> 0ise f’(x) tiirevinin davranis1 hakkinda ne derdiniz?

Fonksiyonun tiirevi pozitif oldugunda, fonksiyonun artan ol-
dugunu séylemistik. Ikinci tiirev pozitif ise, o zaman da bi- ﬁ
rinci tiirevin artan oldugunu soyleyebiliriz sanirim.

Evet Engin, f”(x) = (f’)'(x) oldugundan f”(x) > O ise f’(x)
i

fonksiyonunun artan oldugunu séyleriz. Bu ise f(x) fonksi-
yonun grafigine cizilecek teget dogrularinin egimlerinin giderek arttigi
anlamina gelir. Eger, birinci mertebeden tiirevin pozitif oldugu bir ara-
likta ikinci mertebeden tiirev pozitif ise, o zaman fonksiyonun artmasi-
nin giderek hizlandigini sdyleriz. Bu da fonksiyonun grafiginin yukariya
dogru kivrildig1 anlamina gelir.

Bir fonksiyonun artis1 hizlandig1 gibi, yavaslayabilir de. Bi-

é rinci mertebeden tiirevin pozitif oldugu bir aralikta ikinci
mertebeden tiirev negatif ise bunu fonksiyonun artisinin giderek azal-
dig1 seklinde ifade edebiliriz. Bu ise fonksiyonun asag1 dogru kivrildig:

anlamina gelir.

Hocam, paydos zili calmak tizere ve kafamiz artik pek birsey

almryor. Ben bir fonksiyonun artisinin yavaslamasi ne demek

anlamadim. Bu son s6ylediklerinizi bir 6rnek iizerinde gorsek @
'1

olmaz m1?

6’ Tabii ki Gokee. f : [0,00) = R, f(x) = 2x3 — 6x% + 6x kural
S ile verilen f(x) fonksiyonun davranisini inceleyelim. Bunun
icin fonksiyonun birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerini hesaplamamiz

lazim.
Once birinci mertebeden tiirevi hesaplayalim hocam:
f'(x)=6x%-12x+6=6(x —1)%.

Buradan x = 1 i¢in f’(x) = 0 oldugu goriiliir. x = 1 noktasi
disinda f’(x) her yerde pozitiftir. Fonksiyonun ikinci merte-
beden tiirevi ise

') =12(x—1)

dir. Tkinci mertebeden tiirevin isareti 0 < x < 1 arahgmnda %
negatif, (1, 00) araliginda ise pozitiftir. [ 1
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O halde [0,1) araliginda birinci mertebeden tiirev pozitif,

ama ikinci mertebeden tiirev negatiftir. Dolayisiyla bu aralikta ‘
f (x) fonksiyonunun artisinin yavasladigini sdyleyebiliriz.

Anladim. Bu durumda (1, oo) araligindaki durumu da deger-
lendirebiliriz. Bu aralikta hem birinci hem de ikinci mertebe-
den tiirevler pozitif oldugundan fonksiyonun artmasinin gi- &

derek hizlandig1 sonucunu elde ederiz.

a Evet arkadaslar, hepinizin aklina saglik. Keske zamanimiz da-
7S ha uzun olsayd: da tiirevi daha da derinlemesine ele alabil-
seydik. Bu kisa siire icerisinde tiirevin ne olduguna ve nasil kullanildi-

gina dair temel bilgileri vermeye calistik. Bir sonraki derste goriismek

lzere.

Ozet

Bu boliimde matematigin en 6nemli kavramlarindan biri olan tiirev ile
tanigtik. Oncelikle ortalama hiz ve ortalama hizin limiti olarak anlik hiz
kavramlarini ele alip, bunlardan hareketle tiirev kavramini bir fonksi-
yonun bir noktadaki degisim hizi olarak tanimladik. Tiirevin geometrik
anlamini tartistik ve fonksiyonlarin tiirevlerine dair temel kurallar ifade
ettik. Tlirev yardimiyla bir fonksiyonun artanligini, azalanli§ini karakte-
rize ettik ve bu kavramlar yardimiyla yerel ekstremum noktalari tanim-
ladik.

f(x):2x3—6x2+6x

: x
0 1

Sekil 7.16: f(x) fonksiyonunun
0 < x < 1 icin artis1 yavaslarken
x > 1 icin artig1 hizlanmaktadir.

Logaritmanin tiirevi:
f(x)=Inx =log, x icin

1
=<

X

Ustel fonksiyonun tiirevi:

f(x)=e"igin f'(x)=¢€*
f(x) = e icin f'(x) = kek*
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Okuma Parcasi

Bilimin Onciileri

Newton
(1642-1727)

Cemal YILDIRIM

() Aristoteles geleneginde, goksel nesnelerin cember-
sel devinimleri agiklama gerektirmeyen “dogal” bir olaydi.
Diinyanin diger gezegenlerle birlikte Glnes cevresinde don-
diigiini ileri siiren Copernicus bile, cembersel devinim 6greti- |
sine kars1 ¢ikmadig gibi bu devinimi agiklama arayisi icine de
girmemistir. Galileo ile Newton mekaniginde ise yalnizca ayni
dogrultuda tekdiize devinim dogaldir; devinimin yon ya da hiz
degistirmesi, ancak bir dis kuvvetin etkisiyle olasidir. Kepler,
gezegenlerin Glines c¢evresindeki devinimlerini Giines’'ten
kaynaklanan manyetik tiirden bir kuvvete baglamis, yer ¢eki-
mi kavramina ipucu hazirlamisti. Newton’'un “gravitasyon”
dedigi kuvvet, gezegenlerin eliptik yoriingeleriyle yer kiirede-
ki serbest diismeyi aciklayan evrensel bir gilictiir. Buna gore, evrende var olan herhangi iki
nesne birbirini kiitlelerinin carpimiyla dogru, aralarindaki mesafenin karesiyle ters orantili
olarak ceker. Iliskinin matematiksel ifadesi:

(Denklemde G yer ¢ekimi sabitini, m kiitleyi d mesafeyi simgelemektedir).,

Newton’un gencliginde ulastigi ama yayimlamaktan kacindigi bu sonug, bir hipotez
olarak baskalarinca da tartisilmaktaydi. Nitekim, Kraliyet Bilim Akademisi'nin ¢ liyesi
(Robert Hooke, Edmund Halley ve Christopher Wren) eliptik yoriingelerin yer ¢ekimiyle
aciklanabilecegi savindaydilar; ancak bu savi kendi aralarinda kanitlayamamaktaydilar.

1684’te Halley, sorunu Newton’a iletir. Yer ¢ekimi hipotezini yillarca énce olustu-
ran Newton, bu arada, hipotezin matematiksel yoldan kanitlanmasini da gerceklestirmisti.
Boylesine 6nemli bir calismanin yayimlanmadan kalmasini dogru bulmayan Halley, tim
basim masraflarin1 yiiklenerek Newton’'u daha fazla zaman yitirmeden Kkitabini
(Principia’y1) yazmaya ikna eder. Bilim diinyasi hayranlikla karsiladig1 bu 6lmez yapitta,
ilk kez, mekanigin diger yasalariyla birlikte yer ¢ekimi kuraminin, tiim kanit ve icerigiyle,
matematiksel olarak islendigini bulur. Kitapta, ayrica, sivi deviniminden Giines ve gezegen-
lerin kiitlelerinin hesaplanmasina, Ay’in devinimindeki diizensizliklerden denizlerdeki gel-
git olaylarina degin pek ¢ok sorunsal konuya agiklik getirmistir...

Kaynak: Bilim ve Teknik Dergisi, Subat, 1993.
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Cikarin Ka gitlari

f(t) = 5t2 kurali ile hareket eden bir cis-

min [1,3] araligindaki ortalama hizi nedir?

f(x) = x?—6x — 4 fonksiyonun grafigine
(2,—12) noktasinda cizilecek teget dogrusu-

nun denklemini bulunuz.

A) y=2x—-4
B) y=x—-4
C) y=—2x-8
D) y=—x-8
E) y=-2x

f(x) = (1 — 2x)? fonksiyonunun x = 2
noktasindaki anlik hizi nedir?
A) 2
B) 4
C) 8
D) 12
E) 8
flx)=x%- % ise f'(1) degeri nedir?
A) -2
B) —1
C) 3
D) 6
E) 9

f(x)=x3—-2x?ise f/(1) degeri nedir?

A) -3
B) -2
C) -1
D)1

E) 3

f(x) = x? — 4 fonksiyonunun x = 3 nok-
tasindaki ikinci mertebeden tiirevi nedir?
A) 2
B) 4
C) 6
D) 8
E) 10

f(x) = —x?+ 4x + 6 fonksiyonunun aza-
lan oldugu aralig1 bulunuz.

f(x) = 4x — x? fonksiyonunun artiginin
yavasladig: aralik asagidakilerden hangisidir?
A) (—00,0)
B) (-2,2)
C) (2,00)
D) (—00,2)
E) R
f(x) = x?—8x + 15 fonksiyonunun yerel
minimum degeri nedir?
A) -1
B) 0
o1
D) 2
E) 3

Gelir fonksiyonu f : [0,400] — R,

R(x) = 1200x — 3x? ile verilen bir maldan kac

adet satilirsa en ¢ok gelir elde edilir?
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Cozumler

Ortalama hizin tanimini kullanirsak

_f@®)-f1)_45-5

=20
Vort 3_1 5

olarak elde edilir.
f’(x) = 2x — 6 oldugundan
m=f'(2)=4-6=-2
olur. O halde aranan denklem
y+12=-2(x—2)

olup, bu denklem diizenlenirse y = —2x — 8
elde edilir. Cevap C secenegidir.

x = 2 noktasindaki anhk hiz, o
noktadaki  tiireve karsilik  geldiginden
bileske fonksiyonun tiirevi kuralindan
fl(x)=2(1-2x)(-2)=-4(1—-2x)=8x—4
ifadesinden f’(2) = 8(2) — 4 = 12 elde edilir.
Cevap D secenegidir.

Kuvvet fonksiyonu ve boliimiin tiirevi ku-

ralindan
) 1 1
f(x)=2x— 2 =2x+—x2

bulunur. Buradan /(1) = 2-1+1/(1%) =
2+ 1 = 3 elde edilir. Cevap C secenegidir.

f’(x) = 3x? — 4x oldugundan x = 1 de-
geri icin f/(1) =3(1)>-4-1=3-4= -1
olur. Cevap C secgenegidir.

f'(x) = 2x ve f”(x) = 2 oldugundan
ikinci mertebeden tiirev her x sayisi icin 2 de-
gerine sahip olur. Ozel olarak x = 3 icin de
£”(3) = 2 dir. Dogru cevap A secenegidir.

Birinci tiirevin sifir oldugu nokta
f'(x) = —2x + 4 = 0 esitliginden x = 2 nok-
tasidi. x > 2 iken f’(x) < 0; x < 2 iken
f’(x) > 0 oldugundan fonksiyon x > 2 iken,
yani (2, 00) araliginda azalandir.

f’(x) = 4 — 2x olup, birinci mertebeden
tlirev x < 2 iken pozitif, x > 2 iken negatif-
tir. Ikinci mertebeden tiirev f”/(x) = —2 olup,
her zaman negatiftir. Dolayisiyla (—o0, 2) ara-
liginda birinci mertebeden tiirev pozitif, ikinci
mertebeden tiirev negatif oldugundan bu ara-
likta fonksiyonun artis1 yavaglar. Cevap D se-
cenegidir.

Bu soruda ise yerel minimum deger sorul-
maktadir. Bunun i¢in birinci mertebeden tiire-

vin sifir oldugu noktalari inceleyelim.
f'(x)=2x—-8=0

esitlifinden x = 4 noktasinin bir kdk oldugu
goriliir. x > 4 iken tiirev fonksiyonu pozitif,
x < 4 iken negatif oldugundan bu nokta bir
yerel minimum noktasidir. Yerel minimum de-
geri ise bu noktay1 fonksiyonda yerine koyarak
elde edecegimiz

f(4)=4*>-8-4+15=16—-32+15=-1
degeridir. Cevap A sikkidir.

Bu soruda da gelir fonksiyonunun ye-
rel maksimum noktasi sorulmaktadir. Yine
tlirevi sifir yapan noktalari kontrol edelim.
R’(x) = 1200 — 6x olduguna gore tiirevi sifir
yapan deger x = 200 degeridir. 0 < x < 200
iken R'(x) > 0 ve 200 < x < 400 iken
R’(x) < 0 oldugundan en ¢ok gelir satilan mal
miktar1 x = 200 olursa elde edilir.
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8 Integral ve Uygulamalari

Tanim Diizlemde sonlu sa-
yida dogru parcasinin ug uca
eklenmesiyle olusturulan ka-
pali bolgeye cokgensel bir
bolge denir.

Alan Problemi

a Arkadaslar icinizde dikdortgenin alanini bilmeyen yoktur her-
halde!

Evet hocam, taban carp: yiikseklik, bazen de en carp: boy de-

nir. 3
a Peki bir ticgenin alani nasil hesaplanir?

O da kolay, taban carp: yiiksekligin yarisi.

ﬁ Bir besgenin, ya da bir altigenin alanini sorsam.

Bir besgen bes tane iicgenden olusur, iicgenin alanini hesap-

% |

layabildigimiz icin bunlarin alanlar toplami besgenin alanini
verir. Altigenin alanini hesaplamak icin de ayn1 mantik gecer-
lidir.

Bence biitiin ¢cokgenlerin alanini benzer sekilde hesaplayabi-

a

liriz.

Evet, Engin dogru soyliiyor. Benzer mantikla tiim ¢okgensel

bolgelerin alanlari da hesaplanabilir.
Benim bir sey dikkatimi g¢ekti, bunlarin hepsinin kenarlari

diiz. Ya kenarlar1 dogru parcalarindan olusmayan, kivrimli bir
bolge olsayd: ne yapacaktik?

Mesela daire gibi.

B

Ben onun alanini da biliyorum. 7 carp1 yaricapin karesi.
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a Antik caglardan beri matematikciler bir takim diizlemsel bol-
7S gelerin alanlarini hesaplamak icin cok caba sarf etmislerdir.
Arsimed dairenin alanini hesaplamak icin daireye iceriden ve disaridan

yaklasan ¢okgenler kullanmistir.

Arsimed, bilinmeyeni bilinenlerle kusatmas.

Biz bugiinkii dersimizde bir [a, b] kapali aralig1 {izerinde ta-
nimli, siirekli ve negatif degerler almayan bir f(x) fonksi-

yonu tarafindan belirlenen bir D boélgesinin alanini hesaplamaya cali-
sacagiz. Alanini hesaplamaya calistigimiz D bolgesi y = f(x) egrisinin
altinda, [a, b] araliginin tstiinde , x = a dogrusunun saginda ve x = b
dogrusunun solunda kalan boélgedir.

Bu D bolgesine Arsimed’in yontemini mi uygulayacagiz?
@ Evet, D bolgesine cok 0zel tipte ¢cokgenlerle yaklasacagiz.

@ Kolay anlagilmasi icin incelememize [0,1] araligi iizerinde
g‘}{é f(x) = x? fonksiyonunu alarak baslayalim.

Hocam bence bu boélgenin alani1 1’den kiiciiktiir, ciinkii bu

bolge bir kenari 1 birim olan karenin icinde kaliyor.

Selcuk dogru soyliiyor arkadaslar. B1r adim daha ileriye gi-
dehm Oncelikle [0,1] arahigini 0, 2,1 noktalar: yardimiyla

J 2’
§ek11nde iki alt araliga ayiralim. Buradaki O, 1, 1 nokta-

larlna [O, 1] araliginin bir boliintiisti denir. Sonra sekildeki gibi [ , é:l
aralig1 lizerinde yiiksekligi f (%) = % olan dikdo6rtgeni ve [%,

tizerinde yliksekligi f (1) = 1 olan dikdortgeni gozoniine alalim. Bu iki

1] araligi
dikdortgenin alanlari toplami

11+11_5
2 4 2 8

olup, D bolgesinin alani g’den kiictiktiir.

OO0
QOO

Sekil 8.1: Birim daireye iceriden

ve disaridan ¢cokgenlerle yaklagim.

y=f(x)

a

b

X

Sekil 8.2: y = f(x) fonksiyonu-

nun belirledigi D bolgesi.

Sekil 8.3: y = x? fonksiyonunun

belirledigi D bolgesi.

Sekil 8.4: D bolgesine iki dikdort-

genle yaklasim.
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Hocam ben bu isi bir adim daha devam ettirebilirim. Once
0, %, %, 1 noktalar1 yardimiyla [0, 1] araligim [0, %] , [%, %]
ve [%, 1] alt araliklarina ayiririz. Sonra sekildeki gibi [O, %

aralig1 tizerinde yiiksekligi f (%) = % olan dikdortgeni,
[%, %] aralig1 tizerinde yiiksekligi f (%) = g olan dikdortgeni
ve [%, 1] aralig1 tizerinde yiiksekligi /(1) = 1 olan dikdort-

3 5 1= geni goz oniine alirsak, bu ii¢ dikdoértgenin alanlari toplami

Sekil 8.5: D bolgesine ii¢ dikdort- 11 1 4 1 1 1 4 14
et l== | = =+1 | ==

gezle yaklagim. 39393 3 (9 9 ) 27 A

/]

1 yani yaklasik olarak 0, 52’dir.

Bence bundan sonra [0, 1] araligindaki O, %{, %, %, 1 noktala-
1

rin1 se¢cmek uygun olur. Bu noktalar yardimiyla tabanlar y
1
16

@ f (%) = %{, (%) = % ve f(1) = 1 olan dikdortgenler ali-

nirsa karsilik gelen alan

+11_1 1+4+9+16 15
4 4\16 16 16 16) 32

birim uzunlukta ve yiikseklikleri de sirasiyla f (%) =

Sekil 8.6: D bolgesine dort dik-
dortgenle yaklagim.

Y
1 £

11 +1 1+1 9
416 44 4 16
dir ve bu da yaklagik olarak 0,47 olur. Boylece gercek alan .
degerine biraz daha yaklasilmis olur. #

@ Bu sekilde devam edilirse, her bir adimda gercek degere biraz
S\ daha yaklagilr.

1

Sekil 8.7: D bolgesine 10 dikdért- 6’ Asagidaki tabloda birinci satirdaki n ile alt araliklarin, dola-
S yisiyla dikdortgenlerin sayisi gosterilmistir. ikinci satirdaki A,

genle yaklagim.
Y ise olusturulan n tane dikdortgenin alanlari toplamini temsil etmektedir.
L Dikdoértgen sayist sonsuza dogru arttirildiginda, karsilik gelen alanlar
toplami % = 0,3333... saywisina yaklasmaktadir. Bunun sebebini belirli

integral konusunda aciklayacagiz.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 000 20
A, | 10625 | 052 | 047 | 0,44 | 0,42 | 0,41 | 0,4 | 0,39 | 0,38 | ... 0,358

[

+  Hocam dikdortgenleri olustururken nigin sol uclari kullanma- a
L

dik?
Sekil 8.8: D bolgesine 20 dikdort-

genle yaklasim.
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Dogru séyliiyorsun Selguk, alt araliklardaki sol u¢ noktalari
secerek de, hatta orta noktalar1 secerek de ayni islemleri ya-

pabilirdik. Her bir adimda hesaplanan degerler farkli olurdu ancak bu
sekilde hesaplanan degerler de adim sayisi arttikca gercek alan degerine
yaklasirdi. Sag uc¢ noktalari secmek benim tercihim oldu, ama bu se¢im

sonucu etkilemiyor.

Baska Problem, Yine Toplamlar

Benim arabayi biliyorsunuz, artik ka¢ bin kilometrede oldu-
gunu bile bilmiyorum, kilometre gostergesi calismiyor.

'@

Hocam boyle zor olmuyor mu?

ﬂ Neyse ki hiz gostergesi calistyor.

Hiz gostergesi baska, kilometre gostergesi bagka! Mesela ev-

b2

den okula kac kilometre oldugunu nasil bileceksiniz?

Biraz hesapla idare ediyorum. Tabii ki bu arada kizimdan da
birazcik yardim aliyorum.

b2

Hocam nasil oluyor bu is?

ilk hareketimde saate bakiyorum, bundan sonra diizenli ara-
liklarla kizim hiz gostergesine bakip ilgili hizi not aliyor.

b2

Hocam gene benim kafami karistirdiniz.
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H

z { km/saat

90 1 —
80 - —
70 1 —
60
50 1
40 +
30 +—
20 1

Tabloda km/saat cinsinden
verilen hizlar1 km/dakika’ya
cevirirken dogru  oranti
kullanilir. 1. dakikada 30
km/saat olan hiz asagidaki
sekilde km/dakika’'ya do-
niistiiriliir. 1 saat 60 dakika
oldugu icin:

60 dakikada 30 km gidilirse
1 dakikada  x km gidilir.

Buradan x = % = 0,5 olup
1. dakikada 0,5 km yol alin-
mistir. Digerleri de benzer se-

kilde hesaplanir.

Hiz { km/dk

131
L1+

0,84

0,5
0,3

1 2 3 4 5 6 7 Zaman

‘6 Evle okul arasi asag1 yukar1 7 dakika, dakikalara gore aracin
=&~ % hizi km/saat cinsinden su tablodaki gibi:

zaman | 1.dk. | 2.dk. | 3.dk. | 4.dk. | 5.dk. | 6.dk. | 7.dk.
hiz 30 70 80 90 80 50 20

Ben anladim.

Bakiyorum da, konu hiz ve araba olunca ¢ok cabuk anliyor- .

sum.

Aferin Selcuk, hadi arkadaslarina da anlat.
A‘RA

zaman | 1.dk. | 2.dk. | 3.dk. | 4.dk. | 5.dk. | 6.dk. | 7.dk.
hiz 0,50 | 1,16 | 1,33 | 1,50 | 1,33 | 0,83 | 0,33

Once km/saat tiiriinden verilmis olan hizlari, yukardaki tab-
lodaki gibi km/dakika’ya cevirelim. Simdi de her bir zaman

dilimindeki hiz1 sabit kabul ederek bu zaman diliminde ali- ‘
nan yolu yaklasik olarak hesaplayabiliriz. A

Buna gore

zaman diliminde alinan yol 0,50 km,
zaman diliminde alinan yol 1,16 km,
zaman diliminde alinan yol 1,33 km,

zaman diliminde alinan yol 1,33 km,

1.
2.
3.
4. zaman diliminde alinan yol 1,50 km,
5.
6. zaman diliminde alinan yol 0, 83 km,
7.

zaman diliminde alinan yol 0,33 km

olur. Her bir zaman diliminde alinan yollar toplanirsa
0,5+1,16+1,33+1,5+1,33+0,83+0,33=6,98

olur. O halde evden okula mesafe yaklasik olarak 7 km olur.

é\ Buradaki zaman dilimlerini otuzar saniyeye indirseydik ger-
gi_% cek mesafeye daha da yaklasirdik.
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Arkadaslar burada dikkat ederseniz, belli araliklar ve her bir
araliga karsilik gelen bir sayisal deger var. Sonra da bu say1-

lar1 aralik boyu ile carpip topluyoruz. Bu size tanidik geldi mi?

Biraz onceki alan hesabindaki toplama benziyor ama burada
fonksiyon yok hocam. L

Iyi diisiiniin.

e
Bence burada olsa olsa hiz fonksiyonu olur.

Burada degiskenimiz zamandir ve [0, 7] araliginda degismek-
tedir. Fonksiyonumuz ise zamana baglh olarak aracimizin hi-

zidir. Birer dakikalik zaman dilimleri [0, 7] araligimizin bir boliintiisii
olup, dakikada bir kaydettigimiz hizlar da hiz fonksiyonumuzun alt ara-

ligin sag uclarindaki degeridir.

Hocam fonksiyonun ug noktalardaki degerini anladim da, ben
héla fonksiyonun kendisini géoremedim. Adi var kendisi yok!

Engin’i memnun etmek icin her andaki hizimiz1 kaydetmemiz

@ gerekiyor. Ama giinliik hayatta pek ¢ok durumda bir fonksi-
yonun her noktadaki degerinden ziyade fonksiyonun yeterince ¢cok nok-
tadaki degerini bilmek yeterlidir. Eger burada hiz fonksiyonumuzun za-
mana baglh formili agik olarak verilmis olsaydi, araligimizin boliintii-

siindeki noktalar arttirarak siiphesiz daha hassas hesaplamalar yapabi-
lirdik.

Belirli integral

Arkadasglar alan probleminde de, yol probleminde de karsi-
miza birtakim toplamlar ¢ikti. Bu islemlerde gézoniine aldigi-
miz fonksiyonlar negatif degerler almayan fonksiyonlardi. Aslinda fonk-
siyon tizerindeki bu kosuldan vazgecip [a, b] kapali aralig1 tizerinde ta-
nimli ve siirekli bir f fonksiyonunu alarak da ayni islemleri yapabiliriz.
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Bunun icin [a, b] kapali araligini her birinin boyu Ax = % olan n esit
parcaya bolelim. Karsilik gelen boliintiiniin noktalari

b—a b—a _b—a b—a

Xo=a,X;=—,X;=2- ooy X;=1" y ey Xp=n- =b
n n n n
olur.
y
Xi-1  Xj
1 1 1 1 1 1 1
y=f(x) Xo=a x1 Xn=b
A TN b Ax= bz
a | x [a, b] arahginin n esit pargaya béliinmiisii

i. alt araligin sag ucunu x; ile gosterelim. Bu verilere gore asagidaki

toplamu1 olusturalim:

Sekil 8.9: y = f(x)in Riemann
toplamindaki dikdortgenler. fx)Ax + f(x)Ax + -+ f(x,)Ax.

Bu toplamu ortak bir parantezleme ile

[f e+ f () 4o+ f(x,)] Ax
seklinde de yazabiliriz. Bu toplam bir gercel sayidir, bu sayiya f fonksi-

yonunun bir Riemann toplami denir.

Hocam benim bu toplamlardan goziim korktu. ﬁ

@, Her isin bir zorlugu vardir. integral isinin de en zor evresi
@7} burasidir.

a’ Yukarida olusturdugumuz toplamda boliintiideki nokta sayisi
i arttirildikca karsilik gelen degerler sabit bir sayiya yaklasir.

Bu sabit sayiya f fonksiyonunun [a, b] aralig: iizerindeki belirli integrali

b
J flx)dx

denir ve bu say1

semboliiyle gosterilir.



Belirsiz integral

193

Daha matematiksel bir dille séylemek gerekirse
773

b
J fO)dx = lim [fQer) +f0ea)+-- 4 fx)] - Ax

olur.

Hocam, bu belirli integral hesabi hakikaten cok zor goziikii-

yor. Bu hesabi1 kolay kilmanin bir yolu yok mu?

@ Tabii ki var, ancak bunun i¢in temel bir diisiinceye daha ihti-

giv{é yacimiz olacak.

Belirsiz integral

Tiirevle ilgili dersimizde, bir fonksiyon verildiginde bu fonksi-
yonun tiirevini hesaplamistik. $imdi bu isleme tersten baka-

cagiz, yani tiirevi verilen fonksiyonun kendisini bulmaya calisacagiz.

Nicin tiirevi bilinen fonksiyonun kendisini bulmaya calisiyo-

ruz?

Hatirlarsaniz, tiirev demek degisim orani ya da hiz demekti.
Fonksiyon verildiginde bunlar1 hesaplayabiliyorduk. Simdiki
problemimizde bir olayin hizini ya da degisim oranini biliyorken, olayin

kendi formiiliini bulmaya calisiyoruz.

Tiirevi 2x olan bir fonksiyon soyleyebilir misiniz?

Gok kolay, x? fonksiyonunun tiirevi 2x olur.

Hocam, x2 + 1 fonksiyonunun da tiirevi 2x olur.

fab f(x) dx ifadesinde
. f semboliine integral

e d’ya integralin alt si-
nir1

e b’ye integralin iist si-
nir

f(x)e integrand

dx’e diferansiyel

denir. Buradaki dx ifadesi
Riemann toplamindaki
Ax’ten esinlenerek yazil-
maktadir ve integralin hangi
degiskene gore hesaplandi-
gin1 belirtir.
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Sekil 8.10: y = x? + ¢ ailesinin
bazi iiyeleri.

Tanim F(x) fonksiyonunun
tirevi f(x) fonksiyonuna
esit ise, yani F/(x) = f(x)
oluyorsa, F(x) fonksiyonuna
f (x)in bir ilkeli denir.

F(x) ve G(x) fonksiyonlari-
nin bir aralik iizerinde tiirev-

leri esit ise, yani
F'(x) =G'(x)

oluyorsa bu fonksiyonlar
arasinda G(x) = F(x) +c¢
iliskisi vardir.

Tanmim F(x) fonksiyonu,

f(x)

ilkeli ise, F(x) + c ailesine

fonksiyonunun  bir

f(x) in belirsiz integrali de-
nir ve ff(x) dx =F(x)+c
seklinde gosterilir.

Bunu

JF’(x) dx=F(x)+c

seklinde de yazabiliriz.

Arkadaslar her ikinizin de séyledigi dogru. Bunlarin her bi-

854 ) rine 2x fonksiyonunun bir ilkeli denir. Genel olarak, ¢ sabit
bir say1 olmak {izere x2+c fonksiyonunun da tiirevi 2x’tir. Diger yandan
2x’in tiim ilkelleri, uygun bir c icin x2+c formundadir. x2+c seklindeki
ifadeler ¢ sayisina bagh bir fonksiyon ailesidir. Bu aileye 2x fonksiyonu-
nun belirsiz integrali denir ve bunun igin

JZxdx=x2+c

gosterimi kullanilir.

Bazen y = x2+c ailesinin 6zel bir iiyesini secmek gerekebilir.
Mesela bu aileye ait olan ve (0,1) noktasindan gecen iiyeyi

bulabiliriz. (0, 1) noktasindan gecen 6zel {iyeyi bulmak icin
y = x2 + ¢ formiiliinde x yerine 0 ve y yerine 1 yazilirsa

1=0%+c

esitliginden ¢ = 1 bulunur. O halde (0, 1) noktasindan gecen iiye
y = x2 + 1 parabolii olur.

Arkadaslar, bir fonksiyonun ilkelini bulma problemi gozii-

niizii korkutmasin. Bizim genelde kullanacagimiz fonksiyon-
larin belirsiz integralleri asagidaki sekildedir:

k,n, c sabit sayilar olmak iizere,

=

. Sabit kurali: f kdx=kx+c

n+1

. n X
. Kuvvet kural: fx dx = il

\S]

+c, n# -1

w

. Logaritmik kural: f i dx =Inx+c

4. Ustel fonksiyon kurali: f e dx = %ek" +c, k#0

Tiirevdeki gibi, integral bulmanin da formiilleri var m1 ho- ﬁ

cam?
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@‘ Tabii ki, belirsiz integral i¢in asagidaki kurallar gecerlidir:
1

1. Sabitle carpma kurali: fkf(x) dx =k ff(x) dx, (k sabit say1)

2. Toplam Kurali: f(f(x) +g(x))dx = ff(x) dx + f g(x) dx

3. Fark Kural: f(f(x) —g(x))dx = ff(x) dx — f g(x) dx

Hocam bir 6rnek yapsak? g
Mesela
J‘(6x2 —5)dx

integralini hesaplayalim.

Once fark ve sabitle carpma kurallarini kullanirsak

J(6x2—5)dx=6fx2dx—f5dx

yazabiliriz. Sonra da kuvvet kurali ve sabit kurali kullanilirsa
aradigimiz belirsiz integral
65 _sus
-— —=5x+c
3

olarak bulunur. Buradan

J(6x2—5) dx =2x3-5x+c¢

elde edilir.

ﬂ Soyleyin bakalim, sonucun dogru olup olmadigini nasil anla-
nz?

Bulunan sonucun tiirevini aliriz. Eger basta verilen fonksi- -@
yonu elde edersek dogru yapmisiz demektir.
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Evet Engin, gercekten

(2x3 —5x +c) =6x%2—-5

dir. Simdi de bagka bir 6rnek verelim. SOyleyin bakalim

f 3e2* dx

Sabitle carpma kuralini ve {istel fonksiyon kuralini kullanirsak

integralinin degeri nedir?

1 3
JSezx dX=3f€2x dx=3-§ezx+c=§ezx+c

olarak bulunur.
Soyleyin bakalim
2
f —dx
X

integralinin degeri nedir?
Sabit kuralini ve sonrasinda logaritmik fonksiyonun integrali

kuralim kullanirsak

2 1
f—dszf—dszlnx—l—c
X X

sonucuna ulasiriz.

a Tiirev konusundaki zincir kuralin1 hatirlayan var mi1?

Hocam integral konusunu isliyorduk!

Demek ki ihtiya¢ olacak. Zincir kurali bileske fonksiyonunun
tlirevi ile ilgili bir kuraldi. f ve g fonksiyonlar verildiginde,
(f o g)(x) bileske fonksiyonunun tiirevi

(fog) ()= f'(g(x))-g'(x)
olur. ﬁ
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Simdi bunu bir integral kuralina gevirebiliriz:
AN
ff’(g(X)) g'(x)dx = f(f 0g)(x)dx=(fog)x)+c

olur.

f f’(g(x))- g’'(x) dx integralinde, iki tane fonksiyon tiirevi

ve bileskeler oldugu icin Piar Hoca’nin soyledigi formiilii uy-  “ = & () iditronlemelb s ol

.. oo i icin du = g'(x) d
gulamakta bazen giicliik cekilebilir. Bu yiizden degisken degistirme ya ‘51yonu. o e . < (x)' x
ifadesine u'nun diferansiyeli

da yerine koyma formiilii dedigimiz bir yontem cok faydalidir. Verilen ety wo Moty sl

integralde u = g(x) denilirse «’nun diferansiyeli du = g’(x) dx olur, 44 kullanish bir aractir,
bunlar ff’(g(x)) - g’(x) dx integralinde yazarsak

ff’(g(X)) +g'(x) dx = J fl@du=f+e

esitligini buluruz. Verilen bir integrale bu gozle bakip, sonra x degiske-

nine geri donebilirsiniz.

Hocam sunu bir 6rnek iizerinde agiklasaniz.

Peki Gokee,
= J

integralini hesaplayalim.

(2x +1)*dx

Once (2x +1)* ifadesinin acilimini yapariz sonra da biraz én- ﬁ
ceki yontemleri kullanarak integrali hesaplariz.

g

4.dereceden bir ifadenin acilimini yapmak zor olmayacak mi1?
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@,‘ Engin’in diislincesi dogru ancak Selcuk’un da soyledigi gibi
@Y  4.dereceden ifadenin acilimim yapmak cok fazla islem gerek-
tirir. O nedenle burada degisken degisimi yapmak uygun olur. Sizce nasil

bir degisken degisimi yapmaliy1z?

Bence u = 2x+1 degisken degisimi yapmak uygun olur. Buna
gore du = 2 dx olur, buradan da dx = % du olur. Bu ifadeler

integralde yerine yazilirsa

1 1 1u® 1
J(2x+1)4dx=fu4§ du=EJu4du=——+c=—u5+c

25 10 a
esitligi elde edilir.

Bu ¢6ziimde x yok, oysa integralini hesaplamak icin yola ¢ik- %
tigimiz fonksiyon x’e bagliydi! [ 7

@ Evet, Selcuk dogru soyliiyor arkadaslar. Selcuk’un soyledigi
R% sey 0grencilerin siklikla yaptigi ihmallerden biridir. Simdi son

ifadede u gordiigiimiiz yere 2x + 1 yazacak olursak istenilen integral

2x +1)°
f(2x+1)4dx=%+c

olarak bulunur.

Arkadaslar ben de sizlere fizik icerikli bir soru sorayim. x ek-

& seni boyunca hareket eden bir cismin t anindaki hizi
metre/saniye tiirlinden v(t) = 1+ 2t deklemiyle veriliyor. Eger bu cisim
t = 0 aninda baslangi¢ noktasinda ise bu cismin x ekseni iizerindeki

konumunu zamana baglh olarak veren bir fonksiyon bulabilir misiniz?

Tiirev konusunu islerken hiz, yolun yani konumun zamana
gore tiirevi olarak karsimiza cikmisti. Burada bize hiz verilip

yol denklemi soruldugu icin bir integral hesabi s6z konusu- ‘
dur.
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Bulmaya c¢alistigimiz konum fonksiyonuna F(t) diyelim. F(t)
hakkinda F(0) = 0 oldugunu ve

F(t)=v(t)=1+2t
oldugunu biliyoruz. O halde hizin integrali alinirsa
F(t) = J v(t)dt
= f(l +2t) dt
= t+t>+c

bulunur. Konum fonksiyonu F(t) = t + t2 + ¢ seklindedir. Bu
ifadede F(0) = 0 oldugu kullanilirsa ¢ = 0 olur. Sonuc olarak
konum, bagka bir deyisle yol fonksiyonumuz

F(t)=t+t?

seklindedir.

Peki bu cisim t = 1 ve t = 3 saniyeleri arasindaki zaman
diliminde ne kadar yol gitmistir?

Yol formiiliinii kullanarak hemen hesaplayabiliriz. t = 3. sa-
niyede alman yol F(3) = 3+ 3% = 3+ 9 = 12 metre olur. Bize
[1,3] zaman araliginda alinan yol soruldugu icin t = 1. sani-
yeye kadar alinmis olan yolu ¢ikarmaliyiz. 1.saniyede alinan
yol F(1) = 1+ 1% = 2 metre olup, [1,3] zaman diliminde
alinan yol

F(3)-F(1)=12-2=10

metredir. Bu cismin aldig1 yol, yol fonksiyonunun [1, 3] arali- Q
ginin uc noktalarinda aldig: degerler farkidir.
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v(t2)

‘6 Bir baska noktaya daha dikkat ¢ekmek istiyorum.
&7 % v(t) =1+ 2t hiz fonksionunun grafigi yandaki sekilde veril-
mistir. [1,3] araliginin {istiinde ve v(t) = 1 + 2t’nin grafiginin altinda

kalan bolgenin alani nedir?

Bu bolgeyi tabani 2 birim ve yiiksekligi 3 birim olan dikdort-
gen ile tabani 2 birim ve yiiksekligi 4 birim olan ii¢genin bir-
lesimi olarak diisiinebiliriz. Dikdoértgenin alani 2 -3 = 6 birim

kare ve iicgenin alani % = 4 birim karedir. Buna gore s6z a,
‘

konusu bolgenin alani 6 4+ 4 = 10 birim kare olur.

‘6 Son iki 6rnegimizi karsilastirin bakalim. Dikkatinizi ¢eken bir
& { durum var mr?

Her ikisinde de hesaplanan degerler ayni. Yani [1,3] arali-
ginda hiz fonksiyonunun altinda kalan alan, yol fonksiyonu-
nun [1,3] araliginin u¢ noktalarindaki degerleri farkina esit-
tir.

2

Dogru soyliiyorsun Selcuk. Yukarida [1,3] zaman diliminde
yaptigimiz incelemeyi, herhangi bir [¢;, t,] zaman diliminde

Hocam bu bir tesadiif degildir herhalde.

de yapabiliriz.

Yani yol fonksiyonu F(t)nin [t,t,] araliginin ug¢ noktala-

rinda aldig1 degerler farki olan F(t,) — F(t;) sayist, y = v(t) ‘

nin grafiginin altinda kalan alana mi esittir?

‘6 Evet farkl sekillerde elde edilen bu sayilar esittir. Bu 6rnek
&7 % bize alan bulma problemi ile tiirevi verilen bir fonksiyonun
kendisini bulma problemi arasindaki bir iligkiye isaret ediyor. Bu iliski

bizi matematikteki en 6nemli teoremlerden biri olan asagidaki teoreme

goturir.
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Temel Teorem

Arkadaslar, belirli integrali tanimladiktan sonra hesabinin ol-

dukca zor olduguna isaret etmis ve bunu kolaylastirmanin bir
yolu oldugunu soylemistik. Bize bu kolaylastirmay1 “Temel Teorem” adi
verilen bir teorem saglar. Bu teorem sayesinde, yukaridaki hiz 6rneginde
oldugu gibi, bir fonksiyonun belirli integrali o fonksiyonun bir ilkeli yar-
dimiyla kolayca hesaplanabilir.

Temel Teorem: f(x), [a,b] araligi iizerinde siirekli bir fonksiyon ve F(x)
fonksiyonu da f (x)’in bir ilkeli, yani F’(x) = f(x) olsun. Bu durumda

b
J f(x) dx =F(b) - F(a)

olur.

@‘ Artik belirli integrali Temel Teorem yardimiyla hesaplayabi-
xv{é liriz. Bir f(x) fonksiyonunun [a, b] aralig: iizerindeki belirli

integralini hesaplamak icin 6ncelikle f (x)’in bir ilkelini, yani

F’(x) = f(x) kosulunu saglayan bir F(x) fonksiyonu bulacagiz. Sonra
da F(x)in araligin uc noktalarinda almis oldugu degerler farki olan
F(b)— F(a) sayisin1 hesaplayacagiz. Bu say1 hesaplamak istedigimiz be-
lirli integrale esittir. Integral hesaplarinda bu fark icin F (x)lZ gosterimi
kullanilir. Bu gosterime gore Temel Teorem

b
J F(x)dx = F(x)]

seklinde de yazilabilir.

Hocam, baglangicta bahsettigimiz [0,1] araliginin iistiinde,
f(x) = x? egrisinin altinda kalan, sagdan x = 1 dogrusu ile ‘
sinirli bolgenin alanini hesaplayabilir miyiz?

Bana f (x) = x? fonksiyonunun bir ilkelini séyler misiniz?

<
F(x)= 3 fonksiyonu.

Sekil 8.11: Ustten y = x?2, alttan
x ekseni ve sagdan x = 1 dogrusu
ile sinirli bolge.



202

8 Integral ve Uygulamalari

fab f(x) dx belirli integra-
lini hesaplarken, f(x) fonk-
siyonunun F(x) ilkeli yerine
G(x) = F(x) + c ilkeli de
secilebilir. Bu durumda ug
noktalardaki degerler farki
G(b) — G(a) = (F(b) +¢) —
(F(a)+c)=F(b)—F(a) olup
sonu¢ degismez.

Sekil 8.12: f(x) = x%—2x in gra-

figi.

ligin uc¢ noktalarinda aldig1 degerler fark: olur. Yani

Evet dogru, belirli integralimizin degeri bu fonksiyonun ara-

1 3 03 1
f x2dx=F(1)-F0)="——-— ==
0 3 3 3

olup, s6z konusu bolgenin alani % birim karedir. Hatirlayacak olursaniz
dikdortgenleri kullanarak hesapladigimiz degerler, boliintl sayisi art-

@, Giizel soru Selguk, bir de senin soyledigin ilkel fonksiyon ile
AP} hesap yapalim. Bu fonksiyonun [0,1] araligmin uc noktala-

tikca %’e yaklastyordu.

Ama hocam F(x) = x; + 1 fonksiyonu da f(x) = x?nin bir
ilkelidir. Temel Teorem’de bu ilkeli kullanirsak ne olur?

rindaki degerler fark:

F(1) F(O)—13+1 03+1 —1+1 0 1—1
3 3 3 3

olup sonug degismedi. Bu genelde de dogrudur. Temel Teorem’i uygu-

Hayir Engin, eger fonksiyon negatif degerler almiyorsa

bu dogrudur, ama fonksiyonumuz negatif degerler aliyorsa
dogru olmaz. Mesela f(x) = x? — 2x fonksiyonunun [0,2] aralig1 {ize-

larken hangi ilkeli kullandigimiz 6nemli degildir.

Hocam belirli integralin degeri her zaman bir alana mi karsi-

lik gelir?

rindeki integralini hesaplayalim.

2 3 272
X X
(x*—2x)dx = |—-2-—
0 3 2
0
3 22 03 02
= — 2 == |==-2-—
3 2 3 2
B 4
3

olup negatif bir sayidir. Bu say1 bir alan degerine karsilik gelmez. Ama

sekildeki tarali bolgenin alaninin negatifidir.
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Haydi bakalim, flz e~2X dx belirli integralini hesaplayin. Y

Gayet kolay. e~2* fonksiyonunun bir ilkelinin —%e‘zx oldu-

1 —e2x
o o s y=e
gunu biliyoruz. Temel Teorem’i uygularsak
2 1 2 X
e dx = [——e‘zx}
1 2 1 Sekil 8.13: y = ¢?* in altinda
1 _9.9 1 _91 ve [1,2] arahigmin {stiinde kalan
= ——e — | —=e )
2 bélge.

1
= e
2 2 .@
sonucu elde edilir.

a

1
ﬁ Simdi de a > 1 olmak iizere f — dx integralini hesaplayn.
x
1 1

1
— fonksiyonunun bir ilkelinin In x oldugunu biliyoruz. Buna gore
x

a 1 .
—dx In x|y
. X

= Ilna-1In1l

= Ina

sonucu elde edilir. Tabii ki burada In1 = 0 oldugunu kullan- .
dim.

Integral yardimiyla iki egri arasindaki alan1 da hesaplamak
miimkindiir. [a, b] aralig1 {izerinde taniml siirekli f(x) ve

g(x) fonksiyonlar1 verilsin ve bu aralik tizerinde 0 < f(x) < g(x) olsun.
Bu durumda y = f(x) egrisinin iistiinde ve y = g(x) egrisinin altinda
kalan bolgenin alanina A diyecek olursak, bu alan

b
A= f (8(x) = f(x)) dx

formiili ile hesaplanir.

Hocam, bu formiiliin bir gerekgesi var mi1? ﬁ.

kalan bolge.

x

Sekil 8.14: y = % egrisinin al-
tinda ve [1,a] araliginin {istiinde
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y=8Kx)

Sekil 8.15: g ve x ekseni arasin-

a

b

daki bolge.

y

y=rx)

Ap

X

Sekil 8.16: f ve x ekseni arasin-

a

b

daki bolge.

y

y=8(x)

y=rx

Sekil 8.17: f ve g arasindaki

bolge.

a

b

X

X

6’ Bunun sebebini yandaki sekilden hemen gorebiliriz. y = g(x)
S egrisiyle x ekseni arasinda kalan bélgenin alanina A; ve
y = f(x) egrisiyle x ekseni arasinda kalan alana da A, diyelim. Buna

gore
b

A= ( g(x)dx

ve

(‘b
A2:J flx)dx

olur. O halde sekilden de goriildiigii gibi s6z konusu iki egri arasindaki
alan

b b
A=A —A, = J g(x)dx—f f(x)dx

b
= J (g(x) = f(x)) dx

olur.

@ Buna bir 6rnek yapalim. 0 < x < 1 olmak iizere y = x dog-
8_'% rusunun altinda ve y = x2 egrisinin iistiinde kalan bélgenin
alanini hesaplayalim. Bu bolgenin alani

1
Azf (x —x%)dx
0

seklindeki integralle bulunur. Bu integrali hesaplarsak

1
J (x —x%)dx
0

[l
| — |
N
|
B
| I |

birim kare olur.

. Bu son ornekte incelenen tipteki bolgeler ve alanlarn uygu-
&3

71 lama acisindan 6nemlidir. Bununla ilgili aciklamayr okuma
parcasi kisminda bulabilirsiniz.
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Ortalama Deger

ﬂ Bu smifin en genci kim?

Engin.

g

En yaslis1 da ben olduguma gore, Engin ve ben uclardayiz.
Peki bu sinifin hocalarla birlikte yas ortalamasi nedir?

Toplam 6 kisiyiz, hepimizin yaslarini toplayip 6’ya boldiigii-
miizde ortalama yasi bulmus oluruz. Bu siiftaki kisilerin yas-
lan 20, 21, 22, 23, 38 ve 50’dir. O halde

20+21+22+23+38450

9
6 a
olup, bu siifin yas ortalamasi 29’dur.

@, Peki bize x;, xo,...,x, gibi n tane say1 verilse bunlarin orta-
lamasi nasil hesaplanir?

O da kolay. .. Once bu sayilar1 toplariz sonra da sonucu n’ye
boéleriz. Yani x, x,, ..., X, sayilarinin ortalamasi

X1+X2+"'+Xn
n ifz
olur.

ﬁ Simdiki amacimiz buradan hareketle bir fonksiyonun orta-

lama degerini tanimlamak.

Hocam sayilar tamam da, bir fonksiyonun ortalama degeri Q
olur mu?

ﬂ S6yleyin bakalim bir giiniin ortalama sicakligini nasil tanim-

larsimiz?

Gece 00:00’dan itibaren her saat basi termometreden o anki

sicakligi Olcer not aliriz. Giin bitiminde 24 kez bu isi yapmis %
oluruz. Bu sicaklik degerlerini toplayip 24’e boleriz. :
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Biraz dikkat edecek olursak, Zeynep’in bu hesapta bir fonksi-

yonun belli noktalardaki degerleri toplamini hesaplayip, 24’e
boldiigiinii goriiriiz. Benzer hesab1 [a, b] kapali aralig: tizerinde taniml
stirekli bir fonksiyon i¢in de yapabiliriz. Bunun icin 6nce [a, b] arali-
gint Xy = a < x; < -+ < x,, = b noktalar1 yardimiyla n tane esit alt
araliga ayiralim. Bu durumda alt araliklarin boylar1t Ax = b—;“ olur. f

fonksiyonunun alt araliklarin sag uclarindaki degerlerini hesaplarsak,

f(xl)>f(x2)z s ,f(Xn)
sayilarini elde ederiz. Bu sayilarin ortalamasi

Fle)+ flxg)+--+ f(x,)

n

olur. Nokta sayis1 arttirildiginda bu ortalama degerin nasil davrandigini
b—

belirlemek istiyoruz. Burada n = A—xa oldugu kullanilirsa
fO)+fl)+-+flx,) 1

b=a b—a
Ax

[f Ge) + £ (x2) + -+ + f(xn)] Ax

esitligi elde edilir.

Son esitligin sag tarafindaki

[f Ger) + f (o) + -+ + f (x) ] Ax

ifadesi size tanidik geldi mi?

f fonksiyonunun verilen boliintiiye gore Riemann toplamidir.

a’ Demek ki nokta sayisi arttirilirken yukaridaki fonksiyon de-
L% Serlerinin ortalamasi

1 b
EL f(X) dx

sayisina yaklasir. Buna gore f fonksiyonunun [a, b] aralig1 iizerindeki

ortalama degerini
b
1
fort = b—J f(X) dx

seklinde tanimlamak uygundur.
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a Mete Hoca'nin soyledigi ortalama deger formiliini

—4 4
NYA b
J f(x)dx = for - (b—a)
a y=4—x2

seklinde de yazabiliriz. f fonksiyonumuzun negatif degerler almamasi T
durumunda son esitligi; for
“y = f(x) egrisinin altinda ve [a, b] araliginin iistiinde kalan bélgenin 5 1
alani, tabani [a, b] aralig: ve yiiksekligi f,,, olan dikdortgenin alanina
esittir.”
seklinde yorumlayabiliriz. 1+

a Simdi f(x) = 4 — x? fonksiyonunun [0, 2] aralig1 iizerindeki ‘

/& ortalama degerini hesaplayalim. 1 2
Sekil 8.18: [0,2] araliginin is-
tiinde ve y = f(x) in altinda ka-

. . . lan alan, tabani 2 birim ve yiiksek-
Artik formiil belli, bunu ben hesaplayabilirim. lii £, . olan dikdértgenin alanmna
1 2 esittir.
fort = EJO (4_X2) dx
2
1 4 x3
- 2|
0

WION|I~ NI~ N -
.
(o))

olur. Demek ki fonksiyonun ortalama degeri yaklasik olarak ﬂ
2,66’d1r.

Soyleyin bakalim, elektronik esya satan bir magaza televiz-
yon satislarimi arttirmak icin bir kampanya baslatmistir. Bu

kampanya bagladiktan x ay sonraki televizyon satiglart S(x) = 90/x
fonksiyonu ile veriliyor. ilk 6 ay sonunda, ayda ortalama kac televizyon

satilmistir?

Bu problemin ¢oztiimii S(x) = 90,4/x fonksiyonunun [0, 6] .

araligi iizerindeki ortalama degerini bulmaktan ibarettir.
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Dogrudan bir fonksiyonun ortalama degeri formiiliinii kullanirsak

1 6
fort = _J QOﬁdX
6 0

6

)
= 10(6:-0)
- 10(6\/8—0)
= 606

olur. Bu da yaklasik olarak 147 televizyon demektir.

1 6
= —-90J Vx dx
0

6

Nl

DOzet

Bu boliimde, 6ncelikle kenarlar1 dogru parcalari seklinde olmayan bazi
diizlemsel bolgelerin alanlarinin nasil hesaplanabilecegi {izerinde fikir
yirittiik. Sonra elimizdeki hiz bilgisinden yol bilgisine nasil ulasabile-
cegini gordiik. Bunlarin uzantisinda, kapali aralik iizerinde tanimli, sii-
rekli bir fonksiyonun belirli integralini tanimladik. Tiirev kavraminin bir
manada tersi olan belirsiz integralden ve 6nemli bir integral hesaplama
yontemi olan degisken degistirme yonteminden bahsettik. Daha sonra
matematigin en onemli teoremlerinden biri olan Temel Teorem’e degin-
dik. Temel Teorem yardimiyla baz belirli integral hesaplamalar yaptik.
Diizlemdeki iki egri arasinda kalan alanin hesaplanmasi iizerinde dur-
duk. Son olarak da bir fonksiyonun ortalama degerinden bahsettik.
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Okuma Parcasi

Lorenz Egrisi ve Gini Katsayisi

Tirkiye’nin Gini katsayisi 2010 yil1 hane halki kullanilabilir gelir dagilimina goére 0.402
olarak agiklandi. Gini katsayisi, Lorenz egrisine dayali olarak hesaplanir. Ulkelerin Gini
katsayist birbirininki ile karsilastirilarak gelir dagiliminin nasil oldugu konusunda bilgi edinilir.
Saym okuyucularima basitlestirerek Lorenz Egrisi ile Gini Katsayisi’n1 anlatacagim. Boylece
neyin ne oldugunu daha iyi izleyebilirler. TUIK her yil milli gelirin hane halki arasinda (en
fakirinden en zenginine) nasil dagildigimi gosteren bilgileri yaymliyor. 2010 yili hane halk: gelir
dagilimi tablosuna gore niifusun ilk yilizde 20’lik dilimi (14 milyon kisi) milli gelirin yilizde
5.8’ini paylasirken, yiizde 20’lik en zengin dilim (14 milyon kisi) milli gelirin yiizde 46.4’{ine
sahip oluyor.

Iste bu gelir dagilim tablosundaki oranlara dayali olarak Lorenz Egrisi giziliyor. Bir
kareyi ¢aprazlama bir kdseden obiir kdseye baglayan cizgiye tam gelir esitligi ¢izgisi deniliyor.
Eger her yiizde 20’lik niifus dilimi milli gelirin ylizde 20’sini almis olsa gelir dagilimi ¢izgisi,
tam esitlik cizgisi ile birlesecek.

Halbuki, birikimli olarak niifus dilimlerinin milli gelirden aldiklar1 pay farkli. Iste onun
icin tam esitlik ¢izgisi altinda bir ¢izgi olusuyor. Buna da Lorenz Egrisi deniliyor. Lorenz Egrisi
tam esitlikten ne kadar uzaklasir ise (A alani ne kadar biiyiir ise) gelir dagilimi1 o kadar bozuk
demektir. Tam esitlik olsa, Lorenz Egrisi ile tam esitlik egrisi birbiri {izerine binecek. 1/1 Esitlik
ortaya ¢ikacak. Lorenz Egrisi tam esitlik ¢izgisinden uzaklasiyor da ne kadar uzaklasiyor? Iste
bu da Gini Katsayisi ile dlgiiliiyor. Esitsizlik alani olan A alani, Lorenz Cizgisi altinda kalan

alanla (B alaniyla) toplanirsa sonu¢ '2 ‘dir. Bu durumda A'% = 1% =2A sayisma Gini

Katsayis1 deniliyor.

Gini katsayist 0 ile 1 arasinda bir sayidir. Gini Katsayis1 0’a ne kadar yakin ise gelir
dagilimi1 o kadar iyidir, 0’dan ne kadar uzak ise o kadar kétidiir. Bizim Gini Katsayimiz
2002’de 0.44 idi. 2003°te 0.42 oldu. 2004’te 0.40 oldu. 2005°te 0.38 oldu. 2007°de 0.43 oldu.
2008’de 0.405 oldu. 2009°da 0.415 idi. 2010’da 0.402’ye geriledi. Gini Katsayisi’nin
kiictilmesi, gelirde esitsizligin diizeldigini gosteriyor. Gini Katsayisi ne kadar kiiciik ise tilkede
gelir dagilimi o kadar iyi demektir. Gini Katsayisi’'nda diinya ortalamasi 0.399, OECD filkeleri
ortalamasi 0.310, AB iilkeleri ortalamasi 0.304 tiir.

Y, ¥ =x tam esitlik ¢izgisi

1 \ Matematiksel gosterimlerle y = x fonksiyonunun
grafigi tam esitlik egrisidir. Lorenz egrisi y = L(x)
fonksiyonu ile verilirse, 4 = fol(x — L(x))dx dir
ve buna gore Gini katsayisi

A
B A !
m =24 = ZJ; (x —L(x))dx
\ 1 X
¥y = L(x) Lorenz egrisi integrali ile hesaplanir.

Kaynak: Giingor Uras’in Milliyet Gazetesi’ndeki 21 Arahk 2011 tarihli yazisindan
uyarlanmistir.
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Cikarin Ka gitlari

f :[0,1] — R fonksiyonu f(x) = x
seklinde tanimlaniyor. [0, 1] araliginin O, %, 1
noktalarindan olusan boéliintiisiine gore Ri-
emann toplami1 nedir?

Eskisehir-Ankara hizli treninin 1 dakika-
lik bir zaman diliminde onar saniyelik ara-
larla olc¢lilen hizlar1 km/saat cinsinden tab-
lodaki gibidir Bu 1 dakikalik siirede hizh
tren yaklasik olarak kag kilometre gitmistir?

zaman 10.sn | 20.sn | 30.sn | 40.sn | 50.sn | 60.sn
hiz 160 170 180 190 180 170

A) 10 km.
B) 1 km.
C) 5 km.
D) 3 km.
E) 2 km.

f 01 (x — 2)dx integralinin degeri nedir?
f (x — 1)3dx integralinin sonucu nedir?

b
A) T +x+c
B) x*+x3+c¢
S
(@) 3 2x+c
D) 2x+¢

_1\4
E) &= 4.

f (e3* +5x)d x integralinin sonucu nedir?

A) 3e>* +54¢
1.3x, 5.2
B) 3¢ +5x“+c

C) 3xe>* +¢
D) xe3* +e¥+¢

E) xeX+eX+c

3 . . o . .
fz %dx integralinin degeri nedir?

A) In3
B) O
C) In5—1n3
D) In(3)
E) 1
F'(x)= %ex ve F(0) =1 olan F(x) fonk-
siyonunu bulunuz.
A) ze¥+3
B) —le¥+1
C) e
D) e3*
E) e

f :[0,2] - R, f(x) = x* fonksiyonu-

nun ortalama degeri nedir?

0 < x <1 olmak iizere, iistten y = x2+2
egrisi ve alttan y = x + 1 dogrusu ile sinirh
bolgenin alani nedir?

A) 10/3 B) 1 C)7/6
D) 3 E)5/6

x ekseni boyunca hareket eden bir cis-
min t amindaki hiz1 v(t) = %t + 1 formiilii ile
veriliyor. Bu cisim t = 0 aninda orjinde oldu-
guna gore, bu cismin konum fonksiyonu asa-
gidakilerden hangisidir?

A) 4t
1.2
B) 4t +t
C) 2t+1
1.3
D) 7+t
E) +t*+1
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Cozumler

Boliintii 0,%,1 noktalarindan olustugu
icin her birinin boyu % olan [O, %] ve [%, 1]
alt araliklar s6z konusudur. Riemann toplami
denildigi icin fonksiyonun alt araliklarin sag
u¢ noktasinda aldig1 degerler dikkate alinir.

Buna gore ilgili Riemann toplami

1 1 1 1
f(i)i_'_f( )5 =

N =
_I_
—_

—_

Il
Al WDNI W, —~ N|
. NI’_\ .
+
—_
N—
N~ NI

olur.

Once tabloda km/saat tiiriinden verilen
hizlar1 km/saniye’ye cevirmek gerekir. Bu-
nun icin dogru oranti kullanilir. 10. sani-
yede 160 km/saat olan hiz asagidaki sekilde
km/saniye’ye doniistiiriiliiz. 1 saat 3600 sa-
niye oldugu igin:

3600 saniyede 160 km gidilirse

1 saniyede  x km gidilir.
— 160 _ 2 i i
Buradan x = 3600 = 5 olup 10. saniyedeki

hiz yaklasik olarak 0,044 km/saniye’dir. Di-
gerleri de benzer sekilde hesaplanarak asagi-
daki tablo elde edilir.

zaman 10.sn 20.sn 30.sn | 40.sn 50.sn 60.sn
hiz 0,044 | 0,047 | 0,05 0,053 0,05 0,047
Simdi de her bir zaman dilimindeki hiz sabit

kabul edilerek bu zaman diliminde alinan yol
kilometre cinsinden yaklasik olarak hesapla-
nirsa:

1. dilimde alinan yol 0,044 -10 = 0,44,

2. dilimde alinan yol 0,047 - 10 = 0,47,

3. dilimde alinan yol 0,05-10=0,5,

4. dilimde alinan yol 0,053 -10= 0,53,

5. dilimde alinan yol 0,05-10=0,5,
6. dilimde alinan yol 0,047 -10 = 0,47
olur. Her bir zaman diliminde alinan yollar

toplanirsa
0,44+0,474+0,540,5340,54+0,47=2,91

kilometre olur. O halde 1 dakikada alinan me-
safe yaklasik olarak 3 km’dir.

Oncelikle fark kurali, kuvvet kurali ve sa-
bit kurali kullanilarak f (x —2) dx belirsiz in-
tegrali hesaplanirsa
f(x—z)dx:fxdx—dex: %—Zx—l—c
olur. Burada ¢ = 0 alinip belirli integrale geci-
lirse

1
J (x—2)dx
0

I
1
|,
|
N
=
—_

Il
~
N |

|

N

[
~

|

o

\S]

olur.

f(x —1)® dx integralinde u = x — 1
seklinde degisken degisimi yapilirsa du = dx
olur. Buna gore

e [
(x—1)’dx = udu—4—|—c

olur, burada u = x — 1 yazilirsa aradigimiz in-

tegral @ + c olarak bulunur.

Once toplam formiilii, sonra iistel fonksi-

yonun integrali ve kuvvet kurali kullanilirsa

f(egx—l—Sx)dx =f63x dx+5fx dx
z%e?’x—i—gxz—l—c

elde edilir.
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8 Integral ve Uygulamalari

% fonksiyonunun bir ilkeli Inx fonksiyo-
nudur. Buna gore Temel Teorem’den

1 5 3
—dx=Inx[;=In3-In2=1In| -
5 X 2

olur.

Once f %ex dx belirsiz integralini hesap-
lamak gereklidir, bunun icin sabitle carpma
kurali ve iistel fonksiyonun integrali kurali

kullanilirsa

1,x _lfx

fzedx %edx
— 1. x
—2e+c

olur. F(x) = %ex +c seklinde bir fonksiyondur.
Bu fonksiyonun F(0) = 1 kosulunu saglamasi
icin gerekli ¢ yi bulmaliyiz. Fonksiyonda x =0
yazilip 1 esitlenirse

1.0 _
%e +c =1
§+C =1

olur. Buradan ¢ = % elde edilir. ¢’nin bu degeri
yerine yazilirsa F(x) = %ex + % bulunur.

Dogrudan f,,, = ﬁ fabf(x) dx formiili
kullanilirsa

3
fort = 5 A x” dx

Il

N =
—
el
[

N N -

olur.

Bu bolgenin alani

A

1
f [P +2)—(x+1)] dx
0

1
f [xz—x—l—l] dx
0

formiilii ile hesaplanir. Bu integral hesapla-

nirsa, istenilen bolgenin alani

1 ) x3 x2
—x+41)dx = |=—- 4
L(x x41) dx [3 d x:|

birim-kare olur.

Burada hiz verilip yol denklemi sorul-
dugu icin bir integral hesabi1 s6z konusudur.
Bulunmak istenilen yol fonksiyonu F(t) ile
gosterilirse, F(t) hakkinda F(0) = 0 oldugu
ve

F'(t)=v(t)= %t +1

oldugunu bilinmektedir. O halde hizin integ-
rali alinirsa

F(t) = fv(t)dt

)

1
= —t"+t+c
4

bulunur. Konum fonksiyonu F(t) = %tz +t+c
seklindedir. Bu ifadede F(0) = 0 oldugu kulla-
nilirsa ¢ = 0 olur. Sonug olarak yol fonksiyonu

F(t)= 1t2+t
4

seklindedir.



Kaynakca 213

Kaynakca

[1] M. L. Bittinger, D. L. Ellenbogen, S. A. Surgent, Calculus and Its Applications, 10. ed., Addison
Wesley, 2012.

[2] M. Goshaw, Concepts of Calculus with Applications, 1. ed., Pearson Addison Wesley, 2007.
[3] M. Gogiis, S. Kocak, M. Ureyen, Matematik I, iktisadi Uygulamali, Birlik Ofset, 1995.

[4] L. D. Hoffmann, G. L. Bradley, K. H. Rosen, Calculus: For Business, Economics, and the Social
and Life Sciences, 8. ed., McGraw Hill, 2004.

5
6

[5] R. Kaya (editor), Genel Matematik, 10. Baski, Agikogretim Fakiiltesi Yayinlari, 1997.
[6]
[7] O. Ozer (editér), Genel Matematik, 10. Baski, Acikdgretim Fakiiltesi Yayinlari, 2009.
[8]
[9]

M. L. Lial, J. Hornsby, Algebra for College Students, 4. ed., Addison Wesley Longman, 2000.

8
9

J. Stewart, Kalkiiliis: Kavram ve Kapsam, 2. Baski, Tiiba Yayinlari, ceviri, 2007.

K. Sydsaeter, P Hammond, Essential Mathematics for Economic Analysis, Prentice-Hall, Inc.,
2008.

Sekil 2.1: www.itusozluk.com/gorseller/themis/130213

Sekil 2.2: www.soyutcizgi.com/wp-content/uploads/2011/03/melankoli1X.jpg

Sekil 4.10: mimoza.marmara.edu.tr/ hseker/kavram

Sekil 4.12: www.ibb.gov.tr/tr-TR/SubSites/DepremSite /Pages/DepremParametreleri.aspx

Sekil 5.1: www.darphane.gov.tr/tr/content.php?parent_id=179&content_id=179

Sayfa 113: 1 YTL 6n ve arka yiizii: www.tcmb.gov.tr/ytlkampanya/banknotlar/madeni-para.zip

Sayfa 127: Kaime 0n ve arka yiizii
tarihvemedeniyet.org/wp-content/uploads/2009/08/Enflasyon.-kaime.arkayuz.jpg
tarihvemedeniyet.org/wp-content/uploads/2009/08/Enflasyon.-kaime.onyuz1.jpg

Sayfa 155: Eski Babilonya ¢ivi metni en.wikipedia.org/wiki/File:Cyrus_cylinder extract.svg

Sayfa 160: Yelkenli www.etsy.com/listing/79697190/boat-ship-sail-night-sky-stars-moon-cut

Sayfa 160: Galaksi www.infobarrel.com/media/image/31666.jpg

Sayfa 161: Newton eminem-friant.blogspot.com/2011/06/sir-isaac-newton.html

Sayfa 182: www.xtimeline.com/ UserPic_Large/1216/ELT200708122309454250611.JPG



214
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Dizin

altkiime, 6

anlik hiz, 166
apsisler ekseni, 72
aritmetik dizi, 113
artan fonksiyon, 178
azalan fonksiyon, 178

bagimli degisken, 65
bagimsiz degisken, 65
bakteri popiilasyonu, 103
belirli integral, 192
belirsiz integral, 194
bilesen, 71

bilesik faiz, 99, 117
birlesim, 9

bor¢ amortismani, 120
borg itfasi, 120

cokgensel bolge, 186

deger kiimesi, 57
degisken degistirme, 197
denklem, 33, 133
birinci dereceden bir bilinmeyenli, 35
¢Ozlm, 33
diskriminant, 42
ikinci dereceden bir bilinmeyenli, 35
ozdeslik, 41
denklem sisteminin ¢6ziimii, 137
deprem, 102, 106
genlik, 102
dogru, 75
dogru denklemi, 76
egim, 76
kesisen dogrular, 77

paralel dogrular, 77
dogrusal denklem sistemi, 137
ii¢ bilinmeyenli, 140

e sayisi, 93
esitsizlikler, 44
birinci dereceden bir bilinmeyenli, 45
ikinci dereceden bir bilinmeyenli, 47
Euler, 93
evrensel kiime, 8

fark, 10

fonksiyon, 57
bileske fonksiyon, 64, 70
bire-bir fonksiyon, 60, 69
birim fonksiyon, 62
en genis tanim kiimesi, 67
fonksiyon grafigi, 71
fonksiyonlarin boliimi, 67
fonksiyonlarin ¢arpimi, 67
fonksiyonlarin farki, 67
fonksiyonlarin toplami, 67
orten fonksiyon, 61, 70
parcali fonksiyon, 66, 79
polinom, 68
sabit fonksiyon, 60, 73
ters fonksiyon, 63, 65

fonksiyonun ilkeli, 194

geometrik dizi, 113
Gini katsayisi, 209
goriintii kiimesi, 58

ikinci mertebeden tiirev, 177, 180
integralin temel teoremi, 201
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ivme, 177

kartezyen carpim kiimesi, 71
kartezyen koordinat sistemi, 71
kesisim, 10

limit, 164
logaritma

bayagi, 95

dogal, 95
logaritmik fonksiyon, 94
Lorenz egrisi, 209

matris, 144
matris carpimi, 149
birim matris, 152
genigletilmis matris, 144
kare matris, 152
katsayilar matrisi, 144
matris toplami, 146
matrisin boyutu, 144
matrisin tersi, 152
sifir matris, 146

mutlak deger, 18

niifus artisi, 101

ordinatlar ekseni, 72
ortalama deger, 205
ortalama hiz, 162

Pisagor Teoremi, 16

Richter olcegi, 102
Riemann toplami, 192

sirali ikili, 71
sonsuz ¢6ziim, 139
stirekli fonksiyon, 171

tanim kiimesi, 57
teget dogrusu, 175
Thales Teoremi, 76
timleyen, 11

tiirev, 167
iistel fonksiyon, 87
Venn semasi, 5

yatay teget, 179

yerel maksimum, 179
yerel minimum, 179

yerine koyma yontemi, 136
yok etme yontemi, 137
ylizde artig, 112

yiizde oran, 111

zincir kurali, 174





